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从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严 并 ,有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 但 引进 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜, 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺 城 

事情 终于 出 现 了 -一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 ， 


. jj ， 友 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 入 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 闭 名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 庚 程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广 泛 采用 、 诬 受 欢 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数 学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 效 学 译 程 芭 置 和 教学 内 容 的 改革 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积 极 的 作用 , 并 起 着 诛 和 远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆 珊 , 特 为 之 序 ， 
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格 里 区 里 . 米 哈 伊 洛 维 奇 . 非 赫 金 哥 尔 芯 的 《 微 积分 学 教程 ) 是 一 部 卓越 的 科 
学 与 教育 著作 , 曾 多 次 再 版 , 并 被 翻译 成 多 种 文字 .《 教程 ) 包 含 实际 材料 之 丰富 , 诸 
多 _ 般 定理 在 几何 学 、 代 数学 、 力 学 、 物理 学 和 技术 领域 的 各 种 应 用 之 众多 , 在 同类 
教材 中 尚 无 出 其 右 者 . 很 多 现代 著名 数学 家 都 提 到 , 正 是 下 ._ M. 非 赫 金 哥 尔 茨 的 《 教 
程 》 使 他 们 在 大 学 时 代 培 养 起 了 对 数学 分 析 的 兴趣 和 热爱 , 让 他 们 能 够 第 一 次 清晰 
地 理解 这 门 课程 

从 《教程 》 第 一 版 问世 至 今 已 有 50 年 , 其 内 容 却 并 未 过 时 , 现在 仍 被 综合 大 学 
以 及 技术 和 师范 院 校 的 学 生 像 以 前 那样 作为 数学 分 析 和 高 等 数学 的 基本 教材 之 一 使 
用 . 不仅 如 此 , 尽管 出 现 了 新 的 一 批 优秀 教材 , 但 自 . M. 非 赫 金 哥 尔 芯 的 《教程 》 
问世 起 , 其 读者 群 就 一 直 不 断 扩大 , 现在 还 包括 许多 数理 特长 中 学 (译注 : 在 俄罗斯 
除了 类 似 中 国 的 以 外 语 、 音 乐 为 特长 的 中 学 , 还 有 以 数学 与 物理 学 为 重点 培养 方向 
的 中 学 , 其 教学 大 纲 包 括 更 多 更 深 的 数学 与 物理 学 内 容 , 学 生 则 要 经 过 特别 的 选拔 .) 
的 学 生 和 参加 工程 师 数学 进修 培训 课程 的 学 员 、 

《教程 ) 所 独 有 的 一 些 特点 是 其 需求 量 大 的 原因 .《 教程) 所 包括 的 主要 理论 内 
容 是 在 20 世纪 初 最 后 形成 的 现代 数学 分 析 的 经 典 部 分 (不 含 测度 论 和 一 般 集 合 论 )， 
数学 分 析 的 这 一 部 分 在 综合 大 学 的 一 、 二 年 级 讲授 , 也 (全 部 或 大 部 分 ) 包括 在 所 有 
技术 和 师范 院 校 的 教学 大 纲 中 . 《教程 ) 第 一 卷 包 括 实 变 一 元 与 多 元 微分 学 及 其 基 
本 应 用 , 第 一 卷 研究 歼 曼 积分 理论 与 级 数理 论 , 第 三 卷 研究 多 重 积分 、 曲 线 积分 、 曲 
面积 分 、 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 、 传 里 叶 级 数 与 传 里 叶 变换 ， 

《教程 》 的 主要 特点 之 一 是 含有 大 量 例题 与 应 用 实例 , 正如 前 文 所 说 , 通常 这 些 
内 容 非 常 有 趣 , 其 中 的 一 部 分 在 其 他 俄 文 文献 中 是 根本 没有 的 ， 
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另外 一 个 重要 特点 是 材料 的 叙述 通俗 、 详 细 和 准确 . 尽管 《教程 》 的 篇 幅 巨大 ， 
但 这 并 不 妨碍 对 本 书 的 掌握 . 恰恰 相反 , 这 使 作者 有 可 能 把 足够 多 的 注意 力 放 在 新 
定义 的 论证 和 问题 的 提 法 , 基本 定理 的 详尽 而 细致 的 证 明 , 以 及 能 使 读者 更 容易 理 
解 本 课程 的 其 他 方面 上 . 每 个 教师 都 知道 , 同时 做 到 叙述 鸭 请 晰 性 和 严格 性 一 般 是 
很 困难 的 (后 者 的 欠缺 将 导致 数学 事实 的 扭曲 ). 格 里 艾 里 . 米 哈 伊 洛 维 奇 . 非 赫 人 金 
哥 尔 茨 的 非凡 的 教学 才能 使 他 在 整个 (教程 》 中 给 出 了 解决 上 述 问题 的 大 量 实例 , 这 
与 其 他 一 些 因素 一 起 , 使 《教程 》 成 为 初 登 讲台 的 教师 的 不 可 蔡 代 的 范例 和 高 等 数学 
教学 法 专家 们 的 研究 对 象 . 

《教程 》 还 有 一 个 特点 是 极 少 使 用 集合 论 的 任何 内 容 (包括 记号 ), 同时 保持 了 
叙述 的 全 部 严格 性 . 整体 上 , 就 像 50 年 前 那样 , 这 个 方法 使 很 大 一 部 分 该 者 更 容 兄 
切 步 掌握 本 访 程 . 

在 我 们 向 读者 推出 的 TT. M. 菲 赫 金 哥 尔 葡 的 新 版 《教程 》 中 , 改正 了 在 前 几 版 
中 发 现 的 一 些 印刷 错误 . 此 外 , 新 版 在 读者 可 能 产生 茶 些 不 便 的 地 方 增补 了 (为 数 不 
多 的 ) 一 些 简短 的 注释 , 例如 , 当 作者 所 使 用 的 术语 或 说 法 与 现在 最 通用 的 表述 有 所 
不 同时 , 就 会 给 出 注释 . 新 版 的 编辑 对 注释 的 内 容 承 担 全 部 责任 . 

编者 对 B. M. 马 卡 罗 夫 教授 表示 深 深 的 谢意 , 他 阅读 了 所 有 注释 的 内 容 并 提出 
了 很 多 有 价值 的 意见 . 还 要 感谢 国立 圣彼得堡 大 学 数学 力学 系数 学 分 析 教 研 室 的 所 
有 工作 人 员 , 他 们 与 本 文 作 者 一 起 讨论 了 与 《教程 前 几 版 的 内 容 和 新 版 的 设想 有 关 
的 各 种 问题 . 

编辑 部 预先 感谢 所 有 那些 希望 通过 自己 的 意见 来 协助 进一步 提高 出 版 质量 的 读 
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81. 有 理 数 域 


1. 前 言 读者 对 于 有 理 数 及 其 性 质 , 从 中 学 的 教材 内 便 很 熟悉 了 . 在 那 时 , 初 
等 数学 的 要 求 , 已 趋向 于 必须 扩大 数 的 领域 . 的 确 ,在 有 理 数 中 即使 是 正 整数 (自然 
数 ) 的 根 , 例如 V3, 也 常常 并 不 存在 .就 是 说 , 并 没有 这 样 的 有 理 数 > ( 式 中 六 及 
gq 一 一 自然 数 ), 其 平方 能 等 于 2. | 

为 了 证 明 , 试 候 定 其 反面 : 设 有 分 数 2, 其 平方 为 (2) = ? 我 们 可 以 假设 2 
是 既 约 分 数 , 即 p 和 g 是 没有 公约 数 的 . 因 p? = 202, 故 p 为 偶数 : p = 2r(r 一 一 整 
数 ), 于 是 9 为 奇数 . 用 p 的 式 子 代入 , 得 : 92 = 272, 由 此 推 得 g 为 偶数 . 所 得 的 矛盾 
便 证 明了 我 们 的 命题 . 

同时 , 车 我 们 仅 停留 在 有 理 数 的 范围 内 , 那么 在 几何 学 上 便 已 显然 知道 , 并 非 一 
切 的 线段 都 能 有 一 个 长 度 . 例如 考察 边 长 为 单位 长 度 的 正方 形 , 其 对 角 线 就 不 可 能 
有 有 理 长 度 _， 因 若 不 然 , 依 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 这 长 度 的 平方 应 等 于 2, 而 我 们 已 看 到 
这 是 不 可 能 的 ， 

在 本 绪论 内 , 我 们 要 做 这 样 一 件 工作 : 在 有 理 数 域 中 添上 新 的 数 一 一 无 理 数 , 以 
扩大 有 理 数 域 的 范围 . 同时 , 我 们 要 证 明 , 对 有 理 数 施行 算术 运算 及 用 等 号 、 不 等 号 
结合 它们 等 普通 性 质 , 在 扩大 的 领域 内 仍然 是 真实 的 .为 了 对 扩大 后 的 数 域 验证 上 
述 性 质 , 需 选 出 为 数 最 少 的 基本 性 质 , 使 其 余 的 一 切 性 质 都 能 作为 形式 逻辑 的 结果 
而 从 之 推出 : 所 要 验证 的 便 仅 限于 这 些 基 本 性 质 了 . 

因此 , 我 们 列举 有 理 数 域 的 下 列 一 些 基本 性 质 . 同时 我 们 将 用 一 些 例子 来 证 明 ， 
它们 的 另 一 些 众所周知 的 性 质 是 怎样 从 基本 性 质 推 导出 来 的 . 我 们 这 里 所 说 的 “ 数 ”， 


2 结论 ”实数 [3] 


已 是 指 的 有 理 数 , 用 字母 5. … 等 来 表示 它们 


2. 有 理 数 域 的 序 ”首先 让 我 们 约定 : 所 谓 相 等 的 数 就 是 同一 数 的 各 种 不 同形 
式 . 换言之 “相等 "(=) 的 概念 即 指 “ 恒 等 ”… 因此 , 我 们 不 再 列举 相等 的 数 的 性 质 . 

有 理 数 域 的 序 得 目 “ 大 于 "(>) 的 概念 , 与 之 有 关 的 是 第 一 组 性 质 . 

I19 每 一 对 数 a 与 b 之 间 必 有 且 仅 有 下 列 关 系 之 一 


a=b,a>b,a<b; 


12? 由 a>05 及 b>c 推 得 a > c(> 的 传递 性 ); 
TI3。 若 @a>5b, 则 必 能 求 得 一 数 c, 使 


a>c， 且 c> 所 


(稠密 性 ). 

“小 于 ”(<) 的 概念 作为 派生 的 而 引入 . 说 a < 5b, 当 目 仅 当 5 > w 时 . 显而易见 ， 
由 a <b 及 5b<c, 即 得 a <ce(< 的 传递 性 ). 实则 , 由 假设 , 不等式 a<b 及 b<c, 相 
当 于 不 等 式 5> a 及 c > 5b; 由 此 推 得 c > a (12°), 或 妈 @a<c. 

在 对 有 理 数 施行 算术 运算 时 所 要 牵涉 到 的 “大 于 ”这 一 概念 的 其 他 性 质 , 将 在 
以 后 随时 指出 之 . 


3， 有 理 数 的 加 法 及 减法 ”第 二 组 性 质 是 关于 加 法 的 , 即 关 于 求 两 数 之 和 的 运算 

A 对 于 每 一 对 数 a 及 b, 存在 着 一 个 (唯一 的 ) 数 , 被 称 为 a 及 b 的 和 ( 记 成 a +b). 
这 概念 具有 下 列 的 性 质 : 

IT1°% a 二 b= 二 0 十 a( 加 法 的 交换 性 ); 

II 2 (a+b) 十 c= 二 &g 十 (0 十 CO( 加 法 的 结合 性 ). 

零 这 个 数 比 较 特 殊 , 它 具 有 下 列 特性 : 

II13” a+0=a.; 
此 外 2 记 易 只 il 治 闪 下 外 -的 

II 4° 对 每 一 数 wo 存在 着 (与 它 对 称 的 ) 数 -oa, 使 w+(-a)=0. 

在 这 些 性 质 的 基础 上 , 首先 解决 加 法 的 逆 运 算 即 减法 的 问题 . 通常 称 使 c+ = 
a 的 数 c 为 数 a 及 5 的 差 , 假 春 如 此 , 便 发 生 这 样 的 数 的 存在 及 唯一 性 的 问题 . 

设 c== a 十 (0b). 则 得 [IT 2°, 1°, 4°, 39] 


c+b=[a+i+(-b)|+b=a+[(-0)+0=a+l+(-0)|=a+0=a, 


因此 , 这 ec 满足 于 差 的 定义 . 


在 这 条 件 下 也 说 成 : 数 c 位 于 数 a 与 b 之 间 ; 显然 , 这 样 的 数 有 无 限 个 之 多 . 
多 依 11°, 定义 差 的 这 个 等 式 可 写成 :5+c= a. 


13] 81， 有理数 域 
反之, 令 oc 为数 a 及 上。 的 差 , 即 有 c + = a. 在 这 等 式 两 边 各 加 (--b), 并 变换 
et a 


和 


(c +b)+{(-b)=ce++o+((-b)|=ce+0=e, 


这 样 , 就 证 明了 数 a 及 上 2b 的 差 的 存在 及 单 值 性 ; 把 它 记 成 a 一 4b. 

由 差 的 单 值 性 可 以 推 得 一 系列 的 推论 . 首先 , 由 IT 3° 推 得 0 = a 一 a, 因而 得 出 
结论 : 除去 数 0 以 外 , 具有 相似 于 II 3° 的 性 质 的 数 不 存在 . 其 次 , 由 此 推 得 与 所 给 数 
对 称 的 数 的 唯一 性 : -a = 0 一 a. 

因为 由 襄 夺 (= 四 三 0 可 推介 (=0) 二 GG 二 01 中 所 以 剖 二 二 (=6) 季 烤 二 及 守 6 
为 互相 对 称 的 数 . 我 们 再 来 证 明 对 称 数 满足 下 述 性 反 ; 


—(a+b) = (~a)+ (0). 


为 此 , 只 需 证 明 
aa 


而 这 由 II 1°,2°, 4°, 3°, 便 可 推 得 . 
最 后 , 再 引进 联系 > 与 加 号 的 一 个 性 质 . 
II5"” 由 a>65 推 每 a 二 c>b+c. 
它 使 我 们 得 以 在 不 等 式 的 两 边 各 加 上 一 个 等 量 ; 用 它 又 可 证 明 两 不 等 式 


ws dD: Hl a Dl 


是 相当 的 ， 其 次 , 由 a > 8 推 得 -a < --b， 实 则 , 由 a > 8 引致 。-b5>0; 但 
个 守 式 加 收 配 
成 : (-b) 一 (a) > 0, 由 此 -b> -a 或 -a < 一 b. 

特别 是 , 由 a > 0 推 得 -a <0, 由 a<0 推 得 -a>0. 硅 a 关 0, 则 在 两 个 互相 
对 称 的 数 a 及 -a 中 , 必 有 一 个 ( 且 仅 一 个 ) 将 大 于 0; 它 即 称 为 数 a 或 数 -a 的 绝 
对 值 , 记 成 


lo| = | =—al. 


等 的 绝对 仁 束 定 为 零 : |0| = 0. 

根据 性 质 II 5°, 可 以 逐 项 地 合并 不 等 式 : 由 a > 及 c>ud 推 得 ce+Tc>b+d. 
实际 上 , 由 a >5 推 得 g++c>6b+c; 仿 此 ,由 c>4ad 推 得 c+b>4d+b, 或 [I 19] 
b + c > b 十 d, 然后 由 1 2°, 最 后 即 得 a+c>b+d 


Si 绪论 “实数 [4] 


4. 有 理 数 的 乘法 及 除法 ”第 三 组 性 质 是 关于 乘法 的 , 即 关 于 求 两 数 之 乘积 的 运 
算 的 ， 对 于 每 一 对 数 a 及 b 存在 着 一 个 (唯一 的 ) 数 , 被 称 为 a。 及 5b 的 乘积 ( 记 成 
a.b 或 ab). 这 概念 具有 下 列 性 质 : 

III 1°% ab = ba( 乘 法 的 交换 性 )， 

III2” (ab)c = al(bc)j( 乘 法 的 结合 性 )， 

“4? 这 个 数 比 较 特 殊 , 它 具 有 下 列 特性 : 

OW ee a 
此 外 ， 

III4? 对 于 每 一 异 于 0 的 数 a, 必 有 数 (其 倒数 ),1 0 

天 于 除法 的 问题 , 作为 乘法 的 逆 运 算 ， 亦 可 根据 乘法 的 竹 质 来 解决 正如 前 面 根 
据 加 法 的 性 质 来 解决 关于 减法 的 问题 一 样 . 倒数 在 这 里 的 作用 正如 对 称 数 在 那里 的 
作用 一 样 

如 果 一 数 c 满足 关系 

cc 一 oa 


(其 中 心 贡 预先 假 定 异 于 0), 则 c 称 为 a 及 5 的 商 . 
驶 可 以 满足 这 定义 . 因 [II 2。 1°, 4°, 3?] 


全 


1 1 中 
人 (ed) b=0 (3 -a {5.3) 5 


有 反之, 奢 数 c 满足 数 a 及 b 的 商 的 定义 , 于 是 " .0 = a, 则 在 这 等 式 两 边 乘 以 
并 变换 左边 [ITI 2°, 42, 3e] 


} 
= 人 = 


就 得 到 二 a. - 

这 样 . 就 证 明了 数 a 及 b( 设 5b 冯 0) 的 商 的 存在 及 单 值 性 ; 把 它 记 成 a:5 或 <. 

由 商 的 单 值 性 可 知 , 除了 1 以 外 , 再 没有 什么 数 能 具有 类 似 于 III 3° 的 性 质 . 由 
此 , 如 前 所 述 . 推 得 倒数 (看 成 1 及 “ 的 商 ) 的 唯一 性 ; 此 外 , 容易 证 明 数 a 及 - 是 
互 为 倒数 

下 列 性 质 与 算术 的 基本 运算 一 一 加 法 及 乘法 双方 都 有 关系 : 

III5?” (a+b)c=a:c+b. 0 分 配 ' 性 ). 

由 此 很 易 导出 关于 来 法 关于 差 的 分 配 性 


(a~b):c=a:c—b.c. 


外 依 [IIT1°, 定义 商 的 这 个 等 式 也 可 写成 : b.c= a 


[5] §1， 有理 数 域 ‘5. 


依 差 的 定义 , 这 可 以 直接 由 下 式 推 出 
(oa—b):c+b:c= [|(a—b)+0b:c=a:c. 


再 应 用 性 质 II 5°, 可 证 


实际 上 [II 3?] 
a+0=a, (g++0):b=a.:b+0.:b6=0.b, 


由 此 推 得 0.5= 0, 再 由 [II 1?] 得 80= 0. 

反之 , 车 4a.5=0 又 5 关 0, 则 必须 a==0. 实际 上 ,a = ~, 但 同时 又 有 0 = 
b .0 二 0), 因为 两 是 唯一 的 , 故 a = 0. 

最 后 , 我 们 指出 联系 符号 > 与 乘 号 的 一 个 性 质 : 

JI16 由 a>b 及 c>0 推 得 a.c>b.c. 

据 此 可 以 用 正 数 乘 不 等 式 的 两 边 . 由 此 可 知 , 当 a > 0 及 b > 0 时 , 亦 必 有 
oa:b>0. 

注意 , (-a) .bp = 一 (a :b); 这 由 下 面 推 得 


Ia 


a.b++(—-a):b=[a+(-a)]:b=0.:5=0. 
现在 不 难看 出 , 车 a < 0,b > 0, 于 是 a= 一 |a|,b = |o|, 则 
a.b=(-lol) |b|= —(al: lb) < 0; 
当 a > 0,b<0 时 亦 如 此 , 又 寿 a < 0,b<0, 则 
a.b=(-laD)(-l0)) = =llal: (I0b)]} = =[=(lel 0D} = lol :lel >0. 


这 样 , 我 们 已 完全 重新 建立 了 关于 乘法 的 符号 规则 , 这 些 符 号 规则 现在 已 成 为 
有 理 数 的 上 述 性 质 的 逻辑 推论 了 . 换言之 , 如 果 有 理 数 要 满足 上 述 堵 性 质 , 就 必定 要 
遵守 这 些 符号 规则 . 关于 乘 以 0 的 规则 , 也 可 以 这 样 说 (如 上 所 述 ). 

在 处 理 了 加 法 和 乘法 的 性 质 以 后 , 我 们 现在 能 够 证 明 在 前 面 数 的 基本 性 质 [I 35] 
中 已 述 及 的 有 理 数 域 的 稠密 性 了 . 就 是 , 可 以 用 它们 证 明 , 例如 , 由 a > 5 推 得 w > 
2 > 

5， 阿 基 米 德 公理 ”我们 用 下 列 的 人 简单 而 重要 的 论证 , 来 结束 我 们 的 有 理 数 基本 
性 质 一 览 表 . 这 一 性 质 是 不 能 由 上 述 的 诸 性 质 里 推 得 的 . 

IV 1? 不 论 c>0 是 怎样 的 数 , 总 有 大 于 c 的 自然 数 即 存在 着 ( 阿 基 米 德 公理 )， 

实际 上 , 阿 基 米 德 兽 说 明 一 个 几何 的 命题 , 即 为 众所周知 的 阿 基 米 德 公理 : 


0 绪论 ”实数 [6] 
若 在 直线 上 给 定 任意 两 线段 A 及 PB, 则 A 重复 相 加 若干 次 后 , 其 和 总 可 以 大 于 


ry ,ee 
一 一 一 
ni 座 


耕 将 这 论证 转 而 对 正 数 a 及 来 叙述 , 它 便 肯定 有 这 样 的 自然 数 ”存在 使 


a 二 a 二 :十 a 二 :n>b. 
一 


mn 光 


若 应 用 已 研究 过 的 有 理 数 的 性 质 , 则 这 不 等 式 相当 于 > >; 把 商 2 记 成 我 
们 便 得 出 上 面 所 叙述 的 IV 1°. 


82. 无 理 数 的 导入 . 实数 域 的 序 


6. 无 理 数 的 定义 有 理 数 集 及 其 在 第 一 节 内 列举 的 一 切 性 质 , 作为 是 已 给 的 . 

我 们 仿效 戴 德 金 (R.Dedekind) 来 叙述 无 理 数 的 理论 . 有 理 数 域内 的 分 划 的 概念 
是 这 理论 的 基础 . 大 将 有 理 数 全 体 所 成 的 集合 分 拆 为 两 个 非 空 集合 ( 即 至 少 包含 一 
个 数 的)4, A“. 我 们 把 这 样 的 分 拆 叫 做 分 划 , 只 要 满足 条 件 : 

1? 任 一 有 理 数 , 必 在 且 仅 在 A 及 A' 二 集 之 一 包 中 出 现 : 

2 集 4 内 的 任 一 数 a, 必 小 于 集 4' 内 的 任 一 数 ao/. 

集 4 称 为 分 划 的 下 组 , 集 4' 为 上 组 . 分 划 记 成 4|4/. 

由 分 划 的 定义 推 得 , 小 于 下 组 内 的 数 a 的 一 切 有 理 数 也 都 属于 下 组 . 仿 此 , 大 于 
上 组 内 的 数 w 的 一 切 有 理 数 亦 都 属于 上 组 . 


例 1 一 切 满 足 不 等 式 a < 1 的 有 理 数 a, 定 为 集 4, 一 切 满足 o >1 的 a, 都 

很 多 验证 , 这 样 , 我 们 实际 上 已 得 出 分 划 了 . 数 1 属于 A' 组 , 且 显 然 成 为 其 中 
最 小 的 数 . 由 为 一 方面 看 , 在 4 组 内 并 无 最 大 数 , 因 不 论 我 们 在 4 内 取 怎 样 的 数 a， 
恒 能 在 a 与 1 之 间 指 出 有 理 数 ai 来 , 因而 它 必 大 于 a 并 且 属 于 4 组 . 

例 2 取 小 于 或 等 于 1 的 一 切 有 理 数 a,a 乏 1, 归 人 下 组 4; 取 大 于 1 的 一 切 有 
理 数 ol 全 1 儿 人 上 组 ， 

则 亦 得 一 分 划 . 且 其 中 在 上 组 无 最 小 数 , 而 在 下 组 有 最 大 数 ( 即 1). 

外“ 任 一 有 理 数 仅 在 二 集 之 一 中 出 现 ” 这 于 实 亦 可 由 2° 推 得 . 


0 在 分 机 教程 中 引 和 实效 的 另 一 种 办 法 是 把 所 有 的 (无 论 是 有 理 的 , 还 是 无 理 的 ) 实数 的 最 简单 
性 质 看 作 公理 , 而 不 加 证 明 地 予以 承认 ,倾向 于 这 种 办 法 的 读者 在 阅读 本 节 时 , 可 一 下 子 跳 到 10 
和 11 目 . (从 此 处 开始 . 用 数码 加 半 括 号 表示 编者 注 ; 用 数码 加 圆圈 表示 作者 注 .) 


[6] §2.， 无 理 数 的 导入 . 实数 域 的 序 
例 3 取 使 o < 2 的 一 切 正 有 理 数 a, 数 0 及 一 切 负 有 理 数 腿 入 4A 组 ,使 a? > ?2 
的 一 切 正 有 理 数 o' 归 人 4' 组 . 


很 多 证 明 , 我 们 亦 已 得 出 分 划 . 此 处 , 在 4 组 内 既 无 最 大 数 , 在 4' 组 内 亦 无 最 
小 数 . 我 们 将 证 明 , 例如 , 这 论断 的 第 一 点 (第 二 点 同样 可 以 证 明 ). 设 < 为 4 组 内 的 
任意 正 数 , 则 a? < 2. 再 证 , 必 能 得 这 样 的 正 整数 n, 使 


Q 十 一 安 2 
n 


于 是 a+ 二 亦 属于 4 


7 
这 不 等 式 相当 于 : 
2 1 2 1 
a ey @”， 
7 
、2Q 十 工 


奎 满足 不 等 式 2 oa”, 则 上 面 第 二 个 不 等 式 也 自然 能 满足 了 . 为 此 , 只 需 
取 

Zod 

2 
而 这 是 恒 为 可 能 的 [ 依 阿 基 米 德 公 理 , TV 1°]. 因此 ,不论 a 为 4 组 内 的 怎样 的 正 数 ， 
住 这 4 组 内 终 能 求 得 大 于 它 的 数 ; 又 因为 当 a < 0 时 这 论证 显 也 成 立 , 故 在 4 组 内 
没有 任何 数 能 成 为 最 大 的 . 

很 多 明了 , 不 可 能 有 这 样 的 分 划 存 在 , 在 它 的 下 组 内 有 最 大 数 ao, 同时 在 上 组 内 
又 有 最 小 数 af. 实际 上 , 假设 这 样 的 分 划 存 在 着 . 则 应 用 有 理 数 域 的 稠密 性 [I 3°], 必 
能 取得 一 个 位 于 ao 与 ao 之 间 的 有 理 数 c: ao < c< ab. 数 不能 属于 4 组 , 因 符 
则 , ao 就 不 是 此 组 的 最 大 数 . 仿 此 , c 亦 不 能 属于 4' 组 , 但 这 是 与 定义 分 划 的 概念 的 
性 质 1° 相 矛 盾 的 . 

这 样 , 分 划 仅 能 有 三 种 类 型 , 如 刚才 例 1,2,3 所 表明 的 : 

1) 在 下 组 4 内 无 最 大 数 , 而 在 上 组 4' 内 有 最 小 数 x: 

2) 在 下 组 4 内 有 最 大 数 >, 而 在 上 组 4' 内 无 最 小 数 ; 

3) 在 下 组 内 既 无 最 大 数 , 在 上 组 内 亦 无 最 小 数 . 

在 前 两 种 情形 , 我 们 说 , 分 划 由 有 理 数 > 所 产生 (7 成 为 4 与 4' 之 间 的 界 数 )， 
或 说 分 划 定 义 有 理 数 x. 在 例 1,2 中 , 1 便 是 这 样 的 数 . 在 第 三 种 情形 界 数 并 不 存在 ， 
分 划 并 不 定义 任何 有 理 数 . 今 引 入 新 的 对 象 一 一 无 理 数 . 让 我 们 约定 , 任 一 3) 型 的 
分 划 定 义 某 一 无 理 数 a. 这 个 数 a 便 代 替 缺 少 的 界 数 , 我 们 好 像 把 它 插 人 在 4 组 的 
一 切 数 a 与 4 组 的 一 切 数 a 中间. 在 例 3 中 , 这 新 创 的 数 , 很 易 推 起 而 知 , 即 是 
V2. 


n> 


es 结论 ”实数 [7] 


我 们 并 不 引入 无 理 数 的 任何 同一 式样 的 记 法 吕 , 我 们 总 是 把 无 理 数 a 理解 为 有 
理 数 域 中 确定 它 的 分 划 414/. 

为 了 一 致 起 见 , 同样 来 理解 有 理 数 > 也 常 是 很 方便 的 . 但 对 于 任 一 有 理 数 > 存 
在 着 确定 它 的 两 种 分 划 : 在 两 种 情形 中 , 数 < > 总 是 属于 下 组 , 数 o > r 总 是 属于 
上 组 , 而 数 > 本身 可 以 任意 包含 在 下 组 (这 时 7 为 下 组 的 最 大 数 ), 或 包含 在 上 组 (7 
为 上 组 的 最 小 数 ). 为 了 确定 起 见 , 我 们 约定 : 几 说 到 确定 有 理 数 > 的 分 划 时 , 常 把 这 
数 放 在 上 组 内 . 

有 理 数 及 无 理 数 总 称 为 实数 . 实数 的 概念 , 为 数学 分 析 的 基本 概念 之 一 . 


7. 实数 域 的 序 ”由 分 划 4A|A' 及 BIB' 所 确定 的 二 无 理 数 a 及 Pf, 当 且 仅 当 二 
分 划 为 恒 等 时 , 始 认 为 相等 . 实际 上 只 要 下 组 4 及 B 互相 重合 就 够 了 , 因为 这 时 4 
与 B' 亦 必 互相 重合 . 这 定义 在 数 a 及 8 为 有 理 数 时 , 仍 可 保持 不 变 . 换言之 , 若 二 
有 理 数 a 与 8 相等 , 则 确定 它们 的 分 划 相 重合 , 反之 , 由 分 划 的 重合 推 得 数 aq 与 6 
相等 . 在 这 里 , 自然 仍 须 注意 到 , 以 分 划 来 确定 有 理 数 时 的 上 述 约定 @. 

现在 英 而 建立 关于 实数 “大 于 ”的 概念 . 关于 有 理 数 这 概念 早已 建立 了 . 对 于 有 
理 数 ” 与 无 理 数 a 之 间 ,“ 大 于 ”的 概念 实际 上 在 6 中 已 建立 了 : 即 , 若 a 由 分 划 
4|4' 所 确定 , 我 们 便 算 作 a 大 于 4 组 中 的 一 切 有 理 数 , 同时 4' 组 中 的 一 切 有 理 数 
大 

现在 设 有 二 无 理 数 a 及 6, a 由 分 划 4|4',8 由 分 划 BIB' 所 确定 . 我 们 将 称 有 
较 大 下 组 的 那个 数 为 较 大 数 . 更 准确 些 说 , 若 4 组 整个 包含 着 B 组 , 并 且 不 与 它 重 
合 , 则 算 作 a > 6 (这 条 件 , 显然 相当 于 : B' 组 整个 包含 着 4' 组 , 并 且 不 与 它 重合 ). 
很 多 验证 , 当 a, 8 之 一 是 或 其 至 二 者 都 是 有 理 数 时 , 这 定义 仍 可 保持 . 

现在 证 明 实 数 均 能 满足 性 质 TI1? 及 工 2°. 

I 1° 任 一 对 ( 实 ) 数 w 与 之 间 必 有 且 仅 有 下 列 三 种 关系 之 一 : 


QD SD BF 


奉 确 定 a 的 分 划 4|4' 与 确定 8 的 分 划 B|B’ 相 重 合 , 则 a = 6. 若 这 二 分 划 不 
相 重 合 . 则 或 4 整个 包含 B( 这 时 a > 6), 或 不 是 这 样 . 在 后 一 情形 , B 组 内 有 元 素 
50. 党 在 4' 组 内 . 则 对 于 4 组 内 的 任何 元 素 a, 必 有 a < bo. 因此 B 组 整个 包含 4 
组 , 上 且 不 与 它 重 合 . 于 是 我 们 有 8 > a 
[2 下 aa> 了 9>>y 推 得 a > ~. 
设 数 a.3.7( 它 们 中 间 可 能 有 有 理 数 ) 是 由 分 划 ‘4|4', BIB', CIC' 来 确定 的 . 乔 
Qa > 3. 则 依 “大 于 ”的 定义 , 4 组 包含 B 组 , 昌 并 不 与 它 重 合 .但 因 p>”y, 故 B 组 
包含 C 组 . 且 不 与 它 重合 . 因此 , 4 组 亦 包含 C 组 , 并 且 不 与 它 重合 , 即 a > 7 
这 里 说 的 是 有 限 的 记 法 , 对 于 无 限 的 记 法 , 读者 在 9 中 会 熟 习 它 . 个 别 给 定 的 无 理 数 我 们 经 党 


总 是 用 这 数 所 由 产生 的 关系 式 来 记 它 , 如 V2,log 5, sin 10° 等 ， 
多 没有 这 条 件 , 例如 , 在 6 的 例 1 及 2 内 所 考察 的 分 划 , 双方 都 定义 数 1, 但 非 恒 等 . 


8 82， 无 理 数 的 导入 ， 实数 域 的 序 ‘9. 


如 在 2 中 一 样 , 现在 可 以 建立 “小 于 ”的 概念 : 若 6 > a, 则 我 们 说 w < 56. < 号 
站 与 > 号 一 样 具有 传递 性 . 

8. 辅助 命题 ”现在 我 们 来 建立 实数 域 的 稠密 性 (比较 I 3°); 准确 些 说 , 我 们 将 
证 明 下 列 论 断 : 

引 理 1 对 于 不 论 怎样 的 两 个 实数 w 及 PB, 其 中 > [6, 恒 有 一 个 位 于 它们 中 间 
级 有 理 数 r:a>7r>D( 因 此 , 这 种 有 理 数 有 无 穷 个 )， 


内 a > pb, 改 确定 数 a 的 分 划 的 下 组 4 整个 包含 确定 8 的 下 组 B, 且 不 与 B 
重合 . 因此 在 4 内 必 有 有 理 数 x, 它 不 包含 在 B 内 , 于 是 必 属 于 B'; 对 于 它 


人 


(只 有 在 8 为 有 理 数 时 始 能 成 立 等 式 )， 但 因为 在 4 内 无 最 大 数 , 故 在 必要 时 , 把 > 
取得 大 一 些 就 可 以 取消 等 式 . 


附注 我 们 事实 上 已 证 明了 比 实数 域 的 稠密 性 还 要 强 的 性 质 : 即 在 实数 a 与 
3( 和 在 a > 9) 之 间 必 定 存在 着 有 理 数 (不 仅 是 实数 )， 以 后 我 们 就 将 引用 这 个 更 强 的 
稠密 性 . 

由 此 下 接 推 得 


5 引 理 2 设 给 定 两 个 实数 a 和 PB. 如 果 任 取 一 个 数 e > 0, 数 a 及 6 都 能 位 于 
同一 对 有 理 数 3 二 3 之 间 : 


Ci 
这 对 数 的 差 小 于 e: 
s 一 5 < e， 
则 数 a 与 8 必须 相等 . 
证 明 我 们 用 反 证 法 来 证 明 . 例如 , 设 a > 6, 依 引 理 1, 在 a 与 8 间 可 以 插入 
两 个 有 理 数 r+ 及 rr: 


Tr 
于 是 对 于 任何 二 数 s 及 s', 当 a 及 8 都 在 它们 之 间 时 , 显然 成 立 如 下 不 等 式 
9 
由 此 
5 一 9S>7 一 六 > 0， 


内 此 差 * 一 s 不 能 小 于 数 e = xr' 一 7, 违背 引 理 的 条 件 . 这 了 矛盾 即 证 明了 引 理 . 


x 绪论 ”实数 [9] 


9. 用 无 限 小 数 来 表示 实数 ”现在 我 们 考虑 这 样 的 表示 实数 的 方法 , 即 其 分 数 部 
分 (尾数 ) 是 正 的 , 而 同时 , 其 整数 部 分 可 以 为 正 的 、 负 的 或 零 . 

首先 假定 被 考察 的 实数 a 并 非 整数 , 亦 非 有 限 十 进 小 数 . 现在 要 来 求 它 的 十 进 
小 数 近 似 值 . 若 a 由 分 划 414' 所 确定 , 则 首先 易 见 在 4 组 内 必 有 整数 M, 又 在 A 
组 内 亦 必 有 整数 N > 37. 在 M 上 依次 加 1, 必 能 得 出 这 样 两 个 相 邻 的 整数 Co 及 
Co 十 1, 使 

Co<a<Co+tl1. 

这 里 的 数 Co 可 以 为 正 的 、 负 的 或 零 . 

关于 用 效 

(20 CO (0 9, 
分 Ca 与 C6 十 1 间 的 区 间 为 十 等 份 , 则 a 必 ( 且 仅 ) 落 在 其 中 之 一 个 部 分 区 间 内 , 因 
此 我 们 又 求 得 相差 为 二 的 两 数 : Co cv 及 Co cl + 二 , 且 有 
C0 C1 < CQ 所 C0 cl 本 = 元 
继续 这 样 分 下 去 ， 在 确定 数码 CliCOoy CT 后 ， 我 们 就 用 不 等 式 


Co clco cn <Aa < Cocc :Cn 


定义 第 n 位 数码 ch. 
这 样 ， 在 求 数 a 的 十 进 小 数 近 似 值 的 过 程 中 ， 我 们 求 得 整数 Co 及 数码 
cc Cn; 的 无 限 序列 . 由 此 组 成 的 无 限 小 数 , 即 记 号 


TO (1) 


COCICR CR (2) 


可 以 看 成 是 实数 aw 的 一 种 表示 . 

在 例外 的 情形 , 当 a 本 身 就 是 整数 或 有 限 小 数 , 亦 可 以 用 相似 的 方法 由 比 (1) 更 
普遍 的 关系 式 

CO EICo Cn EOE CoC 10n (1a) 

来 相继 地 确定 数 Co 及 数码 c1, co,… ,cn,*… . 事情 是 这 样 的 , 到 某 时 , 数 a 会 重合 
于 包含 它 的 区 间 的 一 端 , 重合 于 左 端 或 右 端 都 行 ; 从 这 时 开始 , 相应 地 , 在 (1a) 中 左 
端 或 右 端 就 将 经 常 不 变 地 成 立 等 式 . 按照 成 立 等 式 的 是 左 端 还 是 右 端 , 这 以 后 的 各 
数码 就 将 全 是 0 或 全 是 9. 因此 , 这 时 a 就 有 了 双重 的 表示 , 一 种 是 用 零 循 环 的, 一 
种 是 用 9 循环 的 , 例如 ， 
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6090 
2) 记 法 xz = 4 174 000 表示 z = 一 4 + 0.174 000. 
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反之 , 今 设 任 给 一 无 限 十 进 小 数 (2); 我 们 要 证 明 总 可 以 找到 一 实数 a, 刚好 是 
被 这 小 数 所 表示 的 . 为 此 , 我 们 来 考察 小 数 (2) 的 一 段 : 


Cn = Co.c1C2*** Cn,) (3) 


把 它 作 为 所 求 数 的 “ 亏 (不 足 的 ) 近似 值 ”, 同样 把 


1 
Cn = Co.cic2 :Cn + Ton (4) 


作为 其 “ 鳃 (过 剩 的 ) 近似 值 ”. 不 难看 出 , 每 一 Cn 小 于 每 一 Ch. 现在 我 们 用 如 下 法 
来 定 有 理 数 域 的 一 个 分 划 : 把 大 于 一 切 C% 的 有 理 数 a (例如 ,一切 数 C4) 放 在 上 组 
4' 内 , 而 把 一 切 余下 的 数 (例如 , 数 Cn 本 号 ) 放 在 4 组 内 . 很 易 验 证 , 这 就 是 我 们 所 
要 的 分 划 , 它 确 定 了 所 求 的 实数 a 

实则 , 因 a 就 是 在 两 组 之 间 的 界 数 , 因此 , 当然 成 立 


Cn SaoO,, 


即 数 a 满足 于 一 切 (1a) 型 的 不 等 式 . 这 环 证 明了 小 数 (2) 就 是 所 求实 数 的 表示 式 .. 


盈 十 进 近似 值 (4) 和 气 十 进 近似 值 (3) 的 差 等 于 一 随 着 n 的 增 大 , 这 差 可 


小 于 任何 有 理 数 。 > 0. 事实 上 , 因 不 超出 数 - 的 自然 数 仅 能 是 有 限 多 个 , 故 不 等 式 


10" < ,或 相当 的 不 等 式 一 - > e 仅 能 对 有 限 个 ”的 值 满足 ; 对 于 其 余 一 切 n 的 
值 , 将 有 
On < 

由 这 附注 , 依 引 理 2, 可 得 结论 : 任 一 异 于 a 的 数 8, 既 不 能 像 a 那样 满足 一 切 不 等 
式 (1) 或 (18), 故 其 无 限 十 进 小 数 表示 式 必 与 a 的 表示 式 不 同 . 

特别 是 由 此 推 得 : 不 等 于 有 限 小 数 的 数 , 其 表示 式 不 能 以 0 或 9 来 循环 , 因为 任 
一 以 0 或 9 来 循环 的 小 数 显然 表示 有 限 小 数 

今后 读者 就 可 以 将 实数 想象 为 无 限 十 进 小 数 . 由 中 学 课本 内 , 人 们 知道 , 无 限 特 
环 小 数 表示 有 理 数 , 反之 , 任 一 有 理 数 总 可 化 成 循环 小 数 . 这 样 ， 不 循环 的 无 限 小 数 
就 用 来 表示 载 们 新 引入 的 元 理 数 (这 一 概念 也 可 作为 建立 无 理 数 的 理论 的 出 发 点 ) 


€. 


附注 下 面 我 们 将 常 应 用 有 理 近 做 值 a 及 w 以 接近 实数 a, 这 时 ， 
a<a<a. 


其 差 w -a 可 为 任意 小 ,对 于 有 理 数 a, 显然 存在 着 这 种 数 a 及 a'; 对 于 无 理 数 a 
也 可 以 有 这 样 的 a 及 w, 例如 , 当 充分 大 时 应 用 十 进 近 似 值 C, 及 C， 


. 12 ， 绪论 ”实数 [11] 


10， 实数 域 的 连续 性 ” 今 转 而 考察 一 切实 数 所 成 之 域 的 一 个 极 重 要 的 性 质 . 这 
种 性 质 使 实数 域 在 本 质 上 异 于 有 理 数 域 . 在 考察 有 理 数 域 的 分 划 时 , 我 们 已 看 到 ,有 
时 有 这 样 的 分 划 存在 , 使 在 有 理 数 域内 并 无 产生 此 分 划 的 界 数 . 正 是 由 于 有 理 数 域 
有 这 种 不 完备 性 , 即 在 它们 中 间 存 在 着 这 些 空隙 , 所 以 我 们 才 要 引信 新 数 ”无理 
数 . 今 开 始 考察 实数 域 的 分 划 , 在 这 种 分 划 之 下 我 们 把 这 数 域 分 拆 成 两 个 均 非 空 集 
A 及 A', 使 能 满足 : 

1 每 一 实数 必 落 在 集 4, 4' 中 一 个 且 仅 一 个 之 内 @. 

2 集 A 和 的 每 一 数 Qa 小 于 集 4' 的 每 一 数 ww/. 

现在 发 生 了 问题 ; 对 于 这 样 的 分 划 414/， So E 找 到 一 一 在 实数 域内 一 一 

一 个 产生 这 分 划 的 界 数 , 或 在 这 数 域内 还 存在 着 空隙 (这 种 空隙 可 作为 再 引入 新 数 

的 理由 )? 

要 指出 , 事实 上 并 没有 这 种 空 际 : 


基本 定理 ( 戴 德 金 )3) 对 于 实数 域内 的 任 一 分 划 A|A' 必 有 产生 这 分 划 的 实 
数 8 存在 . 这 数 B,1) 或 是 下 组 A 内 的 最 大 数 , 2) 或 是 上 组 A' 内 的 最 小 数 . 


实数 域 的 这 一 性 质 常 称 为 它 的 完备 性 , 也 称 为 它 的 连续 性 (或 密 接 性 )， 


证 明 将 属于 4 的 一 切 有 理 数 集 记 成 4, 属于 4' 的 一 切 有 理 数 集 记 成 4A'. 容 
昂 证 明 , 集 4 及 4’ 形成 有 理 数 域内 的 一 个 分 划 . 

这 分 划 A|A’ 确定 出 某 一 实数 8. 它 应 该 落 在 4 组 或 4' 组 之 一 内 . 假定 8 落 
在 下 组 A 内 , 则 情形 1) 便 实现 了 , 就 是 8 成 为 4 组 的 最 大 数 . 实际 上 , 如 果 不 是 这 
样 , 便 可 在 这 组 内 找 出 大 于 6 的 男 一 数 ao 来 . 今 在 ao 与 6 之 间 ( 依 引 理 1) 插入 
有 理 数 7 : 


Qo- > 0. 


7 亦 属 于 4, 故 必 属 于 4 的 一 部 分 4. 我 们 便 得 出 雇 论 : 有 理 数 > 属于 确定 8 的 分 
划 的 下 组 , 却 又 大 于 这 数 ! 这 便 证 明了 我 们 的 论断 . 
我 们 还 可 以 证 明 类 似 的 论断 , 如 果 6 落 在 上 组 4' 内 , 则 情形 2) 就 实现 了 . 
附注 同时 在 4 组 内 存在 最 大 数 , 在 4' 组 内 存在 最 小 数 是 不 可 能 的 ; 这 可 如 同 
对 有 理 数 集合 的 分 划一 样 地 来 验证 (应 用 引 理 1). 


11. 数 集 的 界 ”我 们 应 用 基本 定理 [10], 在 这 里 建立 一 些 在 现代 分 析 中 担任 重 
要 角色 的 概念 . (在 考察 实数 的 算术 运算 时 就 已 需要 它们 了 


也 参阅 第 6 页 注 Q@. 


?如 果 不 加 证 明 地 承认 实数 的 基本 性 质 , 而 不 从 有 理 数 的 性 质 引入 这 些 基本 性 质 , 那么 本 定理 
同样 应 看 作 是 公理 . 把 它 称 为 戴 德 金 公理 或 完备 性 公理 . 


11] §2， 无 理 数 的 导入 . 实数 域 的 序 9 


设 有 实数 的 任 一 无 限 集 ; 它 可 用 任何 方法 给 出 . 这 种 数 集 的 例子 是 : 自然 数 集 ， 
一 切 真 分 数 集 , 在 0 与 1 间 的 一 切实 数 集 , 方程 sin z = 3 的 根 的 集 , 等 等 

集 内 的 任 一 数 记 成 x, 因此 x 所 代表 的 是 集 内 一 般 的 数 , 诸 数 zx 所 成 的 集 , 便 记 
让 守 = 1 

右 对 所 考察 的 集 {z}, 有 这 样 的 数 M 存在 , 使 一 切 x < M, 就 说 , 这 集 (被 数 
1 上 有 界 ; 这 M 就 是 集 {z} 的 上 界 . 例如 , 真 分 数 集 被 数 1 或 任何 大 于 1 的 数 上 
有 界 ; 自然 数 序列 不 上 有 界 . 

仿 此 , 行 能 求 出 数 m, 使 一 切 z > m, 就 说 , 集 {z}( 被 数 m) 下 有 界 , 且 数 mm 称 
为 集 {xz} 的 下 界 . 例如 , 目 然 数 序列 被 数 1 或 任何 < 1 的 数 下 有 界 : 真 分 数 集 被 0 
或 <0 的 数 下 有 界 . 

上 (下 ) 有 界 的 集 , 可 以 又 下 (上 ) 有 界 , 也 可 以 不 是 下 (上 ) 有 界 . 如 , 真 分 数 集 
上 有 赛 也 下 有 有 界 , 而 目 然 数 序列 下 有 界 , 却 不 上 有 界 . 

右 数 集 不 上 (下 ) 有 界 , 则 称 “ 广 叉 的 数 ”+oo0( 一 00) 为 它 的 上 (下 ) 界 . 关于 这 些 
三 义 的 数 ” 或 “无 穷 的 数 ”, 我 们 有 


一 00 之 十 oo 太 S00 


不 论 a 是 怎样 的 (“有限 的 *) 实数 . 

符号 十 oo 和 -co 读 作 “ 正 无 穷 ” 和 “ 负 无 穷 ”. 

右 数 集 上 有 界 , 即 有 有 限 的 上 界 M, 则 同时 可 知 这 种 上 界 必 有 无 数 个 之 多 ( 例 
如 , 任何 > M 的 数 , 显然 亦 是 上 界 ). 在 一 切 上 界 内 , 最 小 的 上 界 特别 有 用 , 它 称 为 上 
确 界 . 仿 此 , 厂 数 集 下 有 界 , 则 一 切 下 界 中 的 最 大 者 , 便 称 为 下 确 界 . 如 对 于 一 切 真 
分 数 集 , 0 及 1 就 各 为 下 确 界 及 上 确 界 . 

成 为 问题 的 是 : 上 (下 ) 有 界 的 数 集 是 否 永 远 有 上 (下 ) 确 界 存在 ?实际 上 , 由 于 
上 (下 ) 界 既 是 一 无 限 数 集 , 而 在 无 限 数 集中 并 非 恒 能 找 出 最 小 者 或 最 大 者 0, 故 在 
所 考察 的 数 集 的 一 切 上 (下 ) 界 中 有 这 种 最 小 (大 ) 数 存在 还 需要 加 以 证 明 . 


定理 若 集 元 = {x} 上 (下 ) 有 界 , 则 它 必 有 上 (下 ) 确 界 . 


证 明 在 进行 关于 上 界 的 讨论 前 , 先 考察 两 种 情形 : 
1 在 集 x 的 诸 数 > 中 有 一 最 大 数 元 ， 那 时 ， 集 内 的 一 切 数 将 满足 不 等 式 
x 二 区, 即 到 为 的 上 界 . 刀 一 方面 ,去 属于 元 ; 因此 , 对 于 任何 的 上 界 M 成立 不 等 
式 < M. 由 此 得 结论 , Fz 是 集 的 上 确 界 . 
2° 在 集 守 的 诸 数 xz 中 无 最 大 数 . 用 下 列 方法 产生 实数 域内 的 一 个 分 划 . 取 集 
XX 的 一 切 上 界 a' 归 入 上 组 4' 内 , 一 切 余下 的 实数 归 人 下 组 4 内 . 在 这 样 分 拆 时 ， 
例如 , 在 一 切 真 分 数 的 集中 , 便 没 有 最 小 者 及 最 大 者 . 


9 当然, 这 个 记 法 并 不 是 假定 集 + 由 一 个 元 素 组 成 . 


.14 绪论 ”实数 [11] 


集 4 的 一 切 数 zx 将 全 部 落 在 4 组 内 , 因 依 照 假 定 , 其 中 没有 最 大 数 . 这 样 , 4 组 久 
4' 组 均 非 空 集 . 这 种 分 拆 实际 上 就 是 一 个 分 划 , 因 一 切实 数 均 已 分 人 两 组 , 且 4' 组 
内 的 任 一 数 必 大 于 4 组 内 的 任何 数 . 依 戴 德 金 基 本 定理 [10], 必 有 产生 分 划 的 实数 
8 存在 . 一 切 数 x, 因 属 于 4 组 , 均 不 能 超过 这 “ 界 数 ”6, 即 8 可 以 用 来 作为 z 的 
上 界 , 故 8 本 身 属于 4' 组 , 生成 为 该 组 的 最 小 数 . 这 样 , 6 就 成 为 一 切 上 界 中 的 最 
小 数 , 即 是 所 求 的 集 在 = {x} 的 上 确 界 . 

定理 的 下 半 部 (关于 下 确 界 的 存在 ) 的 证 法 完全 与 此 相同 . 

若 M* 是 数 集 x = {zx} 的 上 确 界 , 则 对 于 一 切 z 恒 有 


zr<M'. 


仿 取 小 于 M* 的 任意 数 a, 因 M* 是 上 界 中 的 最 小 者 , 则 a 一 定 不 会 是 集 盛 的 
上 办 即 必 能 在 万 中 求 出 数 w, 使 


Z > Q， 


用 这 两 个 不 等 式 就 能 完全 表明 集 XX 的 上 确 界 的 特征 . 
仿 此 , 集 的 下 确 界 m2* 的 特征 可 以 用 下 面 的 话 来 表明 : 即 对 于 区 中 的 一 切 z 
有 


但 对 于 任 一 大 于 m* 的 数 8, 必 能 在 区 中 求 出 数 z”, 使 
Z <b. 
数 集 的 上 确 界 是 M* 及 下 确 界 是 m* 常用 下 列 符 号 来 记 : 
M* = sup t= sup{r}, m’ = inf XY = in{{x} 


( 依 拉丁 文 : supremum= 最 高 的 , infmum= 最 低 的 ). 
请 注意 一 个 明显 的 、 以 后 常会 遇 到 的 推论 : 
若菜 数 集 的 一 切 数 x 满足 不 等 式 x 人 < M, 则 必 sup{zj MM. 
实际 上 , 数 M 显然 是 数 集 的 上 界 之 一 , 因此 , 一 切 上 界 中 的 最 小 者 总 不 能 超 
仿 此 , 由 不 等 式 x 之 m, 推 得 inf{z} > 和 
最 后 我 们 约定 , 若 数 集 = {zx} 不 上 有 界 , 便 说 , 它 的 上 确 寞 是 +oo : sup{fz} = 
+eo. 仿 此 , 若 数 集 = {xz} 不 下 有 弄 ， 则 说 , 它 的 下 确 界 是 -co : in{f{x} = 一 co. 


[12] §3， 实 数 的 算术 运算 “和 


83， 实数 的 算术 运算 


12. 实数 的 和 的 定义 ” 今 转 而 建立 实数 的 运算 的 概念 ， 在 以 后 , a, ,> 表示 实 
数 , 可 以 是 有 理 数 , 也 可 以 是 无 理 数 . 
设 有 二 实数 a 及 8. 先 考 察 有 理 数 oa 及 b,b', 它们 满足 不 等 式 : 


oen KR VAP, (1) 
如 果实 数 y 位 于 一 切 形 如 a 十 b 的 和 与 一 切 形 如 w 十 b' 的 和 之 间 : 
GFZYyoa TFd (2) 


则 > 称 为 数 w 及 有 的 和 , 记 为 w 十 8. 
首先 须 证 明 , 对 于 任何 一 对 实数 a, 6 必 有 这 样 的 数 y 存在 . 
考察 一 切 可 能 的 和 a 十 b 所 成 的 数 集 . 这 数 集 是 上 有 界 的 , 例如 , 任何 形 如 w' 十 了 
的 和 即 为 其 上 界 . 假定 [11] 
Y = sup{a + 8}. 


则 ga 十 by, 而 同时 ,yy 二 a 十 5 

因为 对 于 任何 一 组 满足 于 条 件 (1) 的 有 理 数 a,b,a’,b', 不 论 它们 怎样 , 我 们 常常 
可 以 把 a,b 增 大 , 也 可 以 把 a',b' 减 小 , 使 得 条 件 (1) 仍 能 满足 , 所 以 在 刚才 得 到 的 两 
个 含有 等 号 的 关系 式 a 十 bY 及 Ya + 中 ,实际 上 没有 一 处 能 成 立 等 式 , 这 样 ， 
数 y 便 满 足 于 和 的 定义 . 

但 又 发 生 了 问题 , 由 不 等 式 (2) 所 确定 的 和 y= a 十 6 是 否 为 单 值 的 ? 为 了 要 证 
实 和 的 唯一 性 , 依 9 的 附注 , 选取 有 理 数 a,5,a',b', 使 


=e V0 
式 中 e 为 任意 小 的 正 有 理 数 . 由 此 ， 
(a +b6)—(a+b)= (a -a)+(b —b) < 2e0, 


即 这 差 亦 能 使 成 为 任意 小 中 所以, 依 引 理 2, 位 于 形式 如 a 十 b 的 和 与 形式 如 w 十 以 
的 和 之 间 的 数 仅 存在 着 一 个 . 

最 后 注意 , 契 效 a 及 6 均 为 有 理 数 , 则 显然 它们 的 通常 的 和 7Yy = e+ 满足 于 
不 等 式 (2). 这 样 , 上 述 两 实数 和 的 一 般 定 义 并 不 与 两 有 理 数 和 的 原来 定义 相 了 矛盾 . 


@ 若 取 。 < - 则 数 2e 便 小 于 任何 小 的 数 e > 0 


Os 绪论 ”实数 [13] 


13， 加 法 的 性 质 ”很 易 证 实 , 对 于 实数 下 列 的 性 质 仍然 保持 : 
Ti aD 

I12°% (a+f)+yY=a+(8+); 

I13° a+0=a. 

例如 , 我 们 证 明 最 后 一 个 性 质 . 若 有 理 数 a,a’,b,b' 是 这 样 的 数 , 使 


a 


则 显然 ， 
0 


这 样 , a 是 位 于 形 如 a +j 与 a’ 十 5b 的 数 之 间 的 实数 , 依 定义 , 在 那 两 种 数 间 又 
存在 着 和 a 十 0. 但 这 样 的 数 仅 有 一 个 , 因此 a + 0 = a, 这 就 是 需要 证 明 的 . 

现在 证 明 性 质 开 4°, 对 于 任 一 实数 a, 存在 着 (对 称 于 它 的 ) 数 -a, 满足 条 件 
a+ (—a)=0. 

在 这 里 , 只 要 就 无 理 数 a 的 情形 来 证 就 够 了 . 

假定 , 数 a 被 分 划 4|4' 所 确定 , 我 们 用 下 法 确定 -a. 我 们 取 一 切 有 理 数 -a 
归 入 数 ~a 的 下 组 4, 此 处 w% 是 4' 组 的 任何 数 , 取 一 切 数 ~a 归 入 ~a 的 上 组 Z， 
此 处 a 是 4 组 的 任何 数 . 不 难看 出 , 这 样 构 成 的 分 拆 实 际 上 就 是 一 个 分 划 , 因此 确 
定 出 一 个 实数 (在 现在 的 情形 是 无 理 数 ); 把 这 数 记 成 -a. 

今 证 明 它 满足 上 述 的 条 件 . 应 用 数 -a 的 确定 法 , 看 出 和 a + (-o) 是 位 于 形 如 
a 一 Qa/ 与 a' 一 & 的 数 中 间 的 唯一 实数 , 此 处 a 及 a' 是 有 理 数 , 上 且 a < aw < o. 但 , 显然 


a—-a <0<a—a, 
于 是 数 0 也 位 于 方才 所 述 的 数 之 间 . 但 具有 这 种 性 质 的 数 是 唯一 的 , 故 有 
a+(—-a)=0. 


这 就 是 需要 证 明 的 . 
最 后 ， 证 明 性 质 : 
II5 由 Qa>B 推 得 a 十 yY>B+7Y. 
大 a > 3. 则 在 它们 中 间 可 以 插入 二 有 理 数 7 及 7r，。:a>71>7。> 6. 依 9 中 
的 附注 . 必 有 二 有 理 数 c 及 c 存在 , 使 


6 及 Bs 


由 此 


ri 十 C>>72 十 C,， 
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而 依 和 的 定义 
QC+Y>TI+c r+c >0P+. 


比较 这 些 不 等 式 , 我 们 就 得 出 所 需 的 结论 . 

这 样 , 距 加 法 来 说 , 实数 域 具有 一 切 基 本 性 质 II 1° ~ 5°, 有 理 数 的 这 些 性 质 在 
3 入 已 时 叙述 过 了 . 由 此 可 知 , 从 这 些 性 质 得 出 的 一 切 形式 逻辑 上 的 推论 对 于 实数 
也 都 成 立 . 特别 对 于 实数 我 们 能 逐 字 重 述 3 内 所 叙述 的 紧 跟 在 第 二 组 性 质 后 面 的 一 
急性 质 , 即 能 证 明 数 a 及 8 的 差 a - 8 的 存在 及 其 单 值 性 , 并 能 建立 数 a 的 绝对 值 
(我 们 保持 记 法 lal) 的 概念 , 等 等 . 


14. 实数 的 积 的 定义 ”现在 转向 实数 的 乘法 , 先 只 讲 正 数 的 乘法 . 设 已 给 二 正 
数 a 及 8. 我 们 在 此 也 先 考 察 满足 不 等 式 (1) 的 一 切 可 能 的 有 理 数 , 这 些 数 也 假定 
是 正 效 . 

位 于 一 切 形 如 ab 的 积 与 一 切 形 如 a'b' 的 积 之 间 的 实数 y 


ab < 了 < ab (3) 


称 为 a 及 BB 的 积 , 记忆 QB. 
要 证 明 这 种 数 y 的 存在 , 我 们 取 一 切 可 能 的 积 a5 所 成 的 集 , 这 集 被 任何 形 如 
a'b' 的 积 上 有 界 . 乔 假 定 
Y = sup{ab}, 


则 当然 有 ab < x, 但 同时 又 有 > < a'b. 
因为 我 们 常 可 将 数 a,b 增 大 , 或 是 将 a',b' 减 小 , 使 得 (3) 仍 能 满足 (如 在 和 的 情 
形 一 样 ) 因此 在 ab < YY 及 < a'b' 中 实际 上 不 能 成 立 等 式 , 故 数 vy 满足 积 的 定义 
由 下 面 的 论断 可 推 得 积 的 唯一 性 . 依 在 9 内 的 附注 , 选取 有 理 数 oo， 及 六 中 
使 


a -a<e 及 b-b<e, 


式 中 的 。 是 任意 小 的 正 有 理 数 , -这 时 数 a 及 b 算 作 是 正 数 , 而 数 % 及 y 各 不 超过 
东 些 预 完 固定 的 数 o 及 的 . 则 差 


ob —ab=al(b —b)+b(a —a) < (a +b):e, 


外 也 能 为 任意 小 由 , 依 引 理 2, 这 便 足 以 证 实 仅 有 一 数 y 可 以 满足 不 等 式 (3)， 

夺 正 数 a 及 8 都 是 有 理 数 , 则 它们 通常 的 积 y = a6 显然 满足 不 等 式 (3), 即 与 
二 实数 积 的 一 般 定 义 并 无 矛盾 . 

最 后 , 为 定义 任意 (不 一 定 是 正 的 ) 一 对 实数 的 积 ， 我 们 先 作 如 下 约定 . 


了 注意, 五 取 e < a! TD , 则 (a6 十 交 )e 便 可 小 于 任意 小 的 数 e 0 
0 0 | 


绪论 ”实数 [15] 


首先 约定 , 不 论 a 是 怎样 的 实数 , 常 有 
0X:0=0.a=0. 


若 二 乘 数 都 异 于 0, 则 根据 通常 的 “符号 规则 ” 置 

a.8=|al: 19|， 妆 a 与 眉 同时 ， 

ca:8=-(lal:10)， 当 a 与 0 异 号 时 . 

(我 们 已 经 知道 正 数 |a| 及 18| 的 积 指 的 是 什么 .) 

假若 我 们 和 希望 实数 运算 能 具有 有 理 数 运算 的 一 切 基本 性 质 , 那么 这 些 约定 有 如 
我 们 在 4 内 见 到 过 的 , 对 于 我 们 在 某 些 意义 上 是 必需 的 . 

15. 乘法 的 性 质 ”如同 在 有 理 数 的 情形 一 样 , 对 于 任何 实数 仍 保持 以 下 性 质 : 

[证 

2 

lJI3° a:l1=&a. 

证 明 第 二 式 作 为 例子 , 先 从 三 数 a,6,x 都 是 正 数 的 情形 开始 . 设 a,a’, 5b,b, ec,e 
是 任意 的 有 理 数 , 满足 不 等 式 

0 0 
则 依 二 实数 的 积 的 定义 , 有 
oe eC lh a oa ole de 
再 应 用 这 一 定义 , 又 得 
(abjc < (aB)}y <(ab)e 及 albe) < a(By) <a (be’). 

因 所 证 的 性 质 III 2° 对 于 有 理 数 是 已 知 的 , 故 实数 (aB)y 及 aw(6>y) 都 位 于 同样 
的 界限 : 

(006= .00 河 0 的 人 二 六 的 季 间 ， 

但 很 史 证 明 , 因 乘 数 a 与 a, b 与 Yc 与 c 间 都 很 接近 , 因而 得 出 积 的 差 
abec' 一 abc 可 为 任意 小 (在 这 时 , 可 以 应 用 与 14 内 有 关 二 乘 数 之 积 的 相似 的 论证 ). 
由 此 , 依 引 理 2, 可 知 数 (ab)y 与 a(8y) 相等 . 

当 a, 0,7 不 全 为 正 数 时 , 只 需 注意 到 “符号 规则 ”, 便 可 立刻 得 出 结果 . 又 车 数 
QB,Y 中 至 少 有 一 数 等 于 0, 则 两 个 积 都 化 为 0. 

现在 讲 性 质 : 

IIT 49 对 于 任 一 异 于 零 的 实数 a, 必 有 ( 倒 ) 数 > 存在 , 满足 条 件 : 


[16] 8$83， 实 数 的 算术 运算 . 19 ， 


这 里 只 要 证 无 理 数 a 的 情形 便 够 了 . 先 设 a > 0. 

若 a 由 分 划 4|4' 所 确定 ， A 的 分 划 . 我 们 把 一 切 
有 零 , 以 及 一 切 形 如 一 - 的 数 归 人 下 组 A, 此 处 是 A’ 组 的 任何 数 ; 把 一 
切 形 如 - 的 数 放 在 上 组 4' 内 此 处 a 是 4 组 内 的 任何 正 数 . 容易 说 明 , 这 样 , 实际 
士 我 们 已 得 出 一 个 分 刘 ， 它 确定 出 一 正 的 实数 (在 现在 的 情形 是 无 理 数 ); 这 数 记 成 

让 我 们 证 明 ， 它 满足 所 需要 的 条 件 . 由 上 面世 述 倒数 的 构 作 法 以 及 习 积 的 定义 
可 知 , 数 a. 二 是 唯一 的 实数 , 位 于 形 如 志 ,与 二 的 二 数 之 间 , 此 处 a 及 a’ 是 满足 
不 等 式 a < a <a 的 正 有 理 数 . 但 数 1 出 位 于 上述 两 类 数 之 间 ， 


/ 


二 <1< 二 ， 
a a 
故 它 是 所 求 的 积 
各 w<0, 则 假定 | | 
a al 
于 是 依 “符号 规则 
CQ: [al 一 一 1 
四 


当 我 们 证 明了 实数 域 也 具有 关于 乘法 的 一 切 基 本 性 质 II 1? ~ 4° 以 后 , 显然 可 
知 , 这 数 域 也 保持 着 在 4 内 所 述 的 一 切 性 质 , 即 关 于 数 a 及 6 的 商 5( 在 6 大 0 时 ) 
的 存在 及 唯一 性 等 . 

分 配 性 : 

IIT5” (ac+D)TY=a:TY 二 OCT7 
对 于 任何 实数 亦 成 立 . 在 正 数 的 情形 (如 证 明 III 2° 那样 ) 这 很 易 证 明 . 所 有 其 他 的 
情形 可 以 用 等 式 两 边 均 变 号 的 方法 , 或 由 一 边 移 项 到 另 一 边 的 方法 化 为 这 个 特别 情 
形 . 但 是 数 a, 6,>y,(a+ 6) 中 之 一 等 于 零 的 情形 并 不 在 内 ; 对 于 这 种 情形 , 等 式 的 成 
立 是 非常 明显 的 . 

最 后 , 还 有 性 质 : 

III16 由 o>6 及 yx>0 推 得 a.y>B.7. 

其 核验 并 无 困难 . 不 等 式 w > 6 相当 于 a-B > 0; 依 “符号 规则 ”有 (a-6).y>0. 
但 乘法 也 有 关于 差 的 分 配 性 , 故 知 a .x 一 By > 0, 而 由 此 即 得 wy > BY. 


结论 ”最 后 , 还 要 讲 一 讲 阿 基 米 德 公理 : 
IV 1 对 不 论 怎样 的 实数 必 有 大 于 访 的 自然 数 n 存在. 
这 公理 的 核验 是 很 容易 的 : 因 在 确定 数 Y 的 分 划 CIC' 的 上 组 内 必 能 找到 大 于 
它 的 有 理 数 o, 而 这 公理 对 于 有 理 数 o 是 成 立 的 . 


So 绪论 ”实数 [17] 


现在 可 以 说 我 们 已 经 证 明了 下 述 事 实 : 在 实数 域 中 , 初等 代数 学 上 关于 四 则 运 
算 及 等 式 与 不 等 式 运 算 的 规则 , 仍旧 完全 维持 不 变 . 
17. 绝对 值 ” 因 以 后 的 需要 , 特 再 附加 一 些 关于 绝对 值 的 附注 . 
首先 证 明 不 等 式 : |a| < 8( 此 处 当然 有 8 > 0) 相当 于 二 重 不 等 式 : -6 <a< 6 
实际 上 , 由 |a| < 8 推 得 a < 6 及 -a < 68( 即 a > -6) 同时 成 立 . 反之 ; 有 书 给 
定 a<6B 及 a > 一 6, 则 必 同 时 有 : a <68 及 -a < 86: 但 在 a 及 -a 中 有 一 为 lal, 故 
[al < 6. 
\ 仿 此 , 不 等 式 : 
[le 
显然 是 相当 的 . 
冉 证明 有 用 的 不 等 式 : 
la+ Bl < |al+|8l. 
和 逐 项 地 相 加 两 个 显明 的 不 等 式 : 
= mg | 
得 
—(lal+|8|) < a+B < |al+|6|, 
由 此 , 依据 上 述 的 附注 , 即 得 所 求 的 不 等 式 . 
用 数学 归纳 法 可 以 把 它 推广 到 任意 个 加 数 的 情形 ， 
la+B+…+y| < lal+t+|8|l+ 9y|. 
右 在 已 证 明 的 不 等 式 内 , 把 6 换 成 -6, 则 得 
[= | 
因 a=(a+B)--PB, 故 |al << |a+B|+|68|, 或 
[eer DS | 
同样 
la— BI |al -|8l. 
因为 同时 
Vor ede. 2 
所 以 显然 | 
Ial-lelsile-al J 
所 有 这 些 不 等 式 在 极限 论 内 都 是 很 有 用 的 
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84. 实数 的 其 他 性 质 及 应 用 


18， 根 的 和 存在. 以 有 理 数 为 指数 的 需 ” 由 实数 乘法 (及 除法 ) 的 定义 , 也 如 通常 
一 样 , 可 直接 导出 以 正 (及 负 ) 整数 为 指数 的 帘 的 定义 . 在 转向 一 般 的 有 理 指 数 寡 以 
前 , 先哲 述 一 下 关于 根 的 存在 问题 

我 们 还 记得 , 在 有 理 数 域内 , 即使 是 极 简单 的 根 指数 也 并 不 存在 , 这 事实 已 被 作 
为 扩充 有 理 数 域 的 根据 之 一 , 现在 再 来 考查 一 下 , 这 种 缺陷 在 扩充 后 的 数 域 中 (但 不 
进行 更 进一步 的 扩充 ) 得 到 如 何 程度 的 补救 . 

设 a 是 任 一 实数 , n 是 自然 数 . 

众所周知 , 实数 和 称 为 数 a 的 n 次 根 , 厂 


£"=Q. 


我 们 限定 a 是 正 数 , 并 将 求 得 满足 于 这 关系 式 的 正 数 &, 就 是 所 谓 根 的 算术 值 . 
我 们 将 证 明 这 种 & 永远 存在 , 且 仅 有 一 个 . 
关于 & 的 唯一 性 这 一 点 , 可 立刻 推 得 , 因为 对 应 于 不 同 的 正 数 , 有 着 不 同 的 震 : 
即 若 0<E<6 则 和 < 6 
在 有 这 样 的 有 理 数 > 存在 , 它 的 ”次 寡 等 于 a, 则 它 就 是 所 求 的 数 <. 因此 , 以 
后 我 们 只 需 讨 论 这 种 有 理 数 并 不 存在 的 情形 就 成 . 
今 在 一 切 有 理 数 域内 用 下 列 方法 构成 一 个 分 划 XX|X'. 取 一 切 负 有 理 数 及 零 , 并 
取 合 于 z 必 < a 的 正 有 理 数 x, 归 和 人 X 组 . 取 合 于 x” > a 的 一 切 正 有 理 数 x 归 人 
X' 组 . 
和 且 X 内 还 包含 看 正 数 . 例如， 厂 取 自然 数 m, 使 合 于 
<<m, 则 当然 成 立 二 <a <m” 于 是 可 知 数 一 属于 XX, 数 m 属于 XX 
关于 分 划 的 其 他 条 件 显然 也 都 满足 . 
今 设 《是 由 分 划 XIX' 所 确定 的 数 ; 我 们 将 证 明 £7 = a, 即 《= Wa. 
把 Ee? 看 成 是 个 等 于 e 的 乘 数 的 连 乘积 , 根据 正 实 数 乘 积 的 定义 [14 可 知 , 若 
x 及 z' 是 正 有 理 数 , 合 于 
0O<xz<éE€<7, 
则 
”< < 
又 因 显 然 xz 属于 XX 组 , xz' 属于 X' 组 ,所 以 依照 这 些 组 的 定义 , 同时 又 有 


2 <a < 
但 差 zx’ 一 xz 可 小 于 任意 数 e > 009, 险 在 ) 并 且 无 妨 把 x 当 作 小 于 某 一 预先 指 
定 的 数 z6. 在 这 种 情形 , 则 差 


rn rn (2 — 7z)(z" 1 十 工 . rm-2 十 .. 7”) < e. nro | 


22 ， 绪论 ”实数 [19] 


即 亦 可 成 为 任意 小 中 . 由 此 , 依 引 理 2, 推 得 数 入 与 a 相等 . 
在 证 明了 根 的 存在 以 后 , 可 由 通常 的 途径 建立 有 任意 有 理 指数 7 的 寡 的 概念 , 并 
可 核验 初等 代数 教 本 内 所 讲 的 通 第 规则 对 于 这 种 蜂 虱 成 立 . 如 


再 着 重 指出 , 在 a > 1 时 , 寡 ar 随 着 有 理 指数 7 的 增 大 而 增 大 . 
19， 以 任意 实数 为 指数 的 容 ”现在 再 定义 任意 ( 正 的 ) 实数 a 的 8 次 寡 , 其 中 
8 亦 为 任意 实数 . 先 引 进 数 a 的 寡 
ot 及 ot， 
其 中 指数 b 及 b' 为 有 理 数 , 旦 满足 不 等 式 
be De DD. 
位 于 所 有 的 ob 与 az 之 间 的 实数 + 
a (1) 
称 为 数 a > 1@ 的 8 次 辕 ( 记 成 ap) 
很 易 说 明 , 这 种 数 永远 存在 着 . 事实 上 , 集 {a*} 上 有 界 , 例如 , 任 一 as 为 其 界 . 


因此 , 奉 取 [11] 
y= sup{o}. 
b<pB 


对 于 这 一 数 将 有 


RE 


a 人 大 
事实 上 , 在 这 里 等 号 并 不 需要 , 因为 我 们 第 可 增 厌 2 或 减 小 六 使 不 等 式 5<B<b 
仍 能 满足 的 缘故 . 这 样 , 数 7 的 确 能 满足 条 件 (1) 了 . 

今 转 而 证 明 由 这 些 条 件 所 确定 的 数 的 唯一 性 . 

为 此 , 首先 要 指出 引 理 2[8] 在 数 s,s' 及 e 非 有 理 数 时 仍 成 立 ; 其 证 明 相 同 . 


/ 
中 注意 若 取 e < 一 一 , 则 数 enz 人 ?~! 就 可 小 于 任意 数 e > 0. a 


in—1)! 
NLT 


@ 我 们 可 以 只 限于 这 种 情形 来 讨论 , 在 w < 1 时 , 则 设 


一 6 
1 
a4 = (=) , 
C 


[19] 84， 实 数 的 其 他 性 质 及 应 用 23 ， 


其 次 , 建立 一 个 很 简单 且 常 用 的 不 等 式 , 人 们 有 时 称 它 为 伯 努 利 (Jac. Bernoul 
不 等 式 : 如 果 n 是 大 于 1 的 自然 数 ,又 xy>1, 则 


y* >1+n(y—1). (2) 
实际 上 , 设 y= 1 二 入 ,此 处 和 >0, 依 牛顿 二 项 公式 有 
(1 + 和 A)”=1+nA+.… 
因 未 写 上 的 各 项 均 为 正 数 , 故 
(1 + A)” >1+na, 


这 束 相 当 于 不 等 式 (2). 
今 设 Y= axf(a > 1), 则 得 不 等 式 


Q 一】 
ar 1 


(3) 
这 就 是 我 们 现在 就 要 用 到 的 不 等 式 . 

对 于 任意 预先 指定 的 自然 数 n 我 们 可 这 样 选取 数 b 及 br, 使 差 一 5 小 于 一; 
则 依 不 等 式 (3)， 


b’ 


,1 
oa? oo =at(o 1) < oa 一 < oa 二 一 


内 小 于 任意 的 (而 且 系 固定 了 的 )6%, 故 若 选取 


n> ED) 
e 
式 中 e 是 任意 小 正 数 , 便 可 使 
ab — at<e, 


在 这 种 情形 , 依 上 述 引 理 2 的 推广 , 在 限界 az 与 ao? 间 不 能 包含 两 个 相 异 的 数 >, 这 
就 证 明了 7 的 唯一 性 . 

各 8 是 有 理 数 , 则 以 上 所 给 的 定义 符合 于 as 的 通常 的 定义 . 

很 易 验 证 , 有 任意 实 指数 的 贤 满 足 一 切 通 常 的 指数 法 则 . 例如 , 证 明 指数 相 加 的 
法 则 : 


Am .0Y 一 mATY 


设 b,b',c,c 是 任意 的 有 理 数 , 满足 


bb< 86<0 cec<y<c: 


-24 ， 绪论 ”实数 [20] 


则 依 和 的 定义 [12], 有 
b+c<P+y<b+e. 


而 依 寺 的 定义 , 有 
有 
把 首 两 个 二 重 不 等 式 逐 项 相 乘 (对 于 有 理 指数 , 所 要 证 的 法 则 是 已 知 的 ) 则 得 
bte ap .am < apt+e 


这 样 , 二 数 a8+7Y 及 al . ar 是 位 于 限界 at+e 与 aoa? +c 之 间 , 而 且 容 易 证 明 , 这 两 个 
界 是 可 以 任意 接近 的 . 由 此 ( 依 引 理 2 的 推广 ), 推 得 这 二 数 是 相等 的 . 

再 证 明 , 在 a > 1 时 , 寡 af 随 着 实 指数 8 的 增 大 而 增 大 .名 6 < 6, 则 在 它们 中 
间 插 入 有 理 数 7 : 8 <r < Pb, 依 实 指数 梭 的 定义 , 束 有 


of <a 及 ar < ot, 


由 此 


al < ap 
20. 对 数 ”应 用 以 任意 实数 为 指数 的 震 的 已 给 定义 , 现在 便 很 易 确 定 以 异 于 1 
的 正 数 a( 例 如 我 们 当 作 a > 1) 为 底 的 任意 正 实 数 7 的 对 数 的 存在 . 
若 有 这 样 的 有 理 数 7 存在 , 使 


人 
CQ = 


即便 是 所 求 的 对 数 . 现在 我 们 假定 , 这 样 的 有 理 数 并 不 和 存在. 

于 是 , 可 以 在 一 切 有 理 数 域内 , 依 下 列 规则 作 分 刘 B|B'. 取 合 于 o < 7 的 有 理 
数 b 归 人 B 组 , 取 合 于 at > y 的 有 理 数 六 归 入 B’' 组. 

我 们 证 明 , B 组 及 8' 组 均 非 空 集 . 依 不 等 式 (2), 有 


o"*>1+n(a—1)>n(a—-1), 


人 一 
便 能 使 a > ?7: 这 样 的 自然 数 ” 必 属 于 B' 组 . 同时 又 因 
Ss 
“on n(a—1) 
故 只 和 需 取 


LL 


n> 一 一 一， 
Ed) 
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便 能 使 a-* < y, 于 是 B 内 有 数 一 n. 
对 于 分 划 的 其 他 要 求 这 里 也 都 满足 . 
所 构成 的 分 划 BIB’ 确定 一 个 实数 6, 6 就 成 为 两 组 数 间 的 “ 界 数 ”. 依 寡 的 定义 . 
有 
ab <ae<oab (<8< 的 
因此 a? 是 满足 一 切 这 类 不 等 式 的 唯一 的 数 . 但 对 于 数 y( 依 分 划 的 构成 ) 有 


ab < >y<ob 


故 
of =Y 而 b= logoy; 


对 数 的 存在 束 证 明了 . 


21. 线段 的 度量 奉 停 留 于 有 理 数 域 之 内 , 便 不 能 提供 一 切线 段 以 长 度 , 而 这 也 
是 引入 无 理 数 的 一 个 重要 的 动机 . 现在 我 们 将 指出 , 在 已 被 拓 广 的 数 域 中 可 以 解决 线 
段 的 度量 的 问题 . 

首先 , 叙述 这 一 问题 :@ 

今 要 求 对 于 任 一 直线 段 4 以 一 个 正 实数 !(4) 和 它 对 应 , 即 称 为 线段 4 的 长 , 使 
得 

1) 某 一 预先 指定 的 线段 巨 (长 的 单位 ) 有 长 为 1 : 1(B) 二 1 

2) 相等 的 线段 有 同一 的 长 ; 

3) 在 线段 相 加 时 , 和 的 长 常 等 于 各 相 加 线段 之 长 的 和 : 


I((A+B)=1(A)+1(B) 
(可 加 性 ). 
在 这 些 条 件 的 限制 之 下 , 问题 的 解答 是 唯一 的 . | 
由 2) 及 3) 推 得 , 单位 线段 的 9 等 分 中 的 一 分 应 有 长 若 这 一 分 又 重复 地 加 p 
次 , 则 依 3), 所 得 线段 应 有 长 <. 这 样 , 若 线段 4 与 单位 长 是 可 通 约 的 , 又 线段 4 及 
忆 各 为 公共 度量 的 wp 及 .9 倍 , 则 必须 


p 
1(A) = 7 
多 见 这 数 并 不 依赖 于 所 取 的 公共 度量 , 又 易 见 若 依 这 规则 以 有 理 长 赋予 与 单位 
长 可 通 约 的 线段 , 则 对 于 这 些 线段 , 度量 的 问题 就 完全 解决 了 . 
各 线段 4 大 于 线段 已 , 设 4 = B+C, 此 处 C 亦 为 某 一 线段 , 则 依 3) 应 有 
1((A) = 1(B) + 1(0), 
” @ 在 这 里 我 们 应 用 中 学 几何 方面 的 知识 , 不 叙述 与 它 有 关 的 公理 


.26 绪论 ”实数 [21] 


由 i(C) > 0 得 !(4) > !(B). 故 不 等 的 线段 应 有 不 等 的 长 , 而 且 较 长 的 线段 有 较 
大 的 长 度 . 

因 任 一 正 有 理 数 必 为 某 一 与 单位 长 互 可 通 约 的 线段 的 长 , 很 清楚 地 , 无 一 与 
里 位 长 不 可 通 约 的 线段 能 有 有 理 的 长 度 . 

令 是 一 与 五 不 可 通 约 的 线段 . 我 们 可 找到 无 数 多 的 与 可 通 约 的 线段 9 及 
5 3 小 于 了 而 9 大 于 29. 若 把 它们 的 长 度 记 成 s 及 8 :1(S) = s,l(S') = 8 则 所 
求 之 长 1(3) 应 满足 不 等 式 

和 


硅 把 一 切 有 理 数 分 配 到 S 及 S' 二 组 , 把 数 s( 以 及 一 切 负数 及 0) 归 人 下 组 S， 
把 数 s' 归 和 上 组 S$', 则 得 有 理 数 域 中 的 分 划 . 因为 显然 在 下 组 内 没有 最 大 数 , 在 上 
组 内 没有 最 小 数 , 故 这 分 划 确 定 一 无 理 数 o, 它 是 满足 诸 不 等 式 s < o < s' 的 唯一 实 
数 , 显然 , 长 度 !(2) 必须 等 于 此 数 . 

今 假定 一 切线 段 , 不 论 与 EB 可 通 约 或 不 可 通 约 , 都 依照 上 述 规则 记 下 其 长 度 . 条 
件 1),2) 显然 满足 . 考察 二 线段 已 了 长 度 为 


(RP 尖 竺 八 2 
及 其 和 , 线段 了 = P+ 9, 其 长 度 记 成 + = 1(T). 取 任 意 正 有 理 数 7,r',s,s', 使 
A 


作 线 段 R, RR, 5, 5 各 为 有 上 述 数 字 作 为 长 度 的 线段 . 线段 RR+S( 长 为 r+s) 将 比 
7 得 ,而 线段 RR 十 5S'( 长 为 7 十 s') 将 比 工 长 . 因此 

人 
但 由 [12], 位 于 形 如 > 十 8s@ 与 广 十 8/ 的 数 之 间 的 实数 是 唯一 的 , 因此 + = Pp 十 0, 这 
孢 证 明了 条 件 3). 


依 数 学 归纳 法 ,“ 可 加 性 ”可 以 推广 至 任意 有 限 个 加 数 的 情形 . 
知 在 轴 (有 向 直线 ) 上 (图 1) 选取 原点 O 及 单位 长 OE, 则 


5 0 V2 4 
一 一 一 一 ~ 
O -一 1 一 并 1 全 
he 一 一 
图 1 


中 由 儿 何 学 上 的 阿 基 米 德 公理 出 发 易于 证 明 , 该 公理 我 们 在 5 内 已 讨论 过 了 . 
包 目 然 , 与 可 通 约 的 线段 2 的 长 , 亦 同样 满足 这 不 等 式 . 
Sr 及 s 是 正 数 的 限制 当然 并 不 重要 ， 
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这 直线 上 的 任 一 点 X 必 对 应 于 某 一 实数 x, 称 为 它 的 横 标 , 若 X 位 于 自 O 起 的 正 
加 上 , x 即 等 于 线段 OX 的 长 , 而 在 相反 的 情形 等 于 这 长 的 负数 . 

目 然 要 问 其 逆 是 否 亦 真 : 任 一 实数 x 在 这 时 必 对 应 于 直线 上 某 一 点 吗 ? 这 问题 
在 几何 学 上 的 回答 是 肯定 的 . 即 依靠 直线 的 连续 性 的 公理 , 它 赋予 作为 点 的 集合 的 
直线 以 类 似 于 实数 域 的 连续 性 的 性 质 [10]. 

这 样 , 在 一 切实 数 与 有 向 直线 ( 轴 ) 上 的 点 之 间 就 可 以 成 立 一 一 对 应 的 关系 . 实 
数 可 以 表示 为 轴 上 的 点 , 这 轴 因 此 便 称 为 数 轴 . 类 似 的 表示 法 我 们 以 后 将 经 常 地 应 
用 着 . 


第 一 章 ”极限 论 


8$1. 整 序 变 量 及 其 极限 


22， 变量 、 整 序 变量 在 物理 学 及 其 他 自然 科学 内 读者 曾经 遇 到 各 种 不 同 的 量 : 
时 间 , 长 度 , 体积 , 重量 等 . 任 一 种 量 , 按照 不 同 的 情况 , 有 时 具有 不 同 的 值 , 有 时 仅 
取 一 值 . 在 第 一 种 情形 我 们 称 它 为 变量 , 在 第 二 种 情形 称 它 为 常量 

但 在 数学 上 我 们 不 顾 所 考察 的 量 的 物理 意义 , 仅 关心 于 表示 这 量 的 数字 ; 量 的 
物理 意义 仅 当 数学 被 应 用 时 , 始 再 获得 重要 性 . 这 样 , 对 于 我 们 来 说 , 变量 仅 为 赋予 
数值 的 符号 (例如 , 字母 z) 而 已 5) 

若 变量 所 能 取 值 的 集合 4 = {x} 已 经 指定 , 则 这 变量 就 当 作 是 已 给 定 了 . 常量 
可 以 当 作 变量 的 特殊 情形 来 看 待 , 它 相当 于 = {z} 只 有 一 个 元 素 的 情形 9) 

在 建立 变量 x 的 极限 概念 时 , 仅 知道 这 变量 所 取 值 的 数 集 志 还 是 不 够 的 ; 必须 
再 知道 , 它 所 取 的 到 底 是 些 怎样 的 数值 (在 它们 中 间 , 可 能 有 重复 的 ), 以 及 它 取 这 些 
值 的 次 序 . 关于 有 序 变量 及 其 极限 的 问题 的 一 般 讨论 , 这 里 暂时 搁 下 不 提 , 放 在 下 一 

5 对 整个 数学 分 析 来 说 , (在 历史 上 ) 原来 的 、 十 分 一 般 的 变量 概念 与 其 说 是 纯 数 学 性 质 的 , 不 如 
说 是 自然 科学 性 质 的 . 给 这 个 概念 一 个 完全 形式 的 定义 , 实际 上 不 可 能 . 

有 两 种 更 为 特殊 的 变量 在 今后 的 叙述 中 将 起 到 关键 的 作用 , 它们 是 严格 定义 的 , 一 种 称 为 ( 且 ) 
变量 , 另 一 种 称 为 整 序 变 量 (或 称 为 整 序 型 变量 ). 所 说 这 两 类 变量 的 严格 定义 靠 如 下 方式 实现 : 对 
它们 要 补充 描述 其 指定 过 程 , 即 确切 地 指出 认为 变量 或 整 序 变量 已 经 给 定 的 条 件 . 特别 是 下 面 的 
一 段 正 文思 是 恶 量 的 定义 . 

6) 这 样 一 来 , 首先 是 给 定 ( 自 ) 变量 , 等 价 于 给 定 某 个 数 集 ; 其 次 , 说 法 “z 一 一 变量 ” 事实 上 等 价 
于 “xz 一 一 数 集 的 类 元 (或 任意 元 ; 我 们 指出 , 上 面 所 说 的 不 适用 于 “ 整 序 型 的 变量 ”( 对 于 它 , 给 
定 的 手续 另行 说 明 ). 在 本 质 上 , 刚才 所 说 的 一 类 变量 ( 即 自 变量 ), 仅 在 第 二 章 开 头 才 会 遇 到 并 且 
用 到 . 
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卷 的 末尾 © ( 那 时 , 读者 将 已 累积 着 对 于 这 一 方面 的 充分 的 经 验 )， 在 本 章 内 我 们 且 
讲述 一 种 最 简单 同时 也 是 最 重要 的 特殊 类 型 的 变量 
今 从 建立 数列 的 概念 开始 . 设 有 自然 数 的 序列 


| DB on (1) 


在 序列 内 数字 依 由 小 而 大 的 顺序 排列 着 , 较 大 的 数 w 在 较 小 的 数 ” 的 后 面 (或 较 小 
的 数 nn 在 较 大 的 数 n' 的 前 面 ). 若 在 序列 (1) 内 , 按照 任何 规律 , 将 每 一 自然 数 交换 
成 实数 zx, 则 得 数列 : 


T1, TL2, T3000 ,Tn Tn, (2) 


其 项 或 元 素 x,, 有 一 切 自然 数 作为 序号 , 并 依 序号 增 大 的 次 序 排列 着 . 当 mw > n 时 
zn’ 器 在 zn 的 后 面 (zn 在 zw 的 前 面 ), 不 管 zw 本 身 的 数值 大 于 、 小 于 或 等 于 > @. 
取 值 成 序列 (2) 的 变量 >, 我 们 一 一 依照 梅 雷 (Ch. Méray) 称 之 为 整 序 变 
量 . 我 们 在 这 里 就 限于 考察 这 种 类 型 的 变量 7. 
在 中 学 的 数学 教程 内 读者 遇 到 过 的 变量 即 是 整 序 型 的 变量 .例如 , 大 家 所 熟悉 
的 序列 


0 Os ,QQ 十 (有 一 1)d (算术 序列 ) 
】 Nn 
或 

dagag ， se (几何 序列 ) ; 

1 3 Nn 


每 一 序列 中 的 变 项 就 是 整 序 变量 . 
在 定义 圆周 的 长 度 时 , 通常 考察 圆 内 接 正 多 边 形 的 可 变 周 长 , 由 六 边 形 起 , 将 边 
数 依 次 增加 一 倍 ; 这 样 , 这 整 序 变量 所 取 的 数值 便 成 一 序列 : 


Fe = 6k, Pe 2 
Pas = 24RY 2 — Dy Be 
4 


参阅 第 二 卷 的 附录 :《 极限 的 一 般 观 点 》. 
@ 仿 此, 可 以 定义 直线 上 点 的 序列 或 自然 界 任何 其 他 物体 的 序列 的 概念 . 


7 里 然 从 直观 上 看 , 序列 与 整 序 变量 两 个 概念 有 某 些 不 同 , 但 在 本 质 上 两 者 是 等 价 的 . 实际 上 ， 
为 了 确定 序列 zl, zz，…… ,zn 和 为 了 给 定 依次 具有 值 x1, zx2,:… ,zn，… 的 变量 > 我 们 做 的 是 
同样 的 事 指出 某 个 规则 , 使 每 一 个 自然 数 ”对 应 着 完全 确定 的 实数 zx, (这 个 取决 于 我 们 意愿 
的 数 , 我 们 可 称 之 为 序列 的 第 ” 项 或 整 序 变量 的 第 ”个 值 ). 序列 与 整 序 变量 这 两 个 概念 的 等 价 性 
反映 在 表示 上 : 对 于 二 者 , 形 如 zn 的 符号 是 标准 的 表示 . 读者 今后 可 以 毫 无 顾虑 地 把 序列 与 整 序 
变量 两 个 概念 看 成 等 同 的 , 而 认为 这 两 个 术语 是 可 以 互 换 的 同义词 (确定 整 序 变量 总 是 等 同 于 确定 
序列 所 遍历 的 值 ). 我 们 要 指出 , 更 为 普遍 的 术语 “序列 ” 现 已 远 比 术语 “ 整 序 变量 ”更 为 通行 , 后 
者 几乎 不 再 使 用 . 
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再 说 到 V5 的 十 进 小 数 近似 值 (所 说 的 是 亏 近似 什 ), 使 准确 度 继续 增 大 , 它们 便 
成 一 序列 
1.4,1.41,1.414,1.4142,... 
1 2 3 4 


这 也 是 一 个 整 序 变量 . 

取 值 成 序列 (2) 的 变量 zx 常 记 成 zw, 就 是 以 序列 中 的 变 项 (或 普通 项 ), 来 记 这 
小 4 是: 

有 时 , 整 序 变量 zx 直接 由 zw 的 表达 式 所 给 定 ， 如 在 算术 序列 及 几何 序列 时 各 
为 zw = 二 a 十 (nr 一 1)q 及 zn = ag”"-!1. 利用 这 表达 式 便 可 以 依 已 给 序号 立即 算出 整 序 
变量 的 对 应 数值 , 而 不 必 知 道 在 这 以 前 它 取 过 一 些 什么 数值 

对 于 内 接 正 多 边 形 的 周 长 , 要 写 出 一 般 的 表达 式 , 仅 在 引用 数 x 后 始 为 可 能 ; 内 
接 正 m 边 形 的 周 长 pw, 一 般 地 表示 为 公式 


A 
pm = 2mR sin —. 
m 


只 要 知道 整 序 变 量 的 任 一 序号 时 , 便 能 按照 这 规则 算出 其 对 应 的 数值 , 则 序列 (2) 以 
及 由 它 所 决定 的 整 序 变量 都 算 作 是 已 给 定 了 .因此 , 既然 我 们 已 知道 根 的 近似 算法 ， 
我 们 就 可 以 算 作 V2 的 一 切 十 进位 近似 值 所 成 的 序列 是 已 经 给 定 了 , 虽然 这 序列 的 
普通 项 的 表达 式 不 得 而 知 . 

大 整 序 变量 一 一 在 上 述 的 意义 下 一 一 已 给 定 , 则 不 仅 它 所 取 值 的 集合 已 整个 
地 确定 , 并 且 它 取 这 些 值 的 次 序 亦 确定 ; 对 应 于 每 一 序号 , 整 序 变量 必 有 一 个 数值 , 
又 在 两 数值 中 , 序号 较 大 的 当 作 是 在 后 面 的 . 

再 者 重 指 出 , 整 序 变量 的 各 个 数值 不 一 定 要 互 不 相同 . 例如 , 由 下 列 公 式 之 一 所 
给 定 的 整 序 变量 : 


1 —])” 
ee 二 
nN 
其 对 应 的 数列 各 为 : 
| 1 ], 1 ]， 1, 
1 2 3 4 5 6 
|， = J = l, = 
1 2 3 4 5 6 
1 1 
0， 5 0， 2 ) 0， 3) 
1 2 3 4 5 6 


在 第 一 种 情形 , 整 序 变量 根本 是 一 个 常量 , 它 所 取 值 的 集合 只 有 一 个 元 素 1. 在 第 二 
种 情形 , 这 集 由 整 序 变 量 所 交错 地 取 着 的 两 个 值 1 及 -1 所 组 成 . 最 后 , 在 第 三 种 情 
形 , 变量 的 值 是 无 限 集 , 但 这 并 不 影响 变量 每 隔 一 次 取 一 个 等 于 0 的 数值 这 一 回 事 ; 
在 第 三 项 的 数值 0, 我 们 当 作 不 仅 是 在 第 二 项 的 数值 1 以 后 , 且 亦 在 第 一 项 的 数值 0 
以 后 . 


[23] §1， 整 序 变 量 及 其 极限 人 


23. 整 序 变量 的 极限 读者 从 中 学 的 教程 内 应 该 已 熟悉 这 概念 了 . 这 里 是 它 的 
严格 的 定义 : 
若 对 于 每 一 正 数 s, 不 论 它 怎样 小 , 恒 有 序号 N, 使 在 n> NN 时 , 一 切 zn 的 值 
满足 不 等 式 
lzn 一 al| < 有， (3) 


则 常数 a 称 为 整 序 变 量 z = zx; 的 极限 . 
a 是 整 序 变量 的 极限 这 一 事实 , 记 成 : 


limnzn = 二 a 或 lmz=a 
(lim 是 拉丁 文 limes 的 简写 , 即 指 “ 极 限 ") . 我 们 也 说 , 变量 趋 于 a, 并 写成 
es Bl Sy 


有 时 称 数 a 为 序列 (2) 的 极限 , 并 说 , 这 序列 收敛 于 w. 

上 述 定 义 可 以 简短 地 叙述 成 : 

数 ga 是 整 序 变量 z = zn 的 极限 , 车 的 数值 zx; 从 某 项 开始 都 与 a 相差 任意 
小 、 

含 任意 s 的 不 等 式 (3) 就 是 zw 可 以 与 a“ 相 差 任意 小 ” 这 一 句 话 的 准确 记 法 , 而 
序号 N 恰好 就 指示 着 上 述 定义 中 “从 某 项 开始 ”那个 “ 某 项 ”的 位 置 . 

最 重要 的 是 要 认识 到 , 序号 N 一 般 地 说 来 , 并 不 是 一 经 指定 后 就 永远 不 变 的 : 
它 是 由 我 们 所 人选 的 数 < 来 决定 的 . 为 着 要 重视 这 件 事 . 我 们 有 时 不 写 N 而 与 成 Ne. 
当 数 < 减 小 时 , 与 它 对 应 的 序数 N = Ne, 一 般 地 说 来 , 将 会 增 大 : 要 使 整 序 变 量 zx， 
的 值 与 a 的 接近 程度 愈 大 , 则 我 们 在 序列 (2) 内 所 要 考察 的 数值 便 必须 愈 远 . 

整 序 变 量 z, 的 一 切 数值 都 等 于 常量 a 的 这 情形 是 例外 : 显然 , 这 时 ac = lim zx;， 
但 这 时 对 于 任何 s > 0, 不 等 式 (3) 能 同时 对 于 zn 的 一 切 值 都 成 立 2. 

我 们 已 从 17 中 知道 , 不 等 式 (3) 相当 于 下 列 不 等 式 


—~E<Xn—a<e 


或 


2 一 <2n<4 二 Ei (4) 


以 后 我 们 经 常 要 用 到 这 些 不 等 式 . 

告 把 我 们 的 整 序 变量 x 的 值 及 数 a,a 土 e 表示 为 数 轴 上 的 点 [21]( 图 2) , 则 得 
整 序 变量 的 极限 的 显明 的 几何 解释 . 以 a 点 为 中 心 的 线段 不 论 取 得 怎样 小 (其 长 为 
2c) , 一切 点 zr, 从 某 点 起 , 必 全 部 落 在 这 线段 之 内 (这 样 , 在 线段 之 外 一 定 只 有 有 限 
个 点 了 ) . 表示 极 根 的 点 a 就 是 表示 整 序 变 量 的 数值 的 点 的 凝聚 中 心 . 
” @ 对 于 从 某 项 起 开始 都 等 于 a 的 整 序 变量 zw, 有 与 此 类 似 的 情况 . 
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Xl VX | 


24. 无 穷 小 量 ” 当 整 序 变量 趋向 于 零 时 : zx, 一 0, 这 情形 特别 值得 注意 . 
极限 为 震 的 整 序 变量 zx, 称 为 无 穷 小 量 , 或 简称 无 穷 小 . 
若 在 整 序 变 量 的 极限 的 定义 [23] 内 使 a = 0, 则 不 等 式 (3) 成 为 


Zn 一 0| 三 |zn| <s (四 


这 样 , 上 面 的 无 穷 小 的 定义 可 以 不 用 术 二 “ 极 限 ” 而 更 详细 地 叙述 成 : 

若 整 序 变 量 Zn 的 绝对 值 , 自 某 项 起 , 成 为 而 且 永 远 保持 小 于 预先 指定 的 任意 小 
数 ec > 0, 则 它 称 为 无 穷 小 . 

由 于 历史 性 所 形成 的 术语 “无 穷 小 ” 量 是 不 十 分 恰当 的 , 希望 不 要 引起 读者 的 误 
解 , 这 量 的 任何 个 别 数 值 , 只 要 它 不 是 零 , 就 不 能 当 作 是 “很 小 的 ” 量 . 事实 上 , 无 穷 
小 是 这 样 一 个 变量 由 , 它 仅 在 自己 变化 过 程 中 , 可 以 变 为 小 于 任意 选取 的 数 <. 

回 到 一 般 情 形 , 设 整 序 变量 z 以 a 为 极限 , 则 此 变量 与 其 极限 的 差 


0 
显然 将 为 无 穷 小 : 因 依 (3) ， 
las S| (WN) 


反之 , 厂 an 是 无 穷 小 , 则 zn 一 a. 这 使 我 们 导出 下 列 命题 : 

整 序 变量 zw 以 常数 a 为 极限 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 : 它们 的 差 ay = 二 xp 一 a 
是 无 穷 小 . 

因此 , 可 以 给 予 “ 极 限 ” 的 概念 以 男 一 定义 (和 旧 和 定义 完全 相当 ) : 

若 常 数 a 与 整 序 变量 x 的 差 是 无 穷 小 量 , 则 a 称 为 整 序 变量 x 的 极限 . 

目 然 而 然 地 , 看 以 这 定义 为 极限 论 的 出 发 点 , 则 对 于 无 穷 小 必须 应 用 上 述 的 第 
二 定义 . 否则 便 得 循环 推理 : 极限 由 无 穷 小 确定 , 而 无 穷 小 又 由 极限 确定 ! 

因此 , 知 整 序 变 量 x, 一 a, 则 可 以 表示 为 


Tn = Q + Qn,) 


式 中 an 为 无 穷 小 . 反之 , 各 整 序 变量 满足 这 表示 式 , 则 它 有 极限 a. 在 实用 时 常用 
这 式 子 以 建立 变量 的 极限 . 
也 除去 当 它 恒 等 于 零 的 那 种 平凡 情形 以 外 . 


[25] 


25. 例题 1) 考察 整 序 变量 


人 多 十 工 
EE . - ; 
nN WA NN 
与 它们 对 应 的 数列 为 
j 
) 9 3 4A’ 
1 1 1 
= 9! 本 4 
1 1 1 
ee 
三 个 变量 都 是 无 穷 小 , 即 有 极限 0. 事实 上 , 要 使 
1 
lzn|=— <&, 
7 


仅 需 n> = = 便 能 成 立 这 样 , 便 可 取 , 例如 ， 包含 在 = 内 的 最 大 的 整数 , 即 媚 | = | 多 ,作为 Ne. 
注意 到 ， 第 一 个 变量 常 大 于 其 极限 0; 第 一 个 党 小 于 它 ; 第 三 个 则 交 泛 地 忽 关 手 忽 小 于 它 


| 自信 
_ 24 
TD 7 》 
则 变量 依次 取 下 列 数 列 中 的 数值 
131313. 
3》 9 3 4 1 Si 6° 
在 这 情形 同样 有 x， 一 0, 因 
区 > 2 


当 n>=, 帮 NN。 可 以 取 为 万 - 
我 们 在 此 地 碰 到 稀奇 的 特性 : 变量 交 迭 地 忽而 接近 于 其 极限 0, 忽而 离 去 它 . 
3) 今 设 
We 


) 


7 
这 整 序 变量 我 们 已 在 22 末 遇 到 它 过 . 在 这 里 , 亦 同 样 地 有 zn 一 0, 因 


2 
| 区 | < i < 


仅 需 NN > Ne = 万 2 . 


& 
注意 到 , 对 于 n 的 一 切 奇 数值 变量 都 等 于 它 的 极限 . 


这 些 简单 的 例子 是 很 有 趣 的 , 由 于 它们 表现 出 包含 在 上 述 整 序 变 量 的 极限 定义 中 的 各 种 各 样 


的 可 能 性 . 变量 的 值 是 否 均 在 极限 值 的 一 方 ; 变量 是 否 每 一 步 都 向 其 极限 接近 ; 最 后 , 变量 是 否 能 


达到 其 极限 , 即 是 否 具有 等 于 极限 的 数值 ; 这 些 都 不 关 紧 要 . 重要 的 仅 是 定义 中 所 说 的 : 变量 在 最 
后 , 即 项 数 充 分 远 时 的 数值 , 与 极限 值 之 差 要 是 任意 小 . 


@ 一 般 地 , 用 E(p) 表示 不 超过 p 的 最 大 整数 , 或 简称 数 p 的 整数 部 分 ; 已 是 法 文 Entier 的 起 首 
字母 , 表示 " 整 " 
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4) 取 整 序 变 量 的 更 复杂 的 例 : 


ee 
372 十 27 一 4 
我 们 要 证 明 它 的 极限 是 3 
为 此 目的 , 考察 差 
直 一 57. 十 10 


3 3(3n2 + 2n—4)’ 
估计 其 绝对 值 , 当 n > 2 时 , 有 : 
1 


zm |= 


3 


57 一 10 > on 2 on ;> 由 
3(3n2 十 2 一 4 3(3n72 一 4) 3:272 7 


ee (二 )， 这 表达 式 便 小 于 6. 这 就 证 明了 sn 一 


€ 


5) 整 序 变量 由 公式 
rn 一 oz 一 Wala > 1) 
所 确定 . 要 证 zn 一 1. 
若 应 用 19 内 的 不 等 式 (3) , 则 可 以 写成 : 


ies Yo be 2 一 -<e 仅 逢 n> Ne=B (9) 
但 亦 可 用 另外 方法 证 明 . 不 等 式 


1 
Zn 一直 =an 一 1<e， 


1 


| 
Ce 2 
og,( ee 


这 样 ,在 n> Ne = 五 i 时 , 它 就 成 立 了 . 
ago (Llre) 
eat ee 我 们 便 得 Re Ns 0 例如 , 在 a = 10,e = 0.01 时 ， C 


全 :局 


二 种 方法 我 们 得 出 Na ol 的 一 切 可 能 的 数值 中 的 最 小 者 , 因为 = 1.010 017 .… 与 1 的 差 已 


pe ne pe 
注意 : 如 果 只 是 要 证 明 极限 存在 , 则 在 这 种 场合 我 们 总 不 关心 于 N。 的 最 小 可 能 的 数值 . 只 需 
保证 不 等 式 (3) 能 成 立 就 好 了 , 至 于 从 哪 一 项 开始 , 位 置 远 些 的 抑 近 些 的 , 可 以 不 必 去 管 它 . 
6) 整 序 变量 


Un, ~ 式 中 9| <1 
是 无 穷 小 的 一 个 重要 的 例题 . 要 证 明 an 一 0, 试 考察 不 等 式 


|an| 一 [的 < E， 


[25] 81， 整 序 变 量 及 其 极限 0 


它 相 当 于 
lge OD 
lglal 


n.lgla| <lgse 或 n> 


lg < 
| 
( 
则 在 n > Ne 时 , 上 述 不 等 式 一 定 成 立 . 


仿 此 , 很 易 证 明 整 序 变 量 


这 样 , 各 假定 ( 设 e < 1) 


Dn 


亦 是 无 穷 小 , 其 中 |q| < 1, 而 4 是 常数 . 
7) 再 考察 无 穷 递减 几何 序列 


oe 


并 提出 关于 其 和 的 定义 问题 . 
大 家 知道 所 谓 无 穷 序 列 各 项 的 和 , 自然 应 该 是 , 当 n 无 限 增 大 时 , 其 首 n 项 的 和 sw。 所 趋向 
的 极限 . 但 


a | 
、，， 0 Tr 


因此 这 整 序 变量 Sn 一 一 5 
依 极 限 的 第 二 定义 ， 所 求 序列 各 时 的 和 为 


上 才 己 看 到 它 是 无 穷 小 量 . 内 此 ， 


a 
li—qg 
因此 , 这 个 数 就 是 几何 序列 的 无 穷 多 项 的 和 , 把 它 写成 为 : 


Sn EE 


n—1 . C 
= 1 一 本 


和 


8) 设 已 给 二 数 a 及 假定 zo = 6, z1 = b, 而 整 序 变量 z 以 后 的 数值 则 由 等 式 


Tn—2 二 Xn-1 ( 


>2 
2 人 


Pe 


这 些 zn 实际 上 都 已 给 定 , 因为 , 这 里 令 n = 2,3,4,… , 就 可 以 依 序 地 求 出 它 的 一 切 数 值 至 
任何 项 . 
硅 从 上 述 等 式 的 两 边 各 减 去 Zn -1, 则 得 


Tn, > Tn—l1 = Tn—l1 = Ln) (nN 一 2 3,:  ). 


了 
这 样 , 序列 


TX1— To=b— a,r2 一 21 ,Tn 1 — Tn_2, Tn — Tn_1 


名 这 里 (和 以 后 ) lgz 都 理解 为 logioz. 由 于 |g| < 1, 故 lglg| < 0; 因此 , 在 用 这 数 除 不 等 式 的 两 
边 时 , 不 等 号 应 换 成 相反 的 方向 . 
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中 , 任 一 个 差 (由 第 二 个 开始 ) 都 可 以 由 前 面 一 个 差 乘 以 -3 而 得 到 . 就 是 说 , 我 们 有 乘 以 -3 为 
公 比 的 几何 数列 . 因为 它 的 n 项 和 是 z。 - a, 所 以 利用 我 们 已 知 的 (参看 7) 几何 序列 和 的 从 起 
立即 得 出 


由 此 不 难得 出 


lim zw” 一 w 十 5 一 a 一 
9) 与 几何 序列 相似 , 可 以 考查 任意 数列 
Qi ,ao2 an 
并 且 把 它们 依次 相 加 , 作成 “部 分 和 ” 


4 =al,42=al 十 ao,43a3 三 al 十 ao 十 Q3,…: 


4 一 Qi 十 ao 十 … :十 an 


如 妥当 n 无 限 增 大 时 , 4。 趋 于 (有 限 或 无 穷 ) 极限 4, 则 数 4 就 叫做 所 取 一 切 数 a,, 的 和 , 并 且 
写成 
ai 十 oa 十 :十 am 十 :一 4 
等 式 左边 记号 叫做 无 穷 级 数 , 数 4 叫做 它 的 和 . 具有 有 限 和 的 级 数 , 我 们 说 它 是 收敛 的 . 
例如 , 设 已 知 级 数 


4 il 
1.2 2.3 3.4 n(n+t1) 
这 里 
nll ll 
"12 ' 2.3 2 3 
1 1 1 
Qn 二 一 一 一 


因此 , 在 这 个 情形 


1 | 1 
1) 
显然 4 一 1 因此 , 所 说 的 级 数 收敛 , 并 且 和 为 1. 
如 果 级 数 没有 有 限 和 , 这 时 我 们 就 说 这 个 级 数 发 散 : 例如 ， 


1 十 1 十 … 十 1 十 1.… 


就 是 这 样 的 级 数 . 


[26] §1， 整 序 变 量 及 其 极限 37. 


26. 关于 有 极限 的 整 序 变量 的 一 些 定理 ” 设 整 序 变量 有 极限 a 对 于 任 一 p < 
a( 或 4 > oa) 很 易 选 取 数 。 > 0, 使 


a4-Ee>p (或 a+e < og) 


为 此 目的 , 只 需 取 = 小 于 差 a p( 或 g -a) 就 是 . 但 依 极 限 的 定义 [23], 恒 能 求 出 这 
样 的 序号 N, 使 当 n > NN 时 不 等 式 [参阅 (4) ] 


(Zn <a+e) 
能 满足 . 因此 , 自然 也 成 立 不 等 式 


zn>p (或 zx < a). 

1” 闭 整 序 变 量 zn 趋 于 极限 a 又 a> D(a < 9), 则 一 切 变 量 的 数值 , 从 革 项 开 
始 , 亦 将 > p(< gq). 

这 一 简单 的 命题 包含 一 系列 有 用 的 推论 . 

2” 考 整 序 变量 zn 趋 于 极限 a > 0(< 0), 则 变量 本 身 从 某 项 开始 亦 必 有 Tn > 
0(< 0). 


安 证 明 此 论点 , 只 需 在 上 述 命题 中 取 p = 0(g = 0) 就 行 了 

要 准确 的 结果 是 : 

3” 郑 整 厅 变 量 zn 趋 于 异 于 零 的 极限 a, 则 必 有 充分 远 的 Zn 的 值 , 其 绝对 值 
得 超过 某 正 数 r: 


lzn|>7>0 (n>N). 
实际 上 , 当 a > 0(< 0) 时 , 可 以 取 


0<D<a (<q<0)， 


并 假定 >= plr = |q|). 


4? 为 一 方面 , 若 整 序 变 量 rz， 有 极限 a, 则 zn 必定 是 有 界 的 , 意 即 , 它 的 一 切 值 
在 绝对 值 上 不 超过 某 一 有 限 的 界 : 


zn| AM (M = 和 常数 ;n= 1,2,..….). 
取 数 M'>|al, 即 -M'<a < M1', 并 假定 p = 一 Mg 二 AM 求 出 这 样 的 序号 入 
使 当 n > N 时 , 有 
-MM<rzm<M 或 |zn|<M.. 


这 不 等 式 当 n= NN 十 1,N +2… 时 , 自然 能 满足 ， 因此 它 只 可 能 对 于 整 序 变量 的 前 
NN 项 (或 它们 之 中 的 某 几 项 ) 不 满足 . 
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因此 , 和 假定 M 等 于 数 
[uly oly el MA 
中 的 最 大 者 , 则 一 切 zn 的 值 都 将 满足 |z;| < M, 此 即 需 证 者 . 
附注 工 zn 为 有 界 变量 的 定义 也 可 以 用 不 等 式 


来 表示 , 式 中 〖& 及 g 为 二 有 限 的 数 . 实际 上 , 由 这 些 不 等 式 , 若 令 M 等 于 |k| 及 |g| 
中 的 最 大 数 , 则 得 |z%| < Mi 反之 , 和 阁 先 有 最 后 的 不 等 式 , 则 可 以 把 它 写 成 -~-M < 
zn 世 M, 这 样 一 M 束 可 当 作 是 &,M 就 可 当 作 是 gy 

II. 命题 4° 不 能 逆 述 ， 并 非 一 切 有 界 的 整 序 变量 都 有 极限 . 例如 , 车 设 z。， = 
(一 1)*+1, 则 这 个 整 序 变量 当然 是 有 界 的 : |z;,| < 1, 但 它 却 并 无 极限 , 总 是 在 +1 和 
-1 间 振 动 着 . 


最 后 , 根据 命题 1°, 证 明 极 限 的 唯一 性 . 

5° 整 序 变 量 zn 不 能 同时 趋 于 两 个 相 异 的 极限 . 

事实 上 , 假定 其 逆 : 设 同 时 有 zw 一 a 和 zn 一 5b, 又 a <b. 取出 a 与 5 间 的 任 
一 数 7 

0 

因 z 一 a 及 a <7, 必 能 求 得 序号 N', 使 当 n > N' 时 不 等 式 zx, < 7 能 满足 . 
由 男 一 方面 , 因 z 一 b 及 b>7, 必 能 求 得 序号 N", 使 当 n > NM 时 成 立 xz > 7, 若 
取 大 于 NM 及 N” 的 序数 n, 则 变量 zj 的 对 应 值 将 同时 既 < > 又 > 7, 这 是 不 可 能 
的 

这 政 居 重 证 明了 我 们 的 命题 . 

27. 无 穷 大 量 ”无穷 大 量 (或 简称 无 穷 大 ), 在 某 种 意义 上 是 与 无 穷 小 量 相反 的 . 

若 整 序 变量 zn， 由 某 项 开始 , 其 绝对 值 变 成 且 保 持 着 大 于 预先 指定 的 任意 大 数 
E>0, 

zn| > EE (n> NE 时 ), 


Tn 便 称 为 无 穷 大 . 

如 同 在 无 穷 小 的 情形 一 样 , 这 里 亦 需 着 重 指出 , 无 穷 大 量 的 任 一 个 别 数值 都 不 
能 当 作 “大 量 ” 看 待 . 我 们 这 里 所 讨论 的 是 这 样 的 变量 , 它 仅 在 本 身 改 变 的 过 程 中 可 
以 大 于 任意 选取 的 数 忆 . 

无 穷 大 的 例 , 如 整 序 变 量 


1 


它们 都 依次 在 整数 的 序列 中 取 值 , 但 第 一 种 带 正 号 , 第 二 种 带 负 号 , 第 三 种 带 交 迭 的 符号 . 
再 举 一 个 无 穷 大 量 的 例子 : 
Bs 2 || 
事实 上 , 不 论 有 怎样 的 巨 > 0, 不 等 式 
za| 王 | > 三 
总 能 满足 , 仅 需 


lgeb ow 


n.1 SD 
gl|®| > lg go 


lgb 
, 人 
当 作 NE. 


若 整 序 变 量 zs 成为 无 穷 大 , 并 且 (至 少 在 充分 大 的 ni 时 ) 保持 着 一 定 的 符号 (十 
或 -~), 这 时 , 按照 符号 的 正 或 负 , 我 们 说 zz。 有 极限 +oo 或 -oo, 并 写成 


因此 可 以 取 数 


lim z 一 十 oo,z 一 +co 或 limz， = 一 00, Tn 一 一 CO. 
在 这 些 情 形 时 , 可 以 分 别 用 不 等 式 
1 


来 代替 不 等 式 |zn| > ,以 作为 每 种 特殊 无 穷 大 量 的 定义 式 ， 由 此 已 可 推 得 必 有 
vn SO 0 

在 一 般 情 形 无 穷 大 量 表示 关系 :|zn| 一 +eo. 

在 前 面 所 举 的 无 穷 大 量 的 例 中 , 显然 , 整 序 变量 z = n 趋同 +oo, zn 二 一 ni 趋向 一 oo, 至 于 
第 三 个 :zn = (一 1)*tin, 对 于 它 我 们 既 不 能 说 它 趋 向 二 ce, 也 不 能 说 它 趋向 一 co. 

最 后 , 关于 整 序 变量 zu = 8"”, 当 8@ > 1 时 , 可 以 说 它 趋同 十 oo, 而 当 8@ < 一 1 时 , 仅 能 说 
极限 不 存在 . 

关于 “广义 的 数 " 士 co, 我 们 在 10 内 已 讨论 过 它 ; 必须 记 住 , 它们 的 应 用 , 在 意义 
上 完全 是 有 条 件 的 , 对 这 些 “ 数 * 进 和 7 下 林 运算 时 要 特别 小 心 ， 常常 简单 写 co 来 代 
蔡 十 co. 

引入 无 穷 极限 并 不 破坏 在 前 一 段 (参阅 5°) 为 所 建立 的 极限 的 唯一 性 的 定理 ; 实 
际 上 , 有 如 在 (4°) 已 指出 过 的 , 有 一 有 限 极限 a 的 整 序 变量 必 为 有 界 , 因此 , 无 论 如 
何不 能 同时 又 趋向 无 穷 极 限 . 

最 后 , 讲 一 讲 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 间 的 简单 关系 : 

若 整 序 变 量 zw 是 无 穷 大 则 它 的 个 数 an = 一 将 成 无 穷 小 


DO 因 |Q| > 1, 故 lg|Q| > 0. 
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取 任意 数 = > 0. 因 oo, 故 对 于 数 亡 二 - 可 以 求 得 序号 N, 使 


] 


于 是 对 于 这 种 n, 显然 将 有 
Ilan,| < &, 
这 了 束 证 明了 我 们 的 命题 . 
仿 此 , 可 以 证 明 逆 命题 ; | 
若 整 序 变量 am( 不 等 于 零 ) 是 无 穷 小 , 则 其 倒数 zn = 一 将 成 无 穷 大 . 


82. 极限 的 定理 . 若干 容易 求 得 的 极限 


28. 对 等 式 及 不 等 式 取 极 限 ” 当 我 们 用 等 号 或 不 等 号 联结 二 整 序 变量 x 及 vy。 
时 , 我 们 所 指 的 总 是 它们 的 对 应 数值 , 即 具有 同一 序号 的 数值 . 

1” 车 二 整 序 变量 zn,gyn 在 它们 的 一 切 变化 过 程 中 总 是 相等 :zw = yj, 并且 各 
趋 于 有 限 极 限 : 

Himzn 一， limwy,= Db, 

则 这 些 极限 必 相 等 :a 二 上 b. 

这 可 由 极限 的 唯一 性 [26,5?] 直接 推 得 . 

这 定理 通常 写成 对 等 式 取 极限 的 形式 : 由 zn = vy 得 出 : 


lim zx, = lim vy»,. 
2 若 二 整 序 变量 zn, yn 常 满足 不 等 式 zn > 如, 并 且 和 名 趋 于 有 限 极 限 : 
lim zn = Qa, lim», = 5b, 


则 兴 a 之 65. 

假定 是 相反 的 情形 : 设 a。 < b， 像 在 26,5° 中 一 样 , 任 取 在 a 与 5 间 的 一 数 
”<7<Db 那么 ,一 方面 , 可 以 求 得 序号 N', 使 当 x > NM' 时 成 立 x <7, 但 另 一 
方面 , 又 可 求 得 序号 N”, 使 当 n> N” 时 成 立 y, >7. 车 NN 大 于 N’' 和 则 当 
n > NN 时 将 同时 成 立 不 等 式 


Tn <7?, Yn>7, 由 此 zj < yn， 


这 是 违反 假定 的 . 定理 便 得 证 明 . 
这 定理 使 我 们 得 以 对 不 等 式 (连同 着 等 号 的 ) 取 极 限 : 由 za > 如 得 结论 : 


lim zn > lim yn,. 
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当然 , 各 处 的 > 号 都 可 以 换 成 < 号 . 
请 读者 注意 ,由 严格 的 不 等 式 zw > gm， 一 般 说 来 ， 不 能 推 得 严格 的 不 等 式 
lim zw > lim yn， 而 仅 能 推 得 : lim z。 > limgn。 例如 对 于 一 切 的 wm 有 二 > -二 


但 却 有 
lim > = lim (= = 


在 确定 整 序 变量 的 极限 的 存在 及 其 数值 时 ,下面 的 定理 常 是 很 有用 的 : 
3" 阁 整 序 变 量 Xj,yn, zn 恒 满 足 不 等 式 


Tn < Yn < Zn, 
并 且 zj 及 zj 趋向 同一 极限 a 
| 
则 y。 亦 必 以 & 为 极限 : 
Doo, ee 
8 定 任 意 的 e > 0. 对 于 这 se, 首先 可 以 求 得 序号 N', 使 当 交 > N' 时 
村 
其 次 , 又 可 求 得 序号 N”, 使 当 > N” 时 
二 
设 N 大 于 NWN’ 及 N"; 则 当 n>N 时 , 上 述 两 不 等 式 都 能 满足 , 故 
村 名- 生 人 


结果 当 n>N 时 


a—-e<ym<atitse 或 | 如 -al<e. 
这 样 , 实际 上 就 是 lim 如 = 
由 这 定理 , 特别 , 可 以 推 得 : 若 对 于 一 切 m 


QR 2 


且 已 知 zz 一 a, 则 亦 必 有 wy 一 a. 要 直接 证 明 这 事实 也 是 很 容易 的 . 
定理 1", 2° 及 3° 很 易 推 广 至 无 穷 极限 的 情形 (其 中 定理 3。 仅 适用 于 带 有 确定 
符号 的 无 穷 极 限 ). 
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29. 关于 无 穷 小 的 引 理 ”在 以 后 的 定理 中 我 们 将 要 同时 考察 两 个 (或 更 多 个 ) 整 
序 变 量 , 并 在 它们 之 间 施 行 算术 运算 . 这 时 如 上 所 述 , 我 们 所 指 的 也 就 是 在 这 些 整 序 
变量 的 对 应 数值 间 施 行 算术 运算 的 意思 . 例如 , 说 及 二 整 序 变量 z, 及 yy, 的 和 时 , 若 
Zn 友 Yn 各 依次 在 数列 

T1) 22 03 ,Tn 
及 

V1V2，V3 np 
中 取 值 , 那么 整 序 变量 zn + y, 便 依次 在 数列 


2Z1 十 21, 72 十 V2,T3 十 03 ;Tn 十 yn 


中 取 值 . 
在 证 明天 于 变量 的 算术 运算 的 定理 时 , 下 面 两 个 关于 无 穷 小 的 引 理 , 将 担任 着 
重要 的 角色 . 


引 理 1 任何 有 限 个 无 穷 小 的 和 亦 是 无 穷 小 量 . 


我 们 只 证 明 对 于 二 无 穷 小 on 及 PB 的 情形 (一 般 的 情形 仿 此 讨论 ). 
给 定 任意 的 s > 0. 根据 无 穷 小 的 定义 , 由 <s 可 以 决定 无 穷 小 an 的 序号 N', 使 
当 %>N’' 时 有 


on| < 了 
同样 地 对 于 6 可 以 求 出 N”, 使 当 n > N” 时 有 
[Bn| < 5 
敬 取 自然 数 N 大 于 N' 及 NM, 则 当 ”> N 时 , 两 不 等 式 同时 成 立 , 这 样 , 便 有 
on + bal <lan|+|Bn| < 3+5=e 


内 此 ,an + Bn 也 是 无 穷 小 . 
引 理 2 ”有 界 变量 zn 与 无 穷 小 an 的 乘积 仍 是 无 穷 小 
及 对 于 一 切 交 有 
za <M. 
若 给 定 任意 数 。 > 0, 则 依 地, 对 于 无 穷 小 on 可 以 求 出 N, 使 当 n> N 时 有 
[an| < 二 


对 于 这 种 n, 显然 有 


E 
Zr on 二 za om <M. = 


由 此 推 得 ，zn :an 为 无 穷 小 . 
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30. 变量 的 算术 运算 ”下面 这 些 定理 所 以 重要 , 在 于 在 很 多 情形 时 , 用 了 它们 可 
以 不 必 把 一 切 与 极限 有 关 的 问题 都 追溯 到 “极限 ”的 定义 , 然后 依 指定 的 < 找 出 对 应 
的 NN, 等 等 . 用 了 这 些 定理 , 极限 的 计算 将 大 为 简化 . 

1 若 整 序 变 量 zn 及 yn 趋 于 有 限 极 限 : 


limzn =a, limy, =b, 
则 它们 的 和 ( 差 ) 仍 趋 于 有 限 极限 , 并 且 
lim(zn +yn) =a+tb. 
由 定理 的 条 件 , 推 得 
Tn=Q+on, Yn= b+bn (1) 
式 中 an 及 Bn 为 无 穷 小 . 故 
Tn 土 Yn = (a 土 0) 二 (on + Bn). 


这 里 的 ow 土 Bn 依 引 理 1 为 无 穷 小 ; 因此 , 应 用 极限 的 第 二 定义 , 可 以 证 实 整 序 
变量 zi 土 yn 有 极限 等 于 a 土 5, 此 即 要 证 明 的 . 

这 定理 及 其 证 法 , 可 以 推广 到 任意 有 限 个 有 极限 的 整 序 变量 相 加 的 情形 . 

2 若 整 序 变量 zn 及 如 趋 于 有 限 极 限 


limzn =a, limy, =%, 
则 它们 的 积 仍 趋 于 有 限 极限 , 并 且 
lim znyn = ab. 
仍 由 等 式 (1) 出 发 , 这 次 便 有 
Tnyn = Ab (Qn 十 ban + onBn). 

依 引 理 1 及 2, 在 括号 内 的 式 子 为 无 穷 小 量 . 由 此 便 推 得 , 整 序 变量 zy 确 趋 于 极 
- “定理 可 以 推广 到 任意 有 限 个 有 极限 的 整 序 变量 相 乘 的 情形 (例如 , 用 数学 归 
纳 法 ). 

3 著 整 序 变量 zn 及 wr 趋 于 有 限 极限 

lim zn = 4a, limy, =%, 


并 且 ) 异 于 0, 则 它们 的 比 仍 趋 于 有 限 极 限 , 并 且 


lim 2 一 
Im -一 二 一， 
yn 0 


“站 第 一 章 极限 论 [31] 


由 于 b 关 0, 根据 26 的 命题 3°, 由 某 项 开始 , 不 仅 如 关 0, 且 有 
[yn > 


式 中 了 是 常数 , 对 于 使 上 面 的 不 等 式 成 立 的 那些 m 比 5" 显然 是 有 意义 的 
依旧 由 等 式 (1) 出 发 , 得 


Qa 
ok — QB, ). 


依 引 理 1 及 2, 在 括号 内 的 式 子 为 无 穷 小 量 . 根据 开始 时 的 叙述 , 而 其 乘 数 将 是 

有 界 变量 : 
1 
byn 


因此 , 依 引 理 2, 等 式 右边 的 积 将 是 无 穷 小 . 但 它 表 示 整 序 变量 卫 及 数 4 的 差 , 故 
的 极限 是 7 此 即 所 要 证 的 


se 
ollyn| lolr 


31. 不 定式 “在 前 一 段 内 我 们 曾 考察 式 子 


化 
oY. pe (2) 


也 


并 在 整 序 变量 zw 及 如 都 趋 于 有 限 极限 的 假定 下 (在 相 除 的 情形 ， 的 极限 应 不 等 
于 零 ), 我 们 已 确定 了 各 式 子 的 极限 

今 再 详 述 余下 的 尚未 考察 的 情形 , 当 z。 及 y( 其 中 之 一 或 两 者 ) 的 极限 是 无 穷 
大 时 , 或 ( 若 论 及 除法 ) 当 分 母 的 极限 为 零 时 .由 这 两 种 情形 , 这 里 只 讲 四 种 重要 而 
且 有 用 的 奇异 性 . 

1 我 们 首先 来 看 商 2, 设 两 个 变量 z, 及 yy 同时 趋 于 零 . 这 里 我 们 首先 遇 到 
完全 特殊 的 情况 : 虽然 已 知 z 及 y 的 极限 , 但 关于 它们 的 比 的 极限 _ 在 不 知道 
这 些 整 序 变量 的 本 身 时 一 我 们 不 能 作出 任何 一 般 的 论断 .这 极限 ,依赖 着 两 变量 
各 自 改变 的 规律 ,可 以 有 各 种 不 同 的 数值 ,或 根本 不 存在 下列 的 简单 的 例子 可 以 解 
释 这 点 . 

设 zn = 二 ,3m 一 = 5 则 丙 整 序 变 量 各 自 趋 于 学 ,它们 的 比 宇 -二 也 趋 于 零 


反之 , 设 zn = =, tn = 访 骂人 它们 全 各自 直 于 鹤 ,但 这 次 它们 的 比 一 站 于 


wo! 再 取 任 一 异 于 鹤 的 数 a, 并 作 出 两 个 无 穷 小 w= 2 及 = 便 知 它们 的 比 有 
极限 为 a( 因 恒 等 于 a). 

最 后 , 大 zn = I 
根本 没有 极限 . 


= (两 者 各 有 极限 为 堆 ) 则 比 了 a = (Dt 显 出 
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这 样 , 单 是 知道 整 序 变 量 zx。 及 wy, 的 极限 , 在 目前 的 情形 下 我 们 就 无 法 判断 它 
站 的 比 的 性 态 : 必须 知道 整 序 变 量 本 身 , 即 它们 改变 的 规律 , 并 直接 研究 比 为 
了 要 表达 当 z, 0 及 办 0 的 情形 时 的 奇异 性 , 就 说 ,表达 式 2 是 - 型 的 不 定 
2? 在 同时 zj 一 土 oo 及 wy 一 土 oo 的 情形 , 亦 有 类 似 的 情况 . 若 不 知道 整 序 变 
量 本 身 , 关于 它们 的 比 的 性 态 便 不 能 作出 一 般 的 论断 ,这 一 事实 可 以 用 完全 类 似 于 
1? 内 引用 的 那些 例题 来 表明 : 


2 Xi 
Tn=N O00 和 三 1 一 co 一 三 一 一 0; 
Yn nn 
3 Vn, 
Tn=nN 00, hn =n 0 CO—=n a0: 
Yn 
Ti=0nN oo 0) 二 W080, 2 
Yn 
Xn 一 [2 BE (一 1 二 ]m 0 Wy 0 一 2 十 ab 
Yn 
很 本 没有 极限 . 
、 pn -YA a co 器 OO > S 
在 这 种 情形 , 就 说 , 表达 式 2 型 的 不 定式 . 
Nn 


3” 夺 zn 趋 于 零 , 同时 如 趋 于 土 oo, 则 研究 积 zyn 的 性 态 时 , 我 们 又 遇 到 像 
1” 及 2° 内 所 遇 到 的 那 种 奇异 性 . 关于 这 点 可 以 由 下 面 的 例题 证 实 它 : 


1 
= 二 Yn ONO0, nn 一 一 > 0; 
NN N 


1 
Zn 一 一 一 0， yn = nn? 一 co， Lnyn = NO OO 
7 


w 
Tn= O00F0) yn=no%0 TnYn 一 4 一 0 


_ as nn 十 1 
Te 0 Vie ye 


根本 没有 极限 . 

在 这 种 情形 , 即 当 zn 一 0 及 wy 一 00 时 , 就 说 , 表达 式 zy 是 0.00 型 的 不 定 
式 , 

最 后 , 考察 代数 和 zn 十 yn. 

4” 这 里 讲 当 z” 及 如 趋 于 异 号 的 无 穷 大 时 的 奇异 情形 : 就 是 若 不 知道 整 序 变 
量 zy 及 yn 本 喘 , 则 不 可 能 确定 za 二 yn 的 极限 . 在 这 里 所 表示 的 各 种 不 同 的 可 能 
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性 可 用 下 面 的 例题 表明 它 : 

Tn=2nN oo0, Vn = Nn 000, Zn Yn = N+; 

Tn=N 00 Yn = —2nN 一 一 00， Tn Yn 三 一 了 一 一 co; 

Z7 一 包 十 & 一 十 00， tr 三 一 有 一 一 00，， 2Xn 十 Wr 一 4 一 Qi 

Tn=n 二 + (1) 一 十 co， Yn = -no 00 Zr 十 如 一 (一 ?+ 
根本 没有 极限 . 


这 样 , 当 提 出 了 依 整 序 变量 zy 及 yn 的 极限 去 确定 由 它们 所 组 成 的 算术 式 (2) 
的 极限 这 个 问题 以 后 , 我 们 发 现 了 不 可 能 解答 的 四 种 情形 : 即 型 为 
| ~ 0.co， co 一 oo 
的 不 定式 . 在 这 些 情形 , 必须 注意 整 序 变 量 zy, 及 yn 的 改变 规律 , 直接 去 研究 我 们 
所 关心 的 式 子 . 类 做 的 研究 称 为 不 定式 的 定 值 法 .以 后 它 并 不 永远 像 上 面 所 举 的 例题 
那样 简单 . 下 面 我 们 要 举 几 个 这 种 类 型 的 比较 有 趣 的 例题 . 


32. 极限 求法 的 例题 “1) 设 p(n) 是 整数 n 的 常 系数 多 项 式 : 


kk 一 1 


p(n) = ao am + Qkin 十 QR， 


今 试 求 这 多 项 式 的 极限 . 若 这 多 项 式 的 一 切 系数 全 是 正 ( 负 ) 的 , 则 显然 p(n) 的 极限 是 十 ce( 一 ceo)， 
但 在 系数 为 异 号 的 情形 , 某 些 项 趋同 二 co, 男 一 些 项 趋向 -00, 就 遇 到 co 一 co 型 的 不 定式 . 

要 确定 这 一 不 定式 , 可 以 把 p(n) 写成 

p(n) =n" (oo 二 22+… 二 十 一 |. 

因为 在 括号 内 的 一 切 加 数 , 从 第 二 项 起 , 当 n 增 大 时 为 无 穷 小 , 所 以 括号 内 的 式 子 有 极限 为 ao; 但 
第 一 个 乘 数 趋 癌 +co. 在 这 个 情形 整个 式 子 趋 于 +ee 或 -co, 视 ao 的 符号 而 定 . 

将 已 给 式 子 变形 以 消除 其 “不 定性 ”( 如 我 们 这 里 所 用 的 ) 是 不 定式 定 值 法 中 常用 的 方法 . 

2) 大 9(n) 也 是 多 项 式 : 

q(n) = bon + bin T+... 二 bi_in 二 bi, 

则 商 在 nn 增 大 时 是 名 型 的 不 定式 

在 这 里 也 就 将 每 一 个 多 项 式 变形 , 如 同 在 1) 内 做 过 的 那样 , 则 得 : 
oo 十 二 十 … 十 允 


p(n) kl 
—— 二 bp 
Nn 


上 式 右边 第 二 个 乘 数 有 一 有 限 极限 名 . 若 两 个 多 项 式 的 短 次 相等 内 一 上 则 比 2 中 @ 的 极限 
DO 当然 , 这 些 记 号 是 不 带 有 任何 数 的 意义 的 . 其 中 每 一 个 不 过 是 四 种 例外 类 型 之 一 的 简短 约定 
记号 


g@ 据 此 , 在 25 的 例 4 内 , 可 得 极限 为 - 


[32] §2. 极限 的 定理 . 若干 容易 求 得 的 极限 “47. 


为 怀 刀 . 在 > ! 时 , 第 一 个 乘 数 趋向 +oo, 故 所 考察 的 比 亦 趋向 土 co( 其 符号 视 视 疗 的 符号 而 定 )， 
最 后 ! 在 <i 时, 第 一 个 乘 数 趋向 零 , 于 是 整个 式 子 跟着 它 趋向 零 . 

3) 求 三 角 锥 体 $4BC 的 体积 V( 图 3). 

分 锥 体 的 高 互 成 n 等 分 , 过 各 分 点 作 平 行 于 底面 的 平面 . 所 
得 的 截面 为 相似 于 底 的 三 角形 . 在 这 些 三 角形 上 各 作 一 系列 的 内 
含 与 外 包 的 三 角 柱 体 ; 由 第 一 组 组 成 体积 V,, 由 第 二 组 组 成 体积 
W, 并 且 显 然 

VW <V<V. 


但 差 V/V 并非 别 的 , 就 是 最 下 面 的 那个 外 包 三 角 柱 体 , 其 底 
为 O= 和 A4BC 高 为 = 因此 , 在 n 增 大 时 , 差 


从 而 差 V 一 VV 及 WW 一 V 也 趋 于 零 , 即 


V = lim Wh, = lim WV. 


今 试 求 WW 的 表达 式 .在 这 里 我 们 所 考察 的 是 由 一 组 外 包 三 
角 柱 体 所 组 成 的 立体 ; 依 锥 体 截面 的 性 质 , 它们 的 底 依次 等 于 凤 3 


1 ~ 22 2 n” 
3 3 ;3 ' 73 = 0, 
同时 所 有 的 高 都 等 于 过 因此 ， 


网 二 名 (12 十 22 十 .十 712) H_QH nmt+D2n+1) = De， 
n2 n n3 6 n2 


而 


4) 求 由 抛物 线 y = az*(a > 0) 上 的 一 部 分 OM,z 轴 上 的 线段 OP 及 线段 PM 所 围 成 的 
图 形 OPM 的 面积 Q( 图 4). 

分 线段 OP 成 n 等 分 , 并 在 各 部 分 上 作 一 系列 的 内 含 及 外 凸 的 矩形 . 这 旦 站 全 或 外 点 征 形 的 
全 体 各 目 组 成 阶 状 平面 域 , 其 面积 为 Q 及 @%, 二 者 之 差 即 最 大 外 凸 矩 形 之 面积 ~ .y. 由 此 , 如 
同 3) 内 一 般 ,Q% 一 Qn 一 0, 又 因 

Qn < Q < On, 
Q = lim Qn = lim O14. 
因 各 个 和 矩形 的 高 是 抛物 线 上 的 点 的 纵 标 , 其 对 应 之 横 标 依次 为 
1 2 2 


7 
一 化 一 加 一 和 一 和 一 2， 
[A NN 7 nN 


史 在 这 里 我 们 利用 前 nn 个 自然 数 平方 和 的 已 知 公 式 . 
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D2 ,2 

2 2 2 2 2 

公 ， 一 一 外 ;CFT QT 00 
nN nN ga) 


故 得 Q% 的 表示 式 


2 
QL 
Qn = +2 + tm) 


az” (n+1)(2n+1) 
6 n2 


由 此 ， 


。 1 QZ3 人 化 
Q=lmQ = 3 3 -3 

根据 上 例 ， 很 易 得 出 抛物 线 弓 形 M'OM 的 面积 等 于 
Sy, 即 为 外 接 和 矩形 M'P'PM 的 3 (这 结果 阿 基 米 德 早 就 知 图 4 
道 了 )@. 

5) 证 明 , 在 0<k<1 时， 

lim[(n +1)—n*]=0. 
在 这 里 我 们 有 oo oo 型 的 不 定式 . 将 它 变形 , 把 n* 从 括号 内 取出 : 
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0<n+1) n=n* 


因 TF 一 0, 所 以 (n 十 1)* 一 nk 0 此 即 所 要 证 的 . 
6) 求 整 序 变 量 
rn = Vn(Vnt+1— Vn) 
的 极限 .zn (根据 上 例 ) 是 oo .0 型 的 不 定式 . 
用 根 式 Vn 十 1 十 v 克 乘 及 除 上 式 的 右边 , 则 所 给 式 变形 成 二 型 的 不 定式 : 


7 一 万.(Vn+TLI-vnvn+l+vm vn . 
VN+l+vn Vntl1+ vn 
最 后 , 以 Vn 除 分 子 及 分 母 : | 
Zn 一 . 
1 十 元 十 1 


显然 ， 


1 1 / 
因 1 十 二 一 1 故 1 十 过 一 上 最 后 得 出 


lim x», = 


1 
2 
史 曲 线形 面积 的 一 般 定义 , 要 在 第 十 章 (第 二 卷 ) 才 给 定 ; 这 里 所 应 用 的 面积 计算 法 在 那里 亦 将 
一 般 化 以 适用 于 别 的 曲线 形 上 . 


[32] §$2. 极限 的 定理 . 若干 容易 求 得 的 极限 . 49 ， 
= 


7) 求 出 下 列 整 序 变量 的 极限 : 


Nn Nn 
Tn 一 9 一 ) 
V72 十 刀 m2 十 工 
及 
1 1 | 1 


So i re 
整 序 变量 z 及 yn 是 二 型 的 不 定式 ( 因 两 者 中 的 根 式 都 > n, 故 它们 必 趋 向 co) 将 它们 
变形 , 用 n 除 分 子 及 分 母 : | 
Tn 一 Yn 一 
1 二 二 1 二 方 
因 在 两 式 分 母 中 的 根 式 都 有 极限 为 1( 参 阅 上 例 ), 故 zw 一 1,y 一 1 
zn 的 表示 式 有 着 特有 的 形式 : 这 个 和 的 每 一 项 都 依赖 于 n, 且 其 项 数 也 随 着 ”而 增 大 @ 因 


每 一 项 都 小 于 首 项 而 大 于 末 项 , 故 


< ;BI i 


A? A? 
Vn Vi 
但 已 证 整 序 变量 z 及 gr 趋 于 公共 极限 1; 因此 , 依 28 的 定理 3°,z 亦 必 趋 于 这 极限 . 
8) 设 给 定 m 个 正 数 al a2,.… ,am, 其 中 之 最 大 者 记 成 4, 证 明 


lim No 二 az 十 .十 ao 入 二 4. 
这 一 结论 可 由 很 明显 的 不 等 式 
A Vari+a?ri...+an < A. Ym 


推 得 [参阅 25,5)]. 
/ 仿 我 人 在 27 内 看 到 过 , 当 a > 1 时 , 需 a” 一 十 co( 在 n 增 大 时 ). 今 研究 比 


a 


nk 
的 性 态 (当天 > 0 时 ), 它 是 = 型 的 不 定式 . 
先 证 一 辅助 不 等 式 (参阅 在 19 内 的 伯 努 利 不 等 式 ), 设 令 a = 1 十 入 因此 入 > 0, 依 牛 顿 二 
项 公式 得 : 


1) 


a = 1+" =1+n+ ed We 


Se 


因 在 n> 2 时 , 显然 n 一 1 > 5, 故 最 后 得 出 


Los CG — Da， 


在 二 1 时, 立即 得 出 
Nn 4 


出 在 4) 及 5) 中 的 V' 及 Q4 的 表示 式 也 有 这 种 特性 . 
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因此 ， 
lim — = +oo 
因 这 结果 对 于 任何 a > 1 均 成 立 , 故 若 下 > 1, 便 可 写成 (至 少 在 充分 大 的 n 时 ) 
|| > 


ne® n 
由 此 ， 
lim 一 十 oo(a > 1). 

n 
这 样 , 当 k > 1 时 已 证 明了 我 们 的 结果 , 而 这 结果 当 k < 1 时 显然 也 成 立 . 
10) 不 等 式 (3) 亦 可 以 用 来 证 明 

lim Vn=1. 
在 (3) 内 假定 a = Wn, 便 得 出 


n2 p> 


由 此 
0< Yn—1< J 
便 导 出 所 第 的 结果 . 
11) 我 们 现在 可 以 建立 另 一 有 趣 的 极限 . 


lim S82? = 0(o > 1). 


(在 这 里 我 们 又 得 一 二 型 的 不 定式 , 因为 , 容易 证 明 log。m 一 +oo)， 
实际 上 , 车 取 任 意 数 e > 0, 则 根据 we > 1, 当 n 充分 大 时 将 有 [26,1?] 


Yn <a’. 


以 a 为 底 取 对 数 , 便 得 
log, 也 
本 


由 此 便 推 得 上 述 命题 . 


33， 斯 托 尔 茨 (0.Stolz) 定理 及 其 应 用 ”为 着 要 确定 一 型 的 不 定式 的 极限 , 下 列 斯 
托 尔 芯 的 定理 经 常 是 有 用 处 的 @. 

设 整 序 变量 Wn， 一 二 oo, 并 且 一 一 至 少 是 从 菜 一 项 开始 
Da dx Md 


在 7 增 大 时 Yn 亦 增 大 : 


ee 
Yn yn — Yn—l 
只 需 等 式 右边 的 极限 已 知 为 存在 (有 限 或 土 00). 
首先 假定 这 极限 等 于 有 限 数 /: 
Tn 一 Tn-_ti 
yn — Yn—l 


特别 , 当 yj = n 时 , 这 定理 早已 被 柯 西 (A.L.Cauchy) 所 证 明了 . 


lim 一 竹 友 


[33] 8$2. 极限 的 定理 . 夺 干 容易 求 得 的 极限 下 


则 依 任何 已 给 的 s > 0, 必 能 求 得 序号 N, 使 当 m > N 时 有 


| 1 
Yn — Yn—l1 2 
政 
€ Tn Tn—l E 
| 全 :一 /十 一 
2 Yn ~ Yn—l1 2 
意 即 , 不 论 取 怎样 的 n > N, 一 切 分 数 
TN+1— TN TN2— LN+1 本 尼 九 一 1 一 Xn-2 Tn Ln-l 
VNH1 一 VJN UVN+2 一 NI Vn-1— Yn-2 Yn — Yn-l 


都 包含 在 这 些 限界 之 内 . 因为 n 增 大 时 yn 随 着 增 大 , 它们 的 分 母 都 是 正 数 , 所 以 在 那些 限界 之 内 
处 包含 着 分 数 

Tn — TN 

Yn — YN 
它 的 分 子 即 为 上 述 各 分 式 的 一 切 分 子 的 和 , 分 母 即 为 一 切 分 母 的 和 . 因此 , 在 n>NN 时 ， 


Zn 一 ZN -1 a 
Yn — YN 2 
由 恒等式 ( 它 很 容易 直接 验算 出 来 ) : 
于 (= 
Yn Yn Yn Yn — YN 
可 得 
i ZN — lyN 人 2 
Vn Yn Yn — YN 


右边 的 第 二 项 , 我 们 已 看 到 , 在 n>N 时 < 由 于 wy 一 十 oo0, 所 以 第 一 项 , 在 n> N' 时 ， 
也 将 < 若 在 这 时 所 取 的 N' > N, 则 在 n > NM' 时 , 显然 有 
Tn 


< 
Yn 


这 就 证 明了 我 们 的 命题 . 
无 穷 极限 的 情形 可 以 化 为 上 面 已 研究 过 的 情形 . 例如 , 设 
Tn 一 Ln—l 


lim 一 一 一 一 一 二 十 00. 
Yn Yn—1 


由 此 , 首先 推 得 (在 充分 大 的 n 时 ) ， 
Tn — Tn-_1> Yn — Yn—1, 


因此 , 随 着 加 一 +eo 而 z。 一 +co, 并 且 整 序 变 量 zw 随 着 序号 n 的 增 大 而 无 限 增 大 . 在 这 种 
情形 , 可 以 把 已 证 明 的 定理 应 用 于 2 
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nN 2 Vn, 站 Yn—1 
lim Ys lim 一 -一 一 一 
Tn Tn ~ Tn—l 


二 0. 
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(因为 在 这 里 极限 已 是 有 限 的 .) 由 此 推 得 


.Tn 
lim -一 二 十 co， 
Yn, 


此 即 所 要 证 的 . 
再 转 而 考察 下 列 例题 . 
12) 我 们 在 9) 内 已 看 到 , 在 a>1 时 


lim 2 = 十 co， 
J 
借助 于 斯 托 尔 获 定 理 立 即 能 得 出 这 一 结果 : 
lim 一 一 lim(o" ~ a” )= 1ima” @ 一 ) 一 十 00. 


关于 例 11) 亦 有 同样 的 情形 . 
13) 应 用 斯 托 尔 区 定理 可 以 证 明 下 列 有 趣 的 ( 柯 西 ) 命题 
若 整 序 变量 an 有 (有 限 或 无 穷 ) 极限 , 则 整 序 变量 

al 十 aa 十 … :十 an 

, n | 

( 整 序 变量 on 的 首 mm 个 值 的 “算术 平均 值 ?) 亦 有 同一 极限 . 
实际 上 , 在 斯 托 尔 世 定 理 内 令 


bi SS 


27m 一 Q1 十 Q2 十 …… 十 Qn， yn 一 NN, 


便 有 
Tn 一 Tn—l 


a 人 


Un Yn — Yn—1 
例如 , 若 我 们 知道 [10) ] Wn 一 1 则 必 有 
1+V2+ V3++.…++ Wn ee 
Ny 
14) 今 考 察 整 序 变量 


二 十 2 十 十 9 


Zn 二 
nkt1 


(k 为 自然 数 ), 它 是 = 型 的 不 定式 . 
在 斯 托 尔 芯 定理 内 令 


sR a i a Yn 


便 有 
本 
Lim es i ee 
但 
ee 1 a a 1)ne® Se 
如 此 , 便 有 


nr*t! a es Ge 
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从 而 [参阅 2) ] 


. n 
1m 2 es 


(FE 二 ln 十 k+l 
15) 最 后 , 我 们 来 求 整 序 变量 


人 二 路 十 .十 7 nh 
nn 一 nN i 一 六 二 


的 极限 , 它 在 第 一 种 形式 表示 co . 0 型 的 不 定式 , 而 在 第 二 种 , ce - co 型 . 由 分 数 的 减法 , 又 得 出 
型 的 不 定式 : 


本 (k+l1)ne* 
令 zn 等 于 这 分 数 的 分 子 , 而 yn 等 于 分 母 , 再 应 用 同一 定理 , 则 得 
i 《二 0 > 
lim wn, = lim Fn DJ 


_(k 上 


no (no1)"= kn 十 
如 此 , | 参阅 2) ], 最 后 即 得 


k+l1)k 
(ET , 


lim wu 1 人 


33. 单调 整 序 变量 


34. 单调 整 序 变量 的 极限 ”到 现在 为 上 上 , 在 所 有 关于 变量 的 极限 存在 的 定理 中 ， 
都 具有 下 面 的 特点 : 就 是 假设 某 些 变量 的 极限 存在 , 而 证 明 另 一 些 与 前 者 有 关 的 变 
量 的 极限 也 存在 . 至 于 当 所 给 的 变量 与 别 的 变量 无 关 时 如 何 判 定 它 有 有 限 极 限 的 问 
题 , 迄今 疝 未 提出 . 这 问题 的 一 般 形式 的 解答 , 留待 第 四 节 39 ~ 42 再 讲 . 我 们 在 这 
里 且 考 察 一 种 简单 而 重要 的 特殊 类 型 的 变量 , 这 一 类 变量 的 极限 问题 是 很 容易 解决 
的 . 

厂 对 于 整 序 变量 z。 有 


PD eh 
驶 是 说 , 大 w > n, 必 有 zw > zn, 这 时 我 们 把 zx,, 称 为 是 增 大 的 . 若 


Wl i DD Ce 
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就 是 说 , 若 nw/ > n, 必 有 zs > zn, 这 时 就 把 zw 称 为 不 减 小 的 . 若 对 于 增 的 这 一 术 
滞 , 赋 子 更 广泛 的 意义 , 则 在 上 述 的 后 一 种 情形 亦 可 以 称 为 增 的 变量 
仿 此 , 可 建立 减 小 的 一 狭义 的 或 广义 的 一 变量 的 概念 : 变量 zw 称 为 是 减 


PO Sn 


人 
如 此 由 n' > n, 推 得 (看 情形 而 论 ) zf < zn 或 仅 zh < Zr 
_ 切 这 种 类 型 的 , 向 单一 方向 改变 的 变量 总 称 为 单调 变量 .至 于 其 中 个 别 的 束 
序 变 量 , 通常 就 说 它 是 “单调 增 大 ”或 “单调 碱 小 ”. 
关于 单调 整 序 变量 成 立 下 列 一 一 具有 基本 重要 性 的 一 一 定理 . 
定理 设 已 给 单调 增 大 的 整 序 变 量 zn. 车 它 上 有 界 : 
A A 


则 必 有 一 有 限 的 极限 , 否则 , 它 趋 向 十 co. 
完全 同样 地 , 单调 减 小 的 整 序 变量 zn 恒 有 极限 . 若 它 下 有 界 : 


Zn 之 m(m 二 常量 ,n= 1,2,.…)， 
则 它 的 极限 是 有 限 的 , 否则 它 的 极限 为 -00. 
证 明 且 限 制 在 整 序 变 量 zx。 增 大 的 情形 , 可 能 是 广义 的 ( 整 序 变量 减 小 的 情形 
可 仿 此 详细 证 明 ) . 


先 假定 这 变量 上 有 界 . 则 依 11 的 定理 , 对 于 其 数值 的 集 {zn} 必 有 有 (有 限 的 ) 上 
确 界 存在: 


dn 
我 们 将 指出 , 这 数 a 刚好 就 是 整 序 变量 zj 的 极限 . 
实际 上 , 回忆 一 下 11 内 的 上 确 界 的 特性 . 第 一 , 对 于 一 切 n 值 将 有 


i 
第 二 , 不 论 取 怎样 的 数 。 > 0, 恒 能 求 出 序号 N, 使 
DN: 2 


由 于 我 们 的 整 序 变 量 的 单调 性 (在 这 里 , 我 们 首先 用 着 它 ) , 在 n > N 时 将 有 
zn 之 YN, 从 而 zn > a 一 &, 因此 对 于 这 种 ”就 成 立 不 等 式 : 


OT= | 两 二 动 过 总 


| 83， 单 调整 序 变 


半 
条 


由 此 ， 必 有 lim zx, = a. 
今 设 整 序 变量 xz; 不 上 有 界 . 则 不 论 数 巨 > 0 怎样 大 , 我 们 的 变量 总 有 一 值 大 
于 EB; 设 这 数值 是 zw : zw > 五. 根据 整 序 变 量 z。 的 单调 性 , 在 n > N 时 常 成 立 


人 


而 这 即 表 示 lim z。= 二 00. 

很 易 明 了 , 对 于 那 种 变量 , 它 仅 从 某 一 项 起 才 变 成 单调 的 ,一切 结论 仍 能 适用 
(因为 弃 去 起 首 的 任何 有 限 个 数值 , 对 于 变量 的 极限 并 无 影响 ) . 

转 而 考察 应 用 上 述 定 理 的 例题 . 

35. 例题 “1) 考察 整 序 变量 


A 


在 


Tr (SMEE SD 
WA 
因 
C 
| 


故 仅 需 n > c 一 1 时 ,变量 就 成 为 减 小 的 ; 同时 它 下 有 界 , 例如 ,zw 都 大 于 0， 央 此 , 整 序 变量 
依 定理 有 一 有 限 极 限 , 把 它 记 成 a. 

为 了 求 出 它 , 可 使 上 述 等 式 趋 于 极限 ; 因 zn+i 与 x 取 值 于 同一 数列 ( 除 第 一 项 外 ) , 亦 必 有 
同一 极限 a, 故 得 出 


Tn 


a=a-.0, 


由 此 , a = 0, 最 后 ， 


ce 


lim— = 0. 


nl 
2) 仍 设 c > 0, 令 定 义 整 序 变量 zn 为 : 


x1=Ve, rz2= VetvVe zs 一 Wc+Vc+Vc 


一 般 地 
Tn = c+ Vet+:'+ve 
Ne 
n 个 根 式 
这 样 ， 依 公式 ， 由 Ln, 可 得 出 必 刀 十 1 
作风 十 1 一 VC 十 Ln. 


很 明显 , 整 序 变量 rz 单调 地 增 大 , 同时 它 上 有 界 , 例如 , 都 小 于 数 Ve + 1, 实际 上 , z+ = VE 小 
于 这 数 , 今 若 假定 某 一 个 z < V5 + 1 则 对 其 后 一 数值 亦 得 


rnt+1 < Vectvetl< Ve+2vet+1l= vc 十 1 


这 样 , 根据 数学 归纳 法 就 证 明了 我 们 的 论点 是 正确 的 . 
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依 基本 定理 , 整 序 变量 zw 有 某 一 有 限 极限 a. 要 确定 它 可 在 等 式 
Z2 1 一 c 十 2 
中 取 极 限 ; 这 样 , 我 们 得 出 a 满足 于 二 次 方程 
四 
这 方程 有 异 号 的 两 个 根 ; 但 我 们 所 要 的 极限 a 不 可 能 是 负数 , 因此 , 必 等 于 其 正 根 


se A ed 


3) 取 任 何 zo,0 < zo < 1, 我 们 用 递 推 关系 式 
pg 
确定 整 序 变量 zw, 设 0 < zn < 1( 这 条 件 对 于 n 一 0 也 满足 , 我 们 确定 了 
0O<zn <rnri<1. 


EE 二 因 
此 我 们 已 归纳 地 证 明了 , 整 序 变量 xz;, 是 单调 增 大 的 , 而 且 保 持 小 于 1; 所 以 它 有 有 限 极 限 a 么 0. 
对 递 推 关系 式 取 极 限 , 得 出 a = 1. 因此 lim zn = 1. 

请 读者 自己 进行 讨论 如 果 取 xo 在 区 间 (0, 1) 外 的 情形 . 


附注 设 c 是 任何 正 数 , 并 设 zx。- cy 上 述 递 推 关系 式 变 成 为 : 
Yn+1 = Yn(2 — cyn). 
取 第 一 个 信 yo 满足 条 件 : 0 < yo < 二 , 我们 得 出 yn 是 单调 增 大 的 , 将 趋 于 =. 计算 机 就 是 按 这 个 
方法 来 计算 c 的 倒数 
4) 设 给 定 二 正 数 a 及 Ma > 5b). 作出 其 等 差 中 项 及 等 比 中 项 : 


0 和 四 b = Vab. 


大 家 知道 , 等 差 中 项 大 于 等 比 中 项 史 ; 同时 它们 勾 都 位 于 原来 两 数 的 中 间 : 


0 0 
对 于 数 ai 及 bhi, 再 作出 它们 的 二 种 中 项 : 
” @ 这 可 立刻 由 如 下 不 等 式 推 得 。 


2 Va -av 下- Me) > ota # 0) 


[35] 83， 单 调整 序 变量 人 


并 且 有 
al >aw2 >pb2 >b 


等 等 . 右 数 on 及 bn 已 确定 , 则 数 an+l 及 bw+1 依 公式 


Qn 十 bn 
QmAL 二 0 Grek = Vanbn 


确定 , 并 且 , 如 上 所 述 , 有 


Qn > Qn+41 > bp AI > D 


这 样 束 得 出 二 整 序 变 量 an 及 bm， 其 中 第 一 个 显然 是 减 小 的 , 而 第 二 个 显然 是 增 大 的 (逐渐 
互相 接近 ) . 同时 
0> un > b> Db 


即 二 整 序 变量 都 是 有 界 的 , 故 二 者 都 趋 于 有 限 极 限 : 


ca 一 la 及 =1linb 


厂 在 等 式 
a Qn 十 bn 
Qn+1l 二 i 
中 取 极 限 , 则 得 
Ca = 由 此 wx= 4. 


这 样 ， 二 序列 一 一 等 差 中 项 ao 的 序列 及 等 比 中 项 b 的 序列 一 都 趋向 于 公共 极限 
上 二 Ko bi 依 口 斯 的 称呼 , 称 它 为 原 数 a 及 5 的 等 差 -等 比 中 项 .要 通过 二 数 a,b 来 表达 (a,5)， 
在 现 阶段 中 对 于 我 们 是 不 能 办 到 的 , 它 需 要 用 到 所 谓 椭圆 积分 [参阅 303( 第 二 卷 )]. 

5) 仍 由 二 正 数 a 及 b(a > 5b) 出 发 , 这 次 是 等 差 中 项 及 调和 中 项 人 所 组 成 的 数列 : 


vp Qa+b bp 2ab 
De 
a Q1 十 bi 2a1b1 
- 2 | 1 十 bi 
a n 二 bn » 2an0n, 
i 5 a a 
| b y 
由 我 们 已 知 的 不 等 式 > Va6( 在 a 关 b 时) 可 得 出 : 


a+b\” a+b 2ab 
» 
( 2 ) > ob, 最 后 ,一 一 > 


@ 若 数 c 的 倒数 - 是 正 数 a 及 b 的 倒数 - 及 的 等 差 中 项 : 


2ab 
Gb 


:=3 (Et) Ss 


Q 


则 ec 称 为 a 及 5 的 调和 中 项 . 
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故 等 差 中 项 大 于 调和 中 项 , 但 二 种 中 项 仍 都 位 于 原来 二 数 之 间 . 应 用 于 a。 及 各, 便 得 
Qn > Qmn 二 1 > bn 1 > D， 


完全 类 做 于 前 一 例题 内 所 做 过 的 那样 , 可 以 证 明 ao 及 如 都 趋 于 公共 极限 c, 这 c 可 以 称 为 
数 a 及 5 的 等 差 - 调 和 中 项 . 

然而 , 在 这 里 的 c 有 一 个 通过 a 及 的 简单 表示 式 . 我 们 看 出 , a151 = ab; 因为 , 类 似 地 , 又 
有 an+ibn+l 二 Qnbn, 故 可 得 结论 : 对 于 一 切 n 值 ， 


Ci De Eb: 
由 此 式 取 极限 , 则 得 
c= Vab, 


即 两 数 的 等 差 - 调 和 中 项 就 是 它们 的 等 比 中 项 . 
6) 最 后 , 研究 一 个 较 复杂 的 例题 . 
由 某 一 实数 c 出 发 , 假定 zi = 而 以 后 的 整 序 变量 z。 的 值 则 由 公式 


2 


C TL 
Tn 二 1 = 5 十 p> (1) 


归纳 地 确定 它 . 今 由 关于 c 的 两 个 不 同 的 假设 出 发 来 研究 这 整 序 变量 的 极限 的 问题 . 
注意 到 , 知 预 先知 道 有 一 有 限 极限 


Ce (2) 


存在 , 便 可 不 费力 地 求 出 它 , 仅 需 在 等 式 (1) 中 取 极限 , 便 得 


2 


C 似 2 
0 或 亿 一 24 十 C 王 0. 
由 这 二 次 方程 求 得 


El = V1=,; 3 
(十 ) 


由 此 立刻 看 出 , 在 。 > 1 时 整 序 变 量 显然 不 能 有 一 有 限 极限 
a) 先 假定 0 < c < 1. 则 显 见 zw > 0. 由 (1) 式 逐 项 地 减 去 相似 的 等 式 


C Tn 1 
2mn 一 二 十 
2 > 
A 号 
便 得 
2 
Tn Cn-l 
Tntl — Tn 一 


显然 , za > zl = | 而 由 上 述 等 式 推 得 , 仅 需 zw > zn_1, 便 必定 有 zwj1 > zn. 这样 , 依 数学 归 
纳 法 , 可 以 确定 整 序 变量 x,, 为 单调 增 大 . 
类 似 地 , 可 证 明 这 整 序 变量 是 有 (上 ) 界 的 : 


人 
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这 不 等 式 在 nw = 1 时 显然 成 立 ; 又 根据 (1) 式 , 奇 它 在 任何 n 值 时 成 立 , 则 在 nw 十 1 时 亦 成 立 . 因 
此 知道 , (2) 式 的 极限 确实 存在 , 且 可 由 (3) 式 来 表示 , 因 这 极限 不 能 大 于 1, 根 号 前 必然 是 负 号 . 
b) 今 设 -3 < c < 0. 显然 , 对 于 一 切 n 有 
Tn > 5 
我 们 将 指出 , 在 这 情形 时 xz。< 0. 这 在 n= 1 时 为 真 ; 和 若 设 这 一 事实 对 某 一 n 值 时 为 真 , 则 
ls 2Z2 < Ei 上. < Id ( 因 汪 a 


故 zn+l 将 与 5 的 符号 相同 , 故 必 为 负数 , 此 即 需 证 者 . 
整 序 变 量 z。 现 在 不 再 是 单调 的 了 ， 于 是 , 若 在 (1) 式 内 先 设 n = 2k 及 2k 一 2, 然后 设 
n 二 2k 十 1 及 2k 一 1, 并 在 两 个 情形 内 逐 项 相 减 , 则 得 


T2k41 ~ TC2k—l1 


_ Tok ~ TL2k—2 
》 
2 2 (4) 
_ TL2kt+1 ~ 2X2k-—1 
Tok42 — Tok 二 一 


2 
由 此 , 可 以 归纳 地 得 出 结论 : 恒 有 


和 2KT1 > Tok—l J T2k+2 < Tk. 


事实 上 ,zs > zl = 2; 故 |zs| < |z1|,23 < z1. 又 依 公式 (4) 的 第 二 式 (在 = 1 时 ) 将 有 
z4 < x2. 因此 |z4| > |zal,zdi > x2. 又 依 公 式 (4) 的 第 一 式 (在 k= 2 时 ) 得 zs > za, 等 等 . 

这 样 , 在 所 考察 的 局 形 ， 分 别 地 取出 的 整 序 变 量 x24_1 及 Zz2k(k = 1,2,…) 将 成 为 单调 的 ; 
叉 因 它们 都 位 于 有 限 限界 = 可 = 及 0 之 间 , 则 必 两 者 都 有 有 限 极限 


/ = /1 ‘ 
a 二 lim xX2xr 1, a 二 lim zok. 


剩 下 来 还 要 证 明 ga’ = a”. 为 这 目的 , 使 (1) 式 内 的 序号 n, 先 经 由 偶数 各 值 , 然后 经 由 奇数 
各 值 趋 于 无 穷 . 我 们 得 出 两 个 极限 关系 式 : 
/12 12 


a 
Ts (5) 


相 减 , 消去 c, 得 


(a -a )(a 十 a 十 2) = 


因 我 们 即将 断定 , 若 c > 一 3， 则 第 二 因 式 不 能 为 零 ， 故 必须 a = a”. 在 相反 的 情形 ， 以 
a” 二 一 a' 一 2 代入 关系 式 (5) 的 第 二 式 内 , 我 们 将 得 出 a 的 二 次 方程 


a 00 (j= 0 


它 在 c > 一 3 时 是 不 能 有 实 根 的 . 
最 后 , 若 c = 一 3, 则 第 一 括号 与 第 二 括号 同时 等 于 0, 因为 在 这 种 情形 w = 一 1,a” = 一 1. 
因此 , 在 一 切 情形 a’ = a”. 用 a 表示 这 些 极限 的 公共 数值 , 显然 , 在 a 的 表达 式 (3) 中 根 号 
前 将 仍 为 负 号 , 因为 负 的 整 序 变量 z 的 极限 决 不 会 是 正 数 的 . 
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总 绪 前 述 的 各 例题 , 我 们 作出 下 列 附注 : 已 证 明 的 这 个 定理 乃 是 典型 的 “存在 定理 ”: 这 定理 只 
确定 了 极限 存在 的 事实 , 但 它 并 未 给 出 任何 计算 极限 的 方法 . 虽然 如 此 , 它 仍 具 有 非常 的 重要 性 . 
因为 一 方面 , 在 理论 问题 中 第 常 仅 需 知 站 极限 的 存在 就 够 了 ， 另 一 方面 , 在 很 多 情形 预先 证 明了 
极限 存在 的 可 能 是 很 重要 的 , 它 会 帮助 我 们 找 出 实际 计算 这 极限 值 的 途径 . 如 在 例 1),2),3),5),6) 
中 , 就 是 先知 道 极 限 存 在 的 事实 , 然后 才 人 允许 在 茶 些 等 式 内 用 极限 步骤 来 确定 极限 的 确实 数值 . 

就 这 一 点 来 说 , 特别 应 该 接受 例 6) (b) 的 教训 . 注意 , 在 c < -3 时 (3) 式 仍 有 意义 , 但 这 并 
不 表示 着 它 仍然 是 整 序 变量 x 的 极限 ; 相反 地 , 这 时 zn 的 极限 并 不 存在 : 例如 ,容易 知道 , 在 
c 二 一 4 时 , 整 序 变 量 依 数列 

二 
而 递 变 , 故 无 极限 ， 

在 例 4) 中 我 们 并 无 表达 极限 的 式 子 , 但 因为 知道 它 的 存在 , 并 且 它 常 位 于 整 序 变量 an 与 br 
之 间 , 而 an 及 bn 又 从 两 边 趋同 它 为 极限 , 故 能 很 容易 地 算出 它 的 准确 到 任何 程度 的 近似 值 来 . 

在 下 一 小 节 内 我 们 将 再 看 到 应 用 单调 整 序 变 量 定理 的 另 一 重要 例题 . 


36. 数 e 我 们 在 这 里 将 应 用 极限 步骤 来 定义 一 个 新 的 数 . 这 新 的 数 迄 今 为 止 
我 们 尚未 遇 到 过 . 
试 考察 整 序 变量 


并 设法 应 用 34 的 定理 来 确定 它 的 极限 . 
因为 在 指数 nn 增 大 时 宕 的 底数 正在 减 小 , 所 以 整 序 变量 的 “单调 性 ” 不 是 直接 看 
得 出 来 的 . 为 着 证 明 x 的 单调 性 , 可 根据 二 项 定理 展开 上 式 : 


ed inl nm D1 nm- Dn-2 1 
Nn Nn 总 n2 ls3 n3 
EC 1 Ae Ee ee 1 
DD 1 Dnt 1 

La 2 n 1:2...n (8 


A 
ciel (ile 
1 1 el 1 二 

eC A A 
和 若 改 上 式 左 边 的 zx 为 zn+i， 即 使 nw 增 大 1， 则 在 该 式 右 边 首 先 须 在 最 后 加 上 第 
(n 十 2) 项 ( 正 的 ) , 又 前 面 写 着 的 nn 十 1 项 中 每 一 项 也 都 增 大 了 些 , 因为 在 任 一 括号 
内 1 一 二 型 的 因 式 都 已 换 成 较 大 的 因 式 1 - 一 
由 此 必 有 


Tn+l > Tn, 


即 x 是 增 大 的 整 序 变量 . 


ED §3， 单 调整 序 变量 .61 . 


今 将 证 明 , 它 又 是 上 有 界 的 在 (6) 式 中 略 去 一 切 括号 内 的 因 式 会 使 它 增 大 了 
些 . 因此 
上 1 


由 
0 


更 进一步 , (由 第 2 个 分 数 起 ) 将 分 母 中 的 每 一 因子 都 换 成 2, 使 所 得 的 式 子 又 增 
大 了 些 , 因此 


II 1 
人 
目 是 由 第 二 项 3 起 各 项 的 总 和 < 1, 因此 < 3, 从 而 zw < 3 
由 此 , 依 34 的 定理 , 整 序 变 量 z。 必 有 一 有 限 极限 . 依照 欧 拉 (L.Euler) 的 志 法 ， 
导 字 母 e 表示 这 极限 . 这 数 
e = lim (1 加 i: ; 
7 


个 论 对 于 分 析 学 本 身 , 或 是 它 的 应 用 , 都 有 极端 的 重要 性 . 它 的 首 15 位 十 进 小 数 , 就 


一 -- 一 


人 上 


e = 2.718 281 828 459 045 


在 下 一 目 内 , 我 们 将 指出 计算 数 e 的 近似 值 的 简便 方法 , 同时 顺便 证 明 数 e 是 无 理 数 . 
数 e 的 某 些 性 质 (我 们 在 以 后 [54, (13)] 再 证 明 ) 使 得 选 它 作为 对 数 系统 的 底 时 
有 特殊 的 便利 .以 e 为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 , 用 不 标 出 底 的 记号 ln 来 表示 它 ; 在 
理论 的 研究 中 , 总 是 用 着 自然 对 数 定 . 
以 十 为 底 的 稼 用 对 数 与 自然 对 数 的 关系 倩 公式 


| 直人 从 
来 表示 , 式 中 MM 为 换 底 的 模 且 等 于 


1 
= lge= ©— ~ = 0.434 294.…. 
M = |]ge m10 0.434 29 


的 两 边 各 取 以 10 为 底 的 对 数 便 是 . 

中 这 对 数 有 时 误 称 为 纳 皮尔 对 数 , 取 名 于 对 数 的 发 明 者 一 一 苏格兰 数学 家 纳 皮 尔 (J.Napier,16~17 
世纪 ) . 纳 皮 尔 本 人 并 不 曾 有 过 对 数 系统 的 底 的 概念 (因为 他 系 独创 一 格 , 在 另外 的 原理 上 建立 它 
们 ) , 但 他 的 对 数 相 当 于 底数 接近 - 的 对 数 . 与 他 同时 代 的 比尔 吉 (J.Biirgi) 则 创 底数 接近 。 的 对 
数 . 
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37. 数 e 的 近似 计算 法 ” 回 到 等 式 (6) , 硅 固 定 及 并 设 n > 用 弃 去 最 后 的 一 
部 分 , 即 在 第 十 1 项 以 后 的 一 切 项 , 则 得 不 等 式 


让 mn 增 大 至 无 穷 取 极限 , 因 所 有 括号 的 极限 均 为 1, 故 得 : 
e> 2 十 于 十 可 十 十 三 中 元 
这 不 等 式 对 于 任何 自然 数 都 成 立 . 因此 ， 


i 
由 此 , 明显 地 [根据 28, 定理 3], 又 有 
lim y», = e: 
顺便 注意 到 , yn 是 无 穷 级 数 [25, 9) 


和 1 
dt 
的 前 nw 十 1 项 的 部 分 和 , 因而 刚才 所 说 的 极限 关系 式 表明 e 是 它 的 和 , 也 可 以 说 e 展开 成 为 这 个 
级 数 , 因而 可 写 
人 
1! 23 nl! 

在 计算 数 e 的 近似 值 时 , 用 整 序 变量 y,, 比 用 zx 更 为 便利 . 再 估计 y, 向 e 接 

近 的 程度 . 为 此 目的 , 先 考察 y, 与 在 如 后 面 的 任何 数值 yym(m = 1,2,…) 之 间 


的 差 . 得 


Yni+m 一 yn 

1 1 1 

a 

人 1 1 1 

ee {1+ + tt 


在 在 括号 { } 内 把 各 分 母 中 的 因子 都 换 成 n+ 2, 则 得 不 等 式 
1 ] 1 ] 
Yni+m — Yn < mi tt 
大 把 括号 内 换 成 无 穷 级 数 的 和 , 则 不 等 式 只 有 加 强 , 故 


nn 十 2 
= < Ea , 
lhe Mie Oo pe Tl pe 


[37] $3. 单调 整 序 变量 . 63 . 


今 使 n 固定 不 变 , 并 使 m 趋 于 无 穷 , 则 整 序 变 量 加 +m( 标 着 序号 m 的 ) 依次 取 
数列 


UP 十 1 Ynt+2; 7 ,Yntm, 
中 的 各 值 , 显然 将 收敛 于 e. 因此 , 在 取 极 限时 得 
十 2 
~ (n+1)! n+l 
或 最 后 , 得 ， 
0<e 一 2 < 一 一 号， 
NN 


若 用 9 表示 差 e -内 与 数 二 的 比值 (显然 , 它 位 于 0 与 1 之 间 ) , 则 又 可 以 
写成 
0 
e Yn = 
将 式 中 的 如 用 它 的 展开 式 代 入 , 我 们 便 得 出 重要 的 公式 : 
c=1+ 二 二 二 二 一 +， (7) 
1! 21 nl nln 
它 是 计算 e 的 出 发 点 . 弃 去 最 后 的 一 项 “ 余 项 ”, 并 把 其 余 的 各 
项 都 换 上 十 进位 小 数 的 近似 值 , 我 们 就 得 出 e 的 近似 值 2.000 000 00 
今 将 用 公式 (7) 计算 6 使 准确 至 一 . 首先 须 确定 怎样 选 1 soon 
取 n( 它 可 由 我 们 任意 取 定 ), 才能 实现 这 一 准确 度 2 
逐次 计算 阶乘 的 倒数 (参阅 附 表 ) ,我 们 看 到 , 在 ?2 = 10 一 =0.166 666 67- 
时 , 公式 (7) 的 “ 余 项 ” 已 是 
-一 =0.041 666 67— 


0 0 4! 

-一 = -一 < 0.000 000 03, 

nn 10:10 时 二 =0.008 333 33+ 
所 以 弃 去 它 时 , 我 们 造成 的 误差 远 远 地 小 于 所 规定 的 限度 . 我 > 
们 就 停止 在 这 n 值 上 . 把 其 余 的 各 项 都 化 成 十 进位 小 数 , 在 第 一 =0.001 388 89- 
八 位 小 数 上 四 合 五 入 地 凑 成 整数 (达到 后 备 的 准确 度 ) , 则 最 | 
大 误差 在 绝对 值 上 小 于 第 八 位 小 数 的 半 个 单位 , 即 小 于 5， 7 
我 们 把 计算 的 结果 汇集 成 一 表 . 与 近似 值 并 列 着 的 记号 (+ 或 | -0000024 80+ 
一 ) 表示 着 校正 数 的 符号 , 要 回复 到 准确 的 数值 必须 要 把 校正 数 
加 上 去 才 行 . or =0.000 002 76-— 


因此 , 我 们 刚才 所 看 到 的 , 在 弃 去 余 项 时 校正 数 小 于 1 


再 检查 在 四 含 五 人 地 凑 成 整数 时 的 校正 数 (连同 它们 的 记号 ) 100 
以 后 , 很 易 判 定 , 对 于 数 e 的 近似 值 的 总 校正 数 必 在 27182818 
3 及 0 
108 108 


DO 因 -十 < 二 (这 是 很 易 验算 的 ) ， 
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之 间 . 由 此 数 e 本 身 必 位 于 小 数 
2.718 281 78 及 2.718 281 86 
之 间 , 故 可 置 
e = 2.718 281 8 土 0.000 000 1. 
顺便 注意 到 , 公式 (7) 亦 可 以 用 来 证 明 数 e 为 无 理 数 . 
由 反面 推论 , 试 假定 e 等 于 有 理 数 4 则 若 对 于 这 个 写 出 公式 (7) , 便 有 


m 1 1 1 0 
一 二 1 十 一 十 二 十 :… 十 一 十 一 一 (0<0<1). 
Nn er on 0 ) 


在 这 等 式 的 两 边 都 乘 以 nl 约 去 除 未 项 以 外 的 一 切 分 母 , 我 们 将 得 出 左边 是 整数 , 而 
右边 是 整数 带 着 分 数 《, 但 这 是 不 可 能 的 . 这 矛盾 便 证 明了 我 们 的 命题 


38， 关 于 区 间 套 的 引 理 ”在 简 述 单调 整 序 变量 的 这 一 市 的 末尾 , 沿 第 向 述 “ 面 对 
面 " 地 互相 接近 的 二 个 单调 整 序 变量 . 

设 给 定单 调 增 大 的 整 序 变 量 zj 及 单调 减 小 的 整 序 变 量 轴 , 且 恒 有 车 其 差 甸 一 Zr 趋 
向 于 0. 则 二 整 序 变 量 必 有 公共 的 有 限 极 限 : 


c= lim zw = lim .8) 


事实 上 . 在 一 切 n 和 值 时 wy, < 1, 于 是 依 (8) 式 , 又 上 必 有 zn < 页 (2 三 1 2…). 增 
大 的 变量 x; 既然 上 有 界 , 因此 它 必 有 一 有 限 极 限 


Gr 
类 似 地 , 对 于 减 小 的 变量 vy 将 有 
Yn > Tn 之 21) 


因而 它 也 趋 于 有 限 极 限 
c = lim yn. 
但 依 30 的 定理 1°, 两 极限 的 差 
c —c= 1im(yn 一 Zn 
依 给 定 条 件 是 等 于 0, 因而 c = c; 此 即 所 要 证 的 . 
已 证 明 的 论点 可 以 赋 子 另 一 形式 , 使 成 为 第 用 的 形式 . 
3) 在 等 式 (8) 中 以 < 代替 < 不 会 破坏 命题 的 正确 性 . 


[38] §3， 单 调整 序 变 量 . 65 ， 
满足 不 等 式 
Cb 


的 一 切 数 (或 向 说 成 “点 ”) z 所 成 的 集合 称 为 区 间 [a,8]( 式 中 a < 60). 数 (“点 ")a 及 上 b 
各 称 为 区 则 的 左 端点 及 区 间 的 右 端 点 , 其 差 5 一 a 称 为 区 间 的 长 . 不 难看 出 , 在 数 轴 
上 与 区 间 对 应 的 是 (具有 相同 长 度 的 ) 线段 . 

厂区 则 [a',91] 的 一 切 点 都 属于 区 间 [a,0], 或 同一 说 法 , 大 


se 


则 约定 说 , 区 间 [a',01 包含 在 区 间 [a,9| 内, 或 套 在 它 里 面 . 其 几何 意义 是 很 明白 的 . 
设 有 一 区 间 套 的 无 穷 序 列 


aa， b1 |， [Qa2, b2|， es [a PN ee 
后 一 个 总 是 包含 在 前 一 个 内 , 并 且 在 n 增 大 时 这 些 区 间 的 长 趋向 0: 
lim(bn, — an) = 0. 
则 区 间 的 端点 a 及 ba( 从 不 同 的 两 边 ) 趋 于 公共 的 极限 
es hb 


它 是 一 切 区 间 的 唯一 的 公共 点 . 
这 只 是 前 面 已 证 明 的 定理 的 另 一 种 写法 而 已 , 依 条 件 


Un < Qn+tl < | < b,,, 


因而 第 n 个 区 间 的 左 并 点 an 及 右 端 点 如 就 分 别 担任 奢 单 调整 序 变 量 rz" 及 yn 的 
角色 . 
因为 an 增 大 而 趋 于 cb 减 小 而 趋 于 c, 故 


0 (信守 小 和 2 


即 点 c 实际 上 属于 一 切 这 些 区 间 . 同时 , 异 于 c 的 男 一 点 c 就 不 会 有 这 样 的 性 质 ， 
为 , 否则 我 们 便 要 有 
2 lc —a > 0， 
而 第 n 个 区 间 的 长 就 不 能 趋 于 0. 
以 后 我 们 要 时 常 引 用 这 一 命题 , 它 就 称 为 “关于 区 同 套 的 引 理 ”. 
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84. 收敛 原理 . 部 分 极限 
39. 收敛 原理 ” 设 给 定 整 序 变量 x), 依 数列 


es A re LI 


而 递 变 . 最 后 , 我 们 要 研究 关于 这 一 整 序 变量 是 否 有 有 限 极限 存在 的 一 般 判 定 法 的 
问题 . 为 春 这 一 目的 , 极限 定义 本 身 是 不 能 使 用 的 , 因为 在 定义 内 已 经 用 到 这 个 极限 ， 
而 它 的 存在 与 否 却 还 是 我 们 所 要 讨论 的 问题 . 我 们 所 需要 的 , 是 在 判定 法 内 仅 需 应 
用 我 们 已 经 有 的 东西 , 也 束 是 整 序 变量 z 的 数值 所 成 的 数列 (1) . 

所 提出 的 问题 由 下 列车 名 的 定理 而 得 解决 ， 这 定理 属于 捷克 数学 家 布尔 查 诺 
(B.Bolzano) 及 法 国 数学 家 柯 西 , 它 篆 称 为 收敛 原理 . 


定理 整 序 变量 zw 有 有 限 极限 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 于 每 一 个 数 6。> 0 总 
存在 着 序号 N, 使 当 n >N 及 n >N 时, 便 能 成 立 不 等 式 


| 天 | (2) 
有 如 读者 所 看 到 的 , 在 这 里 , 事情 就 是 这 样 , 要 使 变量 的 诸 数值 依 它们 的 序号 增 
大 的 程度 互相 无 限 地 接近 着 9). 且 看 证 明 . 
必要 性 ” 设 整 序 变 量 zx。 有 确定 的 有 限 极限 a. 依 [23] 极限 的 定义 , 就 是 对 于 不 
论 怎 样 的 数 = > 0, 根据 数 5 必 能 求 出 序号 N, 使 当 n > N 时 , 不 等 式 


E 


恒 能 成 立 . 
今 任意 取出 二 序号 n> N 及 内 > NN, 则 必 同 时 成 立 
> 2 
zn al < 及 | 一 入 | < 了 
由 此 
训 区 
Zr 一 2 三 (zz 一 oa)+(ae 一 zz 和 lz 一 ol 十 la 一 2 人 


这 样 , 条 件 的 必要 性 已 证 明 . 证 明 它 的 充分 性 要 难得 多 . 
充分 性 ” 设 定理 的 条 件 已 经 满足 , 需要 证 明 整 序 变量 xz。 有 确定 的 有 限 极 限 存在 . 
为 这 目的 , 在 全 体 实数 域 中 依 下 列 法 则 产生 一 个 分 划 . 对 于 实数 a, 若 zx。 从 某 
一 序号 开始 能 满足 不 等 式 
Vs 
” 9) 使 得 定理 条 件 成 立 的 序列 zw 通常 称 为 自己 收敛 的 (术语 “基本 序列 ”和 “ 柯 西 序列 "同样 通 
行 ) . 


.39] 84， 收 敛 原 理 . 部 分 极限 ‘67. 


则 取 这 种 实数 a 归 入 下 组 4， 取 其 余 的 ( 即 不 落 在 4 内 的 ) 一 切实 数 w 归 入 上 
组 4/. 

首先 , 利用 定理 的 条 件 说 明 这 些 组 均 非 空 集 . 指定 任意 数 s > 0, 取出 (在 前 述 的 
意义 下 ) 对 应 于 它 的 序号 N. 苦 n > NN 及 n>, 则 (2) 式 成 立 , 由 此 


2 一 E< Zn < IT 十 E. (3) 


现在 我 们 看 到 , 每 一 数 x 一 e( 其 中 mn’ > N) 都 属于 4 组 , 因为 在 ”充分 大 时 (就 是 ， 
n > N)zn 总 能 超过 它 . 男 一 方面 , 因为 (对 于 同样 这 些 ”jz 显得 比 2 +es(n' > 及) 
型 的 任何 一 数 为 小 , 就 没有 哪 一 个 x 十 e 可 以 放 入 4 内 去 , 因此 , 必 属 于 4' 组 . 

由 确定 4 及 h’ 的 法 则 很 明显 地 可 以 看 出 , 每 一 实数 必定 而 且 仅 只 落 在 二 组 之 
一 内 . 同时 还 有 , 每 一 (4 内 的 ) 数 a 必 小 于 每 一 (4 内 的 ) 数 a'; 事实 上 ,在 a > wa 
时 , 整 序 变 量 zn, 从 某 一 项 起 , 便 要 违反 数 a 的 定义 而 超过 数 a’' 了 . 这 样 , 上 述 实 
数 域 的 分 组 确实 产生 一 个 分 划 . 

根据 [10] 戴 德 金 的 基本 定理 , 有 实数 a 咏 存 在 , 它 是 两 组 数 中 间 的 界 数 : 


这 


但 我 们 注意 到 , 在 任何 mw > N 时 , x% 一 2 是 茶 一 个 a 而 zi 十 e 是 某 一 个 a'. 因此 
对 于 任何 mw > N, 特别 有 


rT -ea<zrz +e 或 la-x |=|z% -al<e. 


根据 [23] 极限 的 定义 , 这 即 指 


一 和 


定理 已 证 明 10) . 
这 一 判定 法 的 应 用 , 我 们 在 以 后 的 叙述 中 将 不 止 一 次 地 要 过 到 . 


在 所 指 的 定理 中 , 它 是 用 6 表示 的 . 
BA 由 凶 .) 
0 ee de ane 
用 等 式 an = if f zkbn 一 Sup 分 别 定 义 数 an 和 (an 加 是 有 限 的 或 无 穷 一 一 暂时 没 多 大 关 


系 ). 那么 , 当 3 时 a。 本 人 此 外 对 任意 的 mn 有 an < an+i,bn > bn+1. 根据 定理 条 件 , 对 
任意 > 0, 存在 这 样 的 数 N = N(e), 使 得 对 所 有 的 mm > NN 有 zn 一 zw' 8. 任意 固定 n> NN. 
那么 不 等 式 zj < zy 十 < 表明 序列 数 b,, 对 所 有 nn 有限 , 明 当 n>N 时 bs,<< z+t+sa. 现 
ee 因为 当 nw >W 时 wy 罗 厌 三 训 我 们 已 可 断言 当天 世 六 了 时 交 交际 三 E 令 天 三 而 
便 得 到 : 当 m” > 入 时 0< 一 an 6 从 而 bn 一 arnx 一 > 0. 根据 38 目 第 一 一 个 断言 , 序列 ow 与 5， 
人 六 共同 的 极限 c, 因为 on < zn < bx, 序列 zx 同样 收敛 于 c, 布尔 查 诺 - 柯 西 定 理 证 毕 . 


.68 ， 第 一 章 极限 论 [40] 


40. 部 分 数列 及 部 分 极限 今 同 时 考察 数列 (1) 及 由 它 里 面 所 选 出 的 任 一 部 分 
数列 (或 子 数列 ) 


Tniy Tn Tnry (4) 


式 中 {nx} 是 某 一 目 然 数 的 递增 数列 : 
WN < NM NE < MLL Cte 的 


在 这 里 , 依次 取 所 有 自然 数 为 值 的 序号 已 不 是 由 n, 而 是 由 担任 ; 而 wk 则 已 成 为 
一 个 取 自 然 数 为 值 的 整 序 变量 , 日 显然 地 , 在 大 增 大 时 它 趋 问 于 co， 
若 数 列 (1) 有 确定 的 极限 a( 有 限 或 无 穷 ), 则 部 分 数列 (4) 亦 必 有 相同 的 极限 . 
为 了 示例 , 试 考察 a 为 有 限 的 情形 . 说 对 于 指定 的 s > 0 能 求 出 N, 使 当 n> N 
时 已 成 立 不 等 式 : 


a0 和 各 


因 nj 一 co, 故 必 有 天 存在 , 使 当 kk > K 时 有 nk > N. 于 是 对 于 那些 的 值 将 成 
立 不 等 式 


i a| $s 5E， 


这 就 证 明了 我 们 的 命题 . 

(顺便 注意 到 , 在 作出 这 论断 时 , 我 们 并 没 用 不 等 式 (5), 即 并 未 应 用 到 整 序 变量 
nk 的 单 凋 性. 因此 , 不 论 整 序 变量 wk 依 怎样 的 规律 趋向 +co, 我 们 的 命题 仍 为 有 
效 .) 

厦 整 序 变 量 zw 或 即 数列 (1), 并 无 确定 的 极限 , 则 对 于 它 的 任何 一 个 部 分 数列 
(4 或 对 应 于 它 的 整 序 变量 zw = zn 来 说 , 极限 仍 可 能 存在 . 这 种 极限 称 为 整 序 变 
量 zn 或 数列 (1) 的 部 分 极限 . 

例如 , 设 zn = (一 1)”™, 这 整 序 变 量 无 极限 . 但 和 若 限 制 n 仅 依 奇数 或 偶数 而 递 变 , 则 部 分 数 
列 

Tre oe .op 
及 
dh ms Yap = 

将 各 有 极限 为 1 或 -1. 这 两 数 就 是 zn 的 部 分 极限 . 类 似 地 , 整 序 变量 zn = (一 1)”t'n 有 部 分 
极限 +oo 及 -co, 而 za = n(n 了” 有 部 分 极限 十 co 及 0. 

整 序 变量 的 部 分 极限 可 以 是 一 无 穷 集 , 举 一 个 这 种 例子 也 很 容易 ; 下 面 是 其 一 例 . 依 下 列 法 则 
定义 整 序 变量 zn: 大 序号 n 写成 十 进位 制 为 : gqB8…~y(a,B，,… ,7 是 数码 ), 则 令 


Bh. 00D ry 


例如 ,x13 = 0.13, X4035 二 0.4035 等 等 . 在 这 时 , 每 一 个 0.1 与 1 之 则 的 有 限 十 进 小 数 在 这 整 序 变 
量 的 数列 中 出 现 无 穷 多 次 , 例如 ,0.217 在 第 217 项 出 现 , 又 在 第 2170 项 , 第 21700 项 , 等 等 出 现 . 


41] 8$84， 收 敛 原理 . 部 分 极限 . 69 


由 此 立刻 推 得 , 在 0.1 与 1 之 间 的 每 一 个 有 限 十 进 小 数 将 成 为 这 整 序 变量 的 部 分 极限 . 但 若 
至 这 限界 内 取 任 何 另 一 实数 a, 则 只 需 将 它 表示 为 无 穷 十 进 小 数 [9]: 


6 
陈 立 刻 可 知 部 分 数列 
Tel = 0.c1, Tees = 0.c1c2 ,Zelco CR 一 0.clco2 CR， 


沪 极 限 刚 好 就 是 a, 这 样 , 在 所 考察 的 情形 , 数列 的 部 分 极限 充满 着 全 区 间 [0.1, 1]. 

整 序 变量 zn 是 否 恒 有 部 分 极限 存在 ? 在 数 集 {z} 非 为 有 界 时 , 这 问题 很 易 肯 
焉 地 回答 . 例如 , 设 它 不 上 有 界 , 则 对 于 每 一 个 自然 数 , 必 能 在 数列 (1) 内 求 得 大 于 
lg 

| 


:并且 很 吻 办 到 , 使 得 序号 wk 随 % 而 增 大 ). 部 分 数列 
和 


显然 地 将 有 极限 +oo; 它 就 是 原 数列 的 部 分 极限 . 
在 有 赛 整 序 变 量 的 情形 , 亦 可 以 给 予 肯定 的 回答 . 但 这 需要 更 细致 的 讨论 , 我 们 
在 下 一 段 内 再 谈 . 


41， 布 尔 查 诺 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 (B.Bolzano-C.Weierstrass) 引 理 ”由 任何 有 界 
至 列 (1) 内 量 能 选 出 收敛 于 有 限 极限 的 部 分 数列 (4). 
(这 种 写法 不 致 除去 在 所 给 数列 内 有 相等 的 数 的 可 能 性 , 应 用 起 来 有 便利 之 处 .) 


证 明 访 一 切 数 zw 都 位 于 界限 a 与 5 之 间 . 将 区 间 [a,0| 分 为 两 半 , 则 必 有 一 
半 包 含 着 所 给 数列 的 无 穷 多 个 元 素 , 因为 , 若 不 是 这 样 , 则 在 全 区 间 [a,9] 内 所 包含 
着 的 元 素 将 是 有 限 个 数 , 但 这 是 不 可 能 的 . 因此 设 包含 着 无 穷 多 个 rz， 的 那 一 半 是 
ol 0]( 重 两 个 半 区 间 都 是 如 此 , 则 任 取 其 中 之 一 ). 


类 似 地 , 在 区 间 [a1, bi] 内 分 出 它 的 一 半 [az, bo], 使 得 在 它 里 面包 含 无 穷 多 个 x 
继续 这 种 步骤 至 于 无 穷 , 在 第 k 次 分 出 的 区 间 [ax, 如 ] 内 照样 包含 着 无 穷 多 个 的 rz。 

这 样 构成 的 区 间 (由 第 二 个 开始 ), 每 一 个 都 包含 在 前 一 个 之 内 , 等 于 它 的 一 半 . 
此 外 , 第 个 区 间 的 长 等 于 


b—a 
2% 
它 随 者 上 的 增 大 而 趋向 零 . 把 [38] 关于 区 间 套 的 引 理 应 用 到 这 里 来 , 便 得 结论 : ax 
及 bx 趋同 一 公共 极限 c. 
现在 部 分 数列 {z%.} 可 由 下 列 方法 归纳 地 产生 出 来 . 在 所 给 数列 的 元 素 xz， 内 
任 取 包 含 在 [a1,b1| 中 的 一 个 (例如 , 第 一 个 ) 当 作 xz,,. 在 zn， 后 面 的 元 素 xz。 内 任 


bi — Qk = 


:70 ， 第 一 章 极限 论 [42) 


取 包 含 在 [a2,b2] 中 的 一 个 {例如 , 第 一 个 ) 当 作 zx;,, 等 等 . 一 般 地 说 , 在 以 前 分 出 的 
2 Zn ;Zn._.， 后 面 的 元 侵 wy 内 任 取 包含 在 [ax,bx] 中 的 一 个 (例如 , 第 一 个 )， 
当 作 zj. 这 种 产生 数列 方法 是 完全 可 能 的 : 因为 每 一 区 间 [ax,bk] 内 包含 着 无 穷 多 
个 zj, 即 包 含 着 序号 可 为 任意 大 的 元 素 Zn， 

青 则 , 因为 


Gi es 


故 依 28 的 定理 3° 必 有 lim zw = c. 此 即 所 要 证 的 . 

在 证 明 这 引 理 时 , 用 了 逐次 等 分 所 考察 的 区 间 的 方法 , 称 为 布尔 查 诺 方法 . 这 在 
其 他 场合 对 我 们 也 是 经 常 有 用 的 ， 

布尔 查 诺 -- 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 使 许多 困难 定理 的 证 明 大 为 简化 , 就 好 像 它 本 身 
已 吸收 了 论证 中 的 基本 困难 点 似 的 . 我 们 用 它 再 来 证 明 收 敛 原 理 作为 一 例 ; 我 们 来 
考虑 其 中 条 件 的 充分 性 , 它 在 39 内 曾 费 了 我 们 很 多 气力 . 

因此 , 设 条 件 已 满足 , 且 依 指定 的 es > 0 已 求 出 序号 N, 在 n>N 及 n>N 时 
成 立 不 等 式 (2) 或 (3). 若 在 这 时 固定 nw', 则 很 清楚 地 , 由 (3) 式 , 整 序 变量 zw 在 一 
切 情形 下 将 成 为 有 界 的 : 因为 在 n > N 时 它 的 值 全 部 位 于 zw 一 e 与 zw 十 6 之 间 ， 
日 不 难 把 这 些 限界 的 距离 拉 长 , 使 它 又 包括 首 NN 个 值 :x1, za2，… ,YN. 

于 是 , 依 刚才 所 证 明 的 定理 , 可 以 分 出 收敛 于 有 限 极 限 c 的 部 分 数列 {zn }): 


lim zn, 一 
现在 证 明 , 整 序 变量 zw 也 趋向 这 一 极限 . 我 们 可 以 选取 充分 大 的 ,使 
|z 一 cl <&, 
又 同时 使 nk > N. 因此 ., 可 在 (2) 内 取 7 = mp: 
[| 
联合 这 两 不 等 式 , 最 后 即 得 
Zn 一 cl<2s (n>N), 
这 就 证 明了 我 们 的 命题 由. 


42. 上 极限 及 下 极限 ”这 样 , 任何 整 序 变量 zw, 不 论 它 是 有 界 的 或 无 错 的 , 都 有 部 分 极限 存 
在 . 现在 我 们 将 指出 , 在 这 些 部 分 极限 内 必 能 求 出 最 大 的 及 最 小 的 . 它们 即 称 为 整 序 变量 zx 的 上 
极限 与 下 极限 , 并 各 记 成 


limz 及 limzn. 


@ 数 2e, 有 如 a, 亦 可 “任意 小 ”, 假若 愿意 的 话 , 可 以 在 开始 时 不 取 < 而 取 2 则 在 这 里 我 们 便 得 
出 <. 以 后 如 遇 相 似 的 情形 , 便 留待 读者 自己 去 体会 . 


[42] 84， 收 敛 原 理 . 部 分 极限 :71 ， 


定理 整 序 变量 Zn 恒 有 上 极限 及 下 极限 存在 . 这 两 限 相 等 是 整 序 变 量 有 极限 (普通 意义 下 ) 
存在 的 必要 且 充 分 的 条 件 吕 . 
证 明 从 考察 上 极限 的 问题 开始 . 我 们 已 在 上 面 [40] 看 到 , 车 z。 不 上 有 界 , 则 可 以 从 数列 
(1) 内 分 出 部 分 数列 {zn,}, 使 
lim xn, = 十 co. 


这 样 , 在 这 种 情形 ,十 oo 便 是 整 序 变量 的 部 分 极限 之 一 , 显然 , 它 是 一 切 可 能 的 极限 中 之 最 大 者 , 因 
此 ， 
limnzn 二 十 CO 
今 再 假定 整 序 变 量 zx。 上 有 界 : 
Zn <M (n= 1,2,.…). 
考察 Zn 在 n > 时 的 上 确 界 : 


Mx = sup{zn} 一 SuUp{ZkE+I1， Tk+2) 一 } < M. 
n>k 


在 上 增 大 时 Mi 的 值 只 能 减 小 , 因此 , 依 [34| 单调 整 序 变 重 的 定理 , 无 论 如 何 极限 (在 无 限 增 
大 时 ) 
lim M. 


必 存 在 , 是 有 限 的 或 等 于 一 co， 
当 这 极限 是 -oo 时 , 情形 同样 是 那么 简单 . 对 于 任何 妃 > 0 必 能 求 出 序号 k= N, 使 
My <—E, 
但 在 n> N 时 , 显然 ,zn < Mn, 因此, 对 于 这 种 n 更 有 
Zn < —E. 


而 这 就 表示 有 极限 (普通 意义 下 ) 
lim Zn 一 一 Co 
存在 , 这 极限 将 同时 是 上 极限 和 下 极限 包 . 
尚 得 考察 最 重要 的 情形 , 即 有 一 有 限 极限 


lim Mx = AI 


存在 的 情形 . 我 们 将 指出 , 这 数 _M* 将 是 整 序 变量 x;, 的 上 极限 ， 

为 此 目的 , 我 们 将 先 确 立 数 MY* 的 二 特性 . 

若 任意 取 数 es > 0, 则 必 能 求 出 X= N', 使 WMN < M* 十 e; 因为 ,在 n>N’ 时 ,xn < My， 
所 以 更 有 z < M”* 十 E. 因此 ， 

MM* 的 特性 I: 对 于 不 论 怎样 的 e > 0, 必 有 序号 N' 存在 , 使 对 一 切 n > NN 有 


Zn < AT +e. 


包 这 定理 的 证 明 并 没有 利用 布尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 , 实际 上 这 定理 包括 该 引 理 . 
马 当 整 序 变量 的 普通 极限 存在 时 , 一 切 部 分 极限 都 和 它 重合 [40]. 


.72 ， 第 一 章 极限 论 [43] 


为 一 方面 , 对 于 任意 的 se > 0 及 任何 的 必 有 
Mi 之 MS MY = 


但 依 上 确 界 的 性 质 [11], 在 序号 n = k 十 1, Kk 十 2,… 的 zn 各 值 中 间 必 能 求 出 zw 使 zw > M* 一 . 
把 任意 取 的 大 换 成 N, 便 得 
M -的 特性 II: 对 于 不 论 怎样 的 e > 0 及 序号 N, 必 能 求 出 zh 其 序号 ml/ > N, 满足 


WB SN 


必须 强调 这 两 种 性 质 的 差别 . 在 第 一 种 情形 , 一 切 zn 的 值 , 由 某 一 项 开始 , 介 无 例外 地 满足 
着 不 等 式 . 在 第 二 种 情形 , 仅 是 若干 个 别 的 x 满足 不 等 式 , 但 在 这 些 个 别 的 值 中 间 却 有 序号 为 任 
意 大 的 SR 

首先 , 根据 这 些 特性 , 证 明 数 M* 是 整 序 变量 zn 的 部 分 极限 .为 此 , 需要 分 出 收敛 于 M+ 的 
部 分 数列 {fznw } 

作 一 正 数 的 数列 e; 一 0. 设 ni = 1, 假定 序号 


NL CN 


已 选 出 , 现在 说 明 怎 样 选取 ni;. 依 特性 工 在 s = e; 时 必 能 求 出 对 应 的 序号 N' = N;, 使 对 一 切 
n> Ni; 有 xn < M* 十 6i. 今 再 看 特性 II, 仍旧 假定 es = si 并 取 序 号 ni-1 友 Ni 中 的 最 大 者 作 
为 Ni 对 于 这 样 的 8 及 N, 由 特性 II 所 得 到 的 序号 mw 就 取 作 ni. 那么 , 一 方面 ， 


Tn; > AI ”一 6i， 
而 为 一 方面 , 因 n; > Ni, 同时 必 有 
Zn < MI 十 6i. 


除 此 以 外 ， 还 需 注 意 nN; > Ni1. 
对 于 用 这 种 方法 一 一 归纳 地 


构成 的 数列 中 的 元 素 zn， 必 有 
网 一 Ad | (2 


实际 上 就 是 zw 一 M*. 
最 后 , 将 证 明 没有 一 个 部 分 极限 能 超过 MM*. 事实 上 , 设 对 于 某 一 部 分 数列 {zx%,} 有 x a 
则 a 就 是 部 分 极限 之 一 . 依 特性 1, 当 n; 充分 大 时 (已 大 于 N'), 必 有 


Zn <M*+e. 
在 这 不 等 式 中 取 极 限 , 则 得 a < M* + e, 又 因 e 是 任意 小 , 最 后 , 即 得 
a<M.. 
这 样 ,M* 实际 上 就 成 为 一 切 部 分 极限 中 之 最 大 的 , 即 


M* = limzx,. 


[42] $4， 收 全 原理 . 部 分 极限 了 


类 似 地 可 证 下 极限 的 存在 . 不 需 再 重复 一 切 论 证 , 只 注意 下 列 二 种 情况 . 
硅 下 极限 是 二 oo, 则 在 普通 意义 下 , 有 极限 


lm 60 


存在 . 
又 大 下 极限 是 有 限 数 Ms， 


MW, 


则 它 具 有 类 似 于 上 述 的 M* 的 特性 . 
MM 的 特性 I: 对 于 不 论 怎样 的 e > 0, 必 有 序号 N” 存在 ,使 当 n > N” 时 有 


0 
M: 的 特性 II: 对 于 不 论 怎 样 的 es > 0 及 序号 N, 必 能 求 出 Za， 其 序号 mw/' > N, 满足 
a 
现在 来 证 明定 理 的 后 半 部 . 若 在 普通 意义 下 说 有 极限 
lim x 


(有 限 或 无 穷 ) 存在 , 则 一 切 可 能 的 部 分 极限 都 与 它 重 合 [40], 前 述 条 件 的 必要 性 便 得 证 明 . 
今 假定 


limz» = lim%wn. 
吉它 们 的 公共 数值 是 -oo 或 -co, 则 有 如 我 们 已 看 到 的 , 整 序 变 量 在 普通 意义 下 有 极限 存在 , 且 
就 是 那 一 值 . 
最 后 , 设 二 极限 都 是 有 限 的 : 
M* = M,=0. 
则 比较 M* 及 Mi 的 特性 工 依 预先 指定 的 es > 0 可 求 出 序号 N, 使 当 n> N 时 成 立 


a—e<zrzn<oat+ée 即 |zn 一 al<e. 


这 网 说 明 ,a 是 整 序 变量 zn 在 普通 意义 下 的 极限 . 定理 证 明 完毕 . 
注意 , 用 这 定理 , 布尔 查 诺 一 柯 西 条 件 的 充分 性 [39] 就 能 很 简单 地 被 证 明了 . 就 是 说 ( 若 仍 
用 原来 的 记 法 ), 由 不 等 式 


Tn'—E<Tn <rTnt+enRn >N) 


立刻 可 以 看 出 , 整 序 变量 zn 的 上 极限 及 下 极限 是 有 限 的 , 而 且 相 差 不 大 于 2e, 由 于 s 可 任意 小 ， 
因此 必须 重合 . 由 此 , 立刻 推 得 有 一 有 限 极限 (在 普通 意义 下 ) 存在 . 


和 


bE 


， 变量 及 其 变动 区 域 在 22 内, 早已 给 定 关 于 变量 的 一 般 概念 . 数 集 计 = 
给 变量 zx 可 能 取 的 那些 数值 (在 所 考察 的 问题 内 ). 内 的 每 一 个 数值 , x 都 有 
机 会 能 取 到 , 这 数 集 t 就 称 为 变量 z 的 变动 区 域 . 一 般 地 说 , 任 一 数 集 总 可 以 当 作 
变量 的 变动 区 域 11) . 

我 们 早已 讲 过 , 数 的 几何 解释 就 是 ( 数 ) 轴 上 的 点 . 变量 x 的 变动 区 域 x* 在 这 
轴 上 就 表示 为 某 一 点 集 . 因此 , 变量 的 数值 常 称 为 点 . 

我 们 经 常会 遇 到 变量 内 ， 已 以 全 体 日 然 数 集 A 为 其 变动 区 域 . 整 序 变量 rz。 = 
[二 小 的 变动 区 域 是 数 0 以 及 全 部 形 如 二 (m = 1,2,…) 的 分 数 所 成 的 数 集 9 
常量 的 变动 区 域 则 只 含 一 个 数 . 

但 是 在 分 析 上 通常 人 钱 究 的 是 所 谓 连 续 地 或 密 接 地 变动 着 的 变量 : 它们 的 原型 就 
是 各 种 物理 量 -一 一 如 时 间 , 动 点 所 经 过 的 路 程 , 等 等 . 数 的 区 间 就 是 类 似 于 此 的 变量 

的 变动 区 域 . 最 常用 的 是 有 限 区 间 , 它 用 两 个 实数 a 及 Ma < 0 一 一 它 的 端点 一 一 为 
界限 , 有 些 端点 可 以 包含 在 区 间 内 , 也 可 以 不 包含 在 内 . 因此 , 我 们 先 来 区 别 
闭 区 间 [a,8] :a < xb( 包 含 两 端点 ); 


并 区 则 | 人“ ( 仅 包 含 一 端点 ): 


[la,b)}:a<r<b 
1 当然， ie 量 型 的 变量 不 适用 [参看 22 目的 脚注 5) 与 6)]. 
12 如 果 把 整 序 变 量 的 变动 区 域 看 作 是 函数 变动 区 域 的 特殊 情形 [参看 45 目 及 那里 的 脚注 14)]， 
对 区 序 变量 的 变 直 区 域 可 以 男 一 种 理解 . 请 注意 ,“ 整 序 变 量 的 变动 区 域 ” 的 概念 在 今后 实际 上 
并 不 使 用 . 


[44] $1， 函 数 概念 .75 . 


开 区 间 (oj :aa<7z<b( 不 包含 任 一 端点 )， 
在 每 一 种 情形 都 称 数 b 一 a 为 区 间 的 长 . 
很 易 了 解 , 数 轴 上 的 线段 就 是 数字 区 间 的 几何 表示 并且 一 一 按照 区 因 的 类 


型 -一 - 线段 有 时 有 端点 , 有 时 没有 . 

有 时 还 得 考察 无 穷 区 间 , 这 区 间 , 用 “广义 的 数 " -oo, +cc 作为 它 的 一 端 或 两 端 
它们 的 记 法 , 与 有 限 区 间 相 类 似 . 例如 : (一 oo, +so) 是 全 体 实数 集 ;(a, +cc) 表示 满足 
不 等 式 > > a 的 数 > 所 成 的 集 ; 区 间 (00,4] 由 不 等 式 z <b 所 决定 . 无 穷 区 间 的 几 
何 表示 , 是 两 端 无 限 伸展 的 直线 或 仅 一 端 趋 于 无 限 的 射线 . 


44. 变量 间 的 函数 关系 , 例题 ”数学 分 析 内 主要 人 研究 的 事物 , 并 非 一 个 变量 独 
自 的 变动 , 而 是 两 个 或 几 个 变量 在 同时 变动 时 相互 之 间 的 关系 . 在 这 里 我 们 只 限于 侠 
究 两 个 变量 的 最 简单 的 情形 . 

在 科学 及 生活 的 各 种 领域 内 ~ 在 数学 本 身 . 在 物理 学 、 工 程 学 中 一- 读者 
已 不 止 一 次 地 册 到 这 种 同时 变动 的 变量 .它们 不 能 同时 取 一 -对 任意 的 数值 (由 各 月 
的 变动 区 域内 取出 的 ): 相反 的 , 当 其 中 之 一 ( 自 变量 ) 已 给 定 具体 的 数值 时 , 则 另 一 - 
变量 ( 因 变量 或 函数 ) 的 数值 也 就 确定 了 . 先 举 几 个 例题 . 

1) 圆 的 面积 Q 是 它 的 半径 R 的 函数 ; 它 的 数值 可 以 根据 给 定 的 半径 数值 用 已 
NT 

QO=xR? 

计算 出 来 . 

2) 在 重量 颇 大 的 质点 自由 降落 一 一 不 计 其 阻力 
起 的 时 间 #( 秒 ) 与 在 这 时 间 内 经 过 的 路 程 s( 米 ) 依 徘 方 程 


的 情形 , 由 运动 开始 时 算 


此 

0 
联结 着 , 式 中 9 = 9.81 米 / 秒 ? 是 重力 加 速度 . 由 此 也 确定 着 对 应 于 所 取 时 间 + 的 路 
程 s 的 数值 : 路 程 s 就 成 为 经 过 的 时 间 上 的 函数 . 

3) 考察 一 定 质量 的 (理想 ) 气体 , 这 气体 贮藏 在 气缸 的 活塞 下 面 ， 假 定 温 度 保 
持 不 变 , 这 气体 的 体积 V( 立 升 ) 及 压力 p( 大 气压 力 ) 就 服从 波 义 耳 - 马 瑞 特 定律 ; 
pV =c= 常数 . 若 任意 改变 V, 则 p 当 作 Y 的 函数 , 就 可 根据 公式 

ER 
“了 
单 值 地 被 确定 . 

4) 最 后 , 再 建立 空气 的 压力 p( 大 气压 力 ) 与 高 出 海面 的 位 置 h( 米 ) 的 关系. 在 物 

理学 上 导出 气压 公式 


2 DOoe 一 


76 ， 第 二 章 一 元 苯 数 [45] 


式 中 po 是 在 海平 面 上 的 压力 ,有 是 某 一 常数 . 根据 这 一 公式 , p 就 可 当 作 h 的 消 数 ， 
仪 需 给 定 h 的 数值 , p 的 数值 就 确定 了 

又 需 注意 到 , 在 两 个 被 考察 的 数字 内 选取 自 变 量 , 有 时 是 任意 的 , 有 时 则 由 考 片 
问题 的 简单 方便 而 定 . 在 大 多 数 的 场合 它 被 进行 研究 的 目的 性 所 指导 看 . 

例如 , 若 在 最 后 的 例题 内 , 压力 p 与 高 度 h 的 关系 是 用 来 使 飞机 师 能 们 观察 压 
力 而 判断 已 达到 的 高 度 , 则 变量 所 担任 的 角色 自然 需要 更 换 , 气压 公式 距 表 未 为 


1 po 
hh 二 一 ln 一 
We 


的 形 3 


， 函数 概念 的 定义 ”现在 , 像 通常 一 样 , 抽 去 所 考察 的 数量 的 物理 意义 , 我 们 
a 函数 概念 一 一 数学 分 析 的 其 本 概念 之 一 一 一 的 准确 而 普遍 的 定义 . 

设 给 定 两 变量 x 及 y, 其 变动 区 域 为 + 及 y. 假定 根据 问题 的 条 件 , 变量 x 可 
以 不 受 任何 限制 地 取 区 域 + 内 的 任意 数值 . 那么 ,如 果 依 某 一 法 则 或 规律 , 对 于 浆 中 
的 每 一 值 总 有 一 个 确定 的 数值 y( 在 》 内 ) 和 它 对 应 , 则 变量 y 就 称 为 变量 x( 在 
它 的 变动 区 域 内 ) 的 函数 . 

自 变 量 zx 亦 称 为 函数 的 变 

在 we 第 - 变 元 x 的 变动 区 域 X( 它 称 为 限 数 的 定 
义 域 ), 第 二 , 确定 x 与 y 0 或 规律 ( 晒 数 y 的 变动 区 域 y 通 般 
并 不 指出 , 因为 对 应 的 规律 本 身 就 已 经 确定 清 数 值 的 集合 了 .)13 

函数 概念 的 定义 也 可 以 建立 在 更 普遍 的 观点 上 , 就 是 假设 对 应 于 + 内 的 z 的 
每 一 数值 , y 的 数值 不 止 一 个 , 而 是 几 个 (甚至 是 无 穷 多 个 ). 在 这 种 场合 果 数 称 为 多 
值 的 , 以 区 别 于 前 面 所 定义 的 单 值 函数 . 然而 , 在 分 析 教 程 内 , 站 在 实 变数 的 观点 上 ， 
大 都 避免 讨论 多 值 函数 , 以 后 说 到 函数 , 符 没 有 特别 的 声明 , 我 们 就 理解 为 单 但 晒 效 . 

要 指出 y 是 z 的 函数 这 件 事 实 : 就 写成 


y= f(z), y= pz)，y= 开 (7) 等 等 中 . 


字母 f,w, .…. 就 表示 那 种 法 则 , 根据 它 就 可 以 由 给 定 的 x 值得 出 对 应 的 y 值 . 因 
此 , 若 同 时 考察 同一 变 元 x 的 几 个 不 同 的 函数 , 各 具 不 同 的 对 应 规律 , 那么 它们 束 不 
能 用 同一 字母 来 表示 


13) 我 们 还 要 指出 与 前 述 函 数 定义 等 价 的 一 个 通行 的 障 数 定义 . 对 集 x 的 每 一 个 元 素 , 有 且 仅 有 
集 y 中 的 一 个 元 素 和 它 对 应 的 任何 一 个 规则 , 称 为 在 集 xX 上 定义 在 集 7 内 取 值 的 函数 . 这 与 正文 
中 所 述 定义 的 区 别 仅仅 是 术语 上 的 . 后 一 定义 在 现今 更 为 通行 .关于 术语 “ 杰 动 区 域 " 与 遇 数 的 “ 依 
的 集合 ”参看 下 一 个 脚注 14) 


[45] 81， 通 数 概念 和 


虽然 只 有 字母 < 户 ( 小 写 及 大 写 ) 是 原来 与 “函数 " 这 字 有 关 的 , 但 函数 关系 自然 
也 可 以 改 用 旁 的 字母 来 记 ; 有 时 , 甚至 就 重复 用 着 字母 y, 记 成 y = y(z)19. 

在 有 些 场合 把 变 元 写成 函数 的 附 标 的 形状 , 例如 , vy,.， 我 们 所 熟悉 的 整 序 恋 量 
zc 的 记 法 就 是 这 种 类 型 , 它 是 (我 们 现在 可 以 说 ) 自 变 量 的 函数 ,n 是 依 自然 数列 
V = fn} 而 递 变 的 . 类 似 地 N。 的 记 法 (在 整 序 变量 的 极限 定义 内 ,[28]) 表示 序号 N 
依赖 着 < 等 等 

若 在 考察 函数 y = f(z) 时 我 们 希望 指出 , 对 应 于 某 x 的 特别 数值 zo 的 函数 
的 特别 数值 , 就 使 用 记号 f(x0), 例如 , 若 

fo) = Ts 9()= TT, hw) = Vi 
则 (1) 表示 f(z) 在 = = 1 时 的 函数 值 , 即 化 简 后 的 数 了 仿 此 , g(5) =2,h (3) 
等 等 ， 

今 转 而 讨论 变量 的 数值 之 间 的 对 应 法 则 或 规律 它 是 函数 关系 这 概念 的 要 素 
法 则 可 以 有 各 种 各 样 的 表现 方式 , 如 果 对 它 不 加 丝毫 限制 的 话 

最 简单 也 最 自然 的 是 把 这 法 则 表示 为 解析 式 或 公式 的 形状 , 它 指示 出 , 对 x 的 
数值 及 一 些 常数 必须 进行 哪些 演算 , 才 可 以 得 出 y 的 对 应 数值 这 种 函数 的 解析 表 
示 法 是 数学 分 析 中 最 重要 的 方法 (我 们 在 下 一 目 内 还 要 讨论 它 ) 读者 最 好 在 中 学 的 
数学 教程 内 去 熟 习 它 . 最 后 , 我 们 在 44 的 例题 内 应 用 的 也 是 解析 方法 . 

然而 , 假如 以 为 这 是 表示 函数 的 唯 _ 方 法 , 那 是 错误 的 ， 就 在 数学 内 也 有 不 少 场 
合 是 不 用 公式 来 定义 函数 的 .例如 , 有 这 样 的 函数 Btz) 一 “ 数 z 的 整数 部 分 "@ 
很 易 了 解 


E(l)=1, E(2.5)=2,， E(V13)=3，E(-7) = 一 4 等 等 


中 是 表示 五 (z) 的 公式 却 并 不 曾 有 . 
同样 还 有 很 多 的 “算术 晒 数 ", 即 变 元 是 自然 数 而 函数 值 也 是 自然 数 的 函数 , 例 
如 ,“ 数 郊 的 阶乘 ”: 


2 Em 


以 及 表示 n 的 除数 个 数 的 明 数 +(n), 或 表示 在 1,2,… ,n 内 所 有 与 n 互 素 的 数字 个 
数 的 函数 p(n). 不 管 给 定 这 些 函 数 的 法 则 有 什么 独特 的 性 质 , 我 们 还 是 可 以 由 此 算 
参看 25,1) 的 脚注 . 


19) 通 常 为 了 表示 函数 , 除了 记 法 y = jz) 之 外 , 还 使 用 记号 f : 率 一 yy, 其 中 XX 是 所 考虑 阻 数 的 
还 义 域 , 而 2 是 水 数 的 变动 区 域 ; 例如 , 记号 z :NV 一 RR 表示 z 是 整 序 变 量 . 应 当 把 函数 『 的 变 
动 区 域 y 与 轴 数 的 值 的 集合 区 分 开 来 . 后 者 是 y》 中 实际 上 与 自 变量 某 个 值 zx 对 应 的 那个 数 y| 具 
有 vy = f(z) 的 形式 ]. 例如 , f 是 恒 等 于 常数 零 的 一 个 函数 , 那么 它 的 值 的 集合 由 唯一 的 零 组 成 ( 即 
是 一 个 单元 系 集 ), 其 变动 区 域 则 可 以 随心 所 欲 地 认为 是 任意 一 个 含有 有 零 的 集合 . 


. 78. 第 二 章 一 元 函数 [46] 


出 确定 的 国 数 值 . 好 像 用 公式 算出 来 的 一 样 . 例如 


在 自然 科学 及 工程 学 内 , 变量 之 间 的 关系 经 常 由 实验 或 观察 而 得 . 例如 , 使 水 受 
任意 选 定 的 压力 p( 大 气压 力 ), 则 由 实验 可 以 确定 与 它 对 应 车 的 沸点 的 温度 0(%C): 0 
是 p 的 滑 数 . 然而 这 一 冰 数 关系 , 并 非 由 任何 公式 来 表示 , 而 只 是 由 实验 所 得 的 数据 
的 简单 对 应 来 表示 . 用 列表 法 给 定 哨 数 的 实例 在 任何 工程 手册 上 都 很 容易 找到 . 

最 后 , 丽 要 讲 到 , 在 某 种 场合 一 一 用 月 动 记 录 顶 物理 量 之 间 的 消 数 关系 
直接 用 图 像 表 示 着 . 例如 , 用 指示 器 画 成 的 “指示 网 表 ” 给 出 正在 下 作 着 的 蒸汽 机 的 
汽 氏 内 的 汽 奈 p 与 体积 Y 之 间 的 关系 ; 由 气压 指示 器 所 获得 的 “气压 图 ”表示 大 气 
压力 在 一 午夜 内 的 变化 过 程 , 等 等 . 

关于 确定 哺 数 关系 的 列表 法 或 图 示 法 , 我 们 不 再 详细 讲 它 , 因为 在 数学 分 析 内 
并 不 是 必须 应 用 它们 的 . 


46. 函数 的 解析 表示 法 ” 吗 数 的 解析 式 或 公式 的 表示 法 在 数学 分 析 内 担任 着 极 
疝 重 要 的 角色 , 我 们 将 作出 一 系列 的 附注 来 说 明 它 们 . 

1 首先 , 在 这 些 公式 内 可 以 进行 怎样 的 演算 ? 第 一 步 , 在 这 里 自然 可 以 有 初等 
代数 及 三 角 学 内 研究 过 的 一 切 演算 : 算术 运算 , 乘 需 ( 开 方 ), 取 对 数 , 由 角度 求 三 角 
哎 数 值 及 其 反 运 算 [参阅 下 商 48~51]. 但 是 , 须 着 重 指 出 , 由 于 我 们 在 分 析 知 识 上 的 
发 展 , 还 需要 再 加 入 其 他 的 演算 , 而 首要 的 就 是 极限 步骤 , 读者 在 第 一 草 内 已 熟悉 它 
了 


这 样 , 术语 “解析 式 ” 或 :公式 ”的 完全 的 内 容 只 能 这 步 地 去 揭露 它 二 

2” 其 次 , 须 注 意 供 解析 式 或 公式 所 表示 的 函数 的 定义 域 ， 

每 一 个 包含 变 元 z 的 解析 式 具 有 所 谓 日 然 的 运用 区 域 : 束 是 使 这 解析 式 子 有 意 
义 的 一 切 > 所 成 的 集合 . 我 们 说 解析 式 子 有 意义 , 即 是 指 它 有 着 完全 确定 的 有 限 实 
数值 的 意思 . 用 最 简单 的 例题 说 明 这 事 . 

例如 , 表达 式 二 -5 的 定义 域 是 全 体 实 数 集 . 表达 式 VI 一 到 的 定义 域 则 为 闭 区 间 [-1,1] 
在 这 界限 以 外 它 的 数值 就 不 再 是 实数 了 .相反 的 , 对 于 表达 式 -六 = 就 必须 取 开 区 间 (一 1, 1) 作 
为 自然 适用 区 域 , 因为 在 两 端点 上 它 的 分 母 等 于 0 有 时 函数 值 保持 有 意义 的 区 域 由 隔 开 的 区 间 所 
组 成 ;V552 一 1 的 定义 域 是 区 间 (-oc, -1 及 ,+00) -3 一 的 定义 域 是 区 间 (--00, 一 1), (一 1,1) 
及 (1, +oc), 等 等 中 . 

今 考察 无 穷 几 何 序列 的 和 


1 


lad 


中 自然 , 对 x 的 任何 数值 都 没有 意义 的 那 种 函数 , 我 们 是 并 不 感 兴趣 的 . 
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作为 最 后 一 个 例题 . 车 |z| < 1, 则 我 们 知道 [25,7)a， 有 极限 存在 且 其 数值 是 一 一 在 lzl > 1 
时 , 或 者 有 极限 等 于 +co, 或 者 根本 没有 极限 . 内 此 , 所 引入 的 解析 式 的 自然 适用 区 域 是 开 区 间 
(—1,1). 

在 下 面 的 叙述 内 我 们 将 需 考察 更 复杂 更 普遍 的 解析 式 , 并 且 我 们 将 不 止 一 次 地 
研究 由 这 类 表达 式 在 它 保持 有 意义 的 全 部 区 域内 所 确定 的 函数 的 性 质 , 即 研 究 解析 
工具 的 本 刁 . 

然而 , 我 们 认为 必须 预先 引起 读者 去 注意 另 一 -种 可 能 的 情况 . 设 在 任何 具体 问 
题 内 , 变量 x 由 于 事情 的 本 质 被 限制 在 其 变动 区 域 + 内 , 而 此 问题 引导 我 们 去 考察 
一 个 具有 解析 表达 式 的 函数 f(x). 虽然 这 个 表达 式 可 能 在 区 域 Y 以 外 也 有 意义 , 但 
欲 越 出 界限 来 研究 我 们 的 具体 问题 却 是 全 然 不 可 能 的 . 在 这 里 , 解析 式 便 只 担任 着 


附属 的 辅助 角色 了 了. 
例如 , 如 果 研 究 质点 从 地 面 上 高 h 处 的 自由 降落 , 我 们 用 公式 
2 


[44,2)]， 则 考察 t 的 负 值 , 或 了 上 的 大 于 了 人 = /2 的 数值 将 是 荒 雇 可笑 的 .因为 , 很 易 看 出 , 在 
2 
t 二 人 时 质点 已 落 到 地 上 了 , 虽然 表达 式 纯 -本身 对 于 全 部 上 的 实数 值 都 有 音义， 
3” 可 能 遇 到 这 种 情形 , 即 对 于 变 元 的 一 切 数值 函数 并 非 由 同一 公式 所 确定 , 而 是 对 于 变 元 
的 菏 一 部 分 数值 用 某 一 公式 , 对 于 另 一 部 分 数值 用 另 一 公式 , 例如 , 在 区 间 (一 oo， 十 cc) 内 用 下 面 
的 三 个 公 趟 来 定义 的 函数 就 是 一 个 例子 : 
f(x) = 二 1， 奋 |z| > 1( 即 车 xz > 1 或 x < 一 1)， 
f(z) 二 一 J]， 和 若 |z| <1( 即 车 一 1<z<1), 


最 后 , f(z) = 二 0, 若 x 二 土 l. 
再 讲 到 狄 利克 雷 (P.G.Lejeune-Dirichlet) 函 数 . 它 是 这 样 定义 的 : 
xf(z) 二 1, 荷 x 是 有 理 数 ， 
x(z) = 0, 奇 z 是 无 理 数 . 
最 后 , 考察 克 罗 内 克 (L.Kronecker) 函数 , 称 它 为 “z 的 符号 ”并 记 成 sgnx 人 2: 
sgnz 二 1， 若 x > 0: 
sgn X= 一 ]， 若 z <0: 
sgn0=0. 
并 且 , 不 必 以 为 对 于 全 部 z 的 数值 用 一 个 公式 给 定 的 函数 与 用 几 个 公式 来 定义 的 函数 之 间 有 着 原 
则 上 的 差别 . 通常 , 用 几 个 公式 给 定 的 函数 也 可 以 改 用 一 个 公式 给 定 它 (当然 , 需 用 比较 复杂 的 表 
中 根据 拉丁 文 signum= 符号 . 


.80 . 第 二 章 一 元 函数 [47] 


例如 , 若 运用 求 极限 的 演算 , 则 上 面 引 入 的 第 一 个 函数 f(z) 就 可 以 改 用 一 个 公式 来 给 定 它 
(适用 于 全 部 7x): 


2n 
TT” 一 工 
lm. 
jz) = lim zn 二 1 
事实 上 , 在 |z| > 1 时 震 2*” 一 +co, 而 它 的 倒数 趋 于 0[27], 因此 
1 
2n ] 一 亲 
lim — = lim 太 -二 1. 
zr? 二 1 1 十 一 - 
NM nn 
在 |z| < 工时 寡 z2 一 0[25,6)1, 在 这 情形 
27 
im 一- 一 1 
Z22 十 1 
最 后 , 在 xX 二 土 ] 时 , 显然 ,z2 = 1, 由 此 
2n 
> -i1_o 
r+1 


在 取 极 限时 亦 得 0. 一 切 这 些 都 完全 符合 于 原来 的 定义 . 


47. 函数 的 图 像 ”虽然 在 数学 分 析 内 并 不 用 图 像 给 出 函数 , 但 却 经 常 要 依靠 图 
像 来 说 明 函 数 的 性 质 . 图 像 的 直观 而 且 明 了 的 特性 使 它 成 为 研究 函数 性 质 不 可 缺少 
的 辅助 工具 . 

设 在 某 一 区 间 计 内 给 定 肾 数 y = 
f(x). 想象 在 平面 上 有 两 根 互 相 和 王 直 的 坐 
标 轴 2 轴 及 y 轴 .， 考察 对 应 的 一 对 
x 及 yy 的 数值 , 此 处 的 > 取 自 区 间 XX, 而 
y = (zx); 有 横 标 z 及 纵 标 y 的 点 AI(Z, 2 
束 是 这 一 对 数值 在 平面 上 的 图 形 . 当 变 量 
Zz 在 区 间 内 变动 时 , 这 点 画 出 某 一 曲线 
AB( 图 5), 它 就 是 这 瞄 数 的 几何 图 形 ,， 并 
称 它 为 图 像 . 在 这 些 条 件 下 方程 y = f(zx) 
本 身 称 为 曲线 4B 的 方程 . 

例如 , 在 图 6 及 图 7 内 画 着 函数 | 5 


y= 二 土 V1 一 X22 及 y= 圭 Vz?2 一 1 
(|z|<1) Uz| 之 1) 
的 图 像 , 读者 将 能 认 出 它们 是 圆 及 等 轴 双 曲线 . 其 他 许多 函数 的 图 示 法 的 例子 读者 将 
在 最 近 的 几 目 内 过 到 它们 . 
图 像 通 常 总 是 逐 点 地 夯 出 的 
在 区 间 X 内 取出 一 系列 互相 接近 的 x 的 数值 , 依 公式 y = f(x) 算出 各 对 应 的 
y 的 数值 : 
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了 
y=+ ~ x2-l 
x 
-1 0 ] 
y= Vl 
图 6 图 7 


(XT1,Y1), (Z2， 22 )， ““"*， (Zn， Yn ) 


田 在 图 上 . 通过 这 些 点 用 手 或 用 曲线 板 作 
出 曲线 , 它 (当然 , 只 是 近似 的 ) 就 是 所 求 
的 图 像 . 各 图 像 画 得 愈 滑 注 及 所 取 的 点 愈 
再 密 , 则 画 出 的 曲线 愈 能 准确 地 代表 这 名 
像 

必须 注意 , 虽然 顶 数 常 可 借 几 何 图 形 来 “表示 "” 它 自己 , 但 是 这 图 形 并 不 一 定 就 是 
通常 直观 意义 下 的 曲线 . 

例如 , 作出 函数 y = 已 (z) 的 图 像 . 因为 在 区 间 …,[ 一 2, 一 1), [一 1,0), [0, 1), [1,2), 23) 
内 函数 保持 着 常数 … ,一 2, 一 1,0, 1,2.…. ,所 以 图 像 将 由 一 系列 分 离 的 缺少 右 端 点 的 平行 线段 所 
组 成 (图 8) 呈 . 

狄 利克 雷 函 数 X(z) 的 图 像 由 z 轴 上 横 标 是 无 理 数 的 点 集 及 直线 y = 1 上 横 标 是 有 理 数 的 点 
集 所 组 成 , 可 是 它 却 不 能 画 出 来 . 

48. 几 类 最 重要 的 函数 ”在 这 里 将 列举 几 类 范 数 , 通常 称 之 为 初等 函数 . 

1? 有 理 整 泡 数 及 分 式 函 数 . 

表示 为 z 的 多 项 式 的 函数 


nl1 


. 已 me 
2 一 00Z ”十 Q17 “二 Qn iT 二 Qn (ao, a1; az,… 是 常数 )， 


十 、 
吕 我 们 用 许多 箭头 来 表示 这 一 事实 , 箭头 的 尖端 指出 不 属于 图 像 的 诸 点 . 
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称 为 有 理 整 函数 . 
两 个 这 样 的 多 项 式 之 比 : 
QoX” 本 oA hea 十 :十 Qn-_! 站 十 Qn 
boxw™ 十 TPR 十 二 bm 17 + by 
称 为 有 理 分 式 函 数 . 它 对 于 z 的 一 切 数 值 除了 使 分 续 为 苓 者 以 外 部 是 有 意义 的 ， 
例如 , 在 图 9 内 给 出 函数 y = az 在 系数 a 取 各 种 个 同 数 从 虹 的 图 像 (抛物 绕 ) 
在 图 10 内 同样 地 给 出 疝 数 y = 在 a 取 各 种 不 同 数值 时 的 图 像 (等 轴 双 曲线 ). 
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2” 器 函数 ” 形 如 
Vs 


的 函数 称 为 寡 通 数 , 式 中 j 是 任何 实 常 数 . 当 j 是 整数 时 便 得 有 理 消 数 . 当 / 是 分 
数 时 便 得 根 数 . 例如 , 设 m 是 日 然 数 , 则 


车 mm 是 奇数 , 则 这 消 数 对 于 z 的 一 切 数值 都 是 有 意义 的 , 当 m 是 偶数 时 (在 这 种 场 
合 , 我 们 只 考虑 根 数 的 算术 值 ) 只 对 于 x 的 非 负 值 才 有 意义 . 最 后 , 行 / 是 无 理 数 ， 
我 们 就 须 预 设 x > 0( 仅 在 1 > 0 时 准许 x = 0). 

在 图 11 及 图 12 内 给 出 军 消 数 在 4 取 各 种 不 同 数值 时 的 图 像 . 
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-| 
3 2 -1 -2-3 -10 y=x!, MU<0 


3 
$4 y= n>0 1043 2 


网 11 图 12 


3” 指数 函数 , 即 形 如 


y =a” 


的 明 数 , 式 中 a 是 正 数 ( 异 于 Diz 可 取 任 何 实数 值 
在 图 13 内 给 出 指数 函数 在 a 取 各 种 不 同 数值 时 的 网 像 
4 对 数 函 数 , 即 形 如 
Y = loga 7 
的 前 数 , 如 前 , 式 中 a 是 正 数 ( 异 于 1),z 只 能 取 正 的 数值 . 
在 图 14 内 给 出 这 子 数 在 a 取 各 种 不 同 数值 时 的 图 像 . 
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2 一 SI 化 二 COS 乞 ， 

2 一 te 2 = ctg %, 

y=sec rx Y= 人 csc 7， 
最 重要 的 是 要 牢 牢 记 住 当 三 角 函 数 的 变 元 作为 角度 来 看 时 , 恒 表 示 为 弧度 (在 没有 预 
先 声 明 相 反 的 情形 时 ). 对 于 tg x 及 sec z 要 除去 形 如 


(2 十 5 
的 数值 , 而 对 于 ctg z 及 csc x 要 除去 形 如 
kx(k 是 整数 ) 
的 数值 . 


在 图 15 及 图 16 内 给 出 随 数 yy = sin zfcos zZ) 及 y= tg xz(ctg z) 的 图 像 . 正 纺 
的 图 像 通 常 称 为 正 强 曲线 . 


) 


外 15 


另外 , 特别 是 在 工程 问题 上 , 很 有 用 的 函数 为 : 
6° 双 曲 函数 , 顷 数 


I 一 敢 一 
ce” 一 6 e ”te 
Sn 2 三 一 一 一， ch yz = 一 一 一 
2 2 
由 Sn ev 一 CE th chz e+e 
外 一 一 CL 全 一 一 、， 
chz ez 十 e-7. Shz ez 一 ez 


就 是 所 谓 双 曲 明 数 ( 双 曲 正弦 , 余弦 , 正切 , 余 切 ，……: ); 它们 对 于 z 的 一 切 数值 都 有 
意义 , 但 cth x 在 z=0 时 并 无 意义 , 须 除外 .这 些 函 数 显得 与 三 角子 数 非常 地 相似 . 
例如 , 对 于 它们 成 立 公 式 (注意 和 从 号!): 
ch(z+y) = chz:ch y+tshz.shy, 


sh(z+y)= shr:chyt+tch zw:shy, 
由 此 , 在 y = zx 时 推 得 : 


ch*x — sh*w = 1,ch 27= ch2z 十 sh2z,sh 27 = 2sh rchw. 
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图 16 


列 如 , 这 些 公 式 中 的 第 一 个 实际 上 就 是 很 易 验 证 的 恒等式 


ee 


2 2 2 六 ， 


其 余 的 也 可 以 同样 地 验证 . 
在 图 17 及 图 18 内 画 着 双 曲 涡 数 的 图 像 . 


蚂 曾 
二 
_ 
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a 第 二 章 一 元 函数 [49] 


49. 到 函数 的 概念 ”在 论 及 反 三 角 函 数 之 前 , 先 对 反 函 数 作 一 总 的 说 明 . 

假定 在 某 一 区 域 + 内 给 定 函数 y = f(x). 并 设 当 z 在 区 域 + 内 变动 时 , 一 切 
图 数值 所 成 的 集 是 7 (在 实用 上 XX 及 y 通常 都 是 区 间 ). 

由 区 域 y 内 选取 任 一 数值 y = yo; 则 在 区 域 七 内 必 能 求 出 数值 zx = xo, 使 得 也 
效 在 zo 所 取 的 数值 刚好 就 是 yo, 即 


人 


像 这 样 的 数值 zo 可 能 出 现 好 多 个 . 因此 , ?7 内 的 任 一 数值 y 将 与 一 个 或 几 个 x 的 数 
值 相对 应 ; 由 此 对 应 地 确定 在 区 域 》 内 的 单 值 或 多 值 郧 数 > = g(y), 它 就 称 为 消 数 
y = f(z) 的 反 函 数 吨 ) 

考察 例题 : 

1) 设 y= az(a > 1 式 中 z 在 区 间 革 = (-co,+co) 内 变动 着 .vy 的 数值 充满 区 
间 y = (0,+co), 并 且 与 这 区 间 内 的 每 一 y 对 应 着 的 , 我 们 已 知道 [20], 在 志 内 只 在 
一 个 确定 的 x = log。y. 在 这 种 场合 , 反 函 数 是 单 值 的 . 

2) 友之 , 对 于 消 数 y= 7x?, 若 工 在 区 间 守 = (-co,+coy 内 变动 , 反 函数 就 是 双 
人 的 : 对 应 于 区 间 2》 = [0,+co) 内 的 每 一 数值 y 有 + 内 的 两 个 数值 > = 土 V5. 代 
巷 这 种 双 值 了 铺 数 通常 分 别 地 考察 两 个 单 值 消 数 z = +\ 及 z = -Vy( 双 值 函 数 的 
两 “ 文 "), 仪 需 禽 设 z 的 变动 区 域 各 限于 区 间 [0, 二 00) 及 (一 00, 上 0], 则 它们 都 可 以 当 
作 隐 数 yy = 22 的 反 荫 数 . 

3) 仿 此 , 夺取 y = ch z, 其 中 z 的 变动 区 域 仍 是 区 间 区 = (一 00, +co), 则 就 ez 
解 方程 


人 
2 
求 出 (在 y > 1 时 ) 两 数值 


=24 或 e 拉 -2yer+1=0 
所 一 1/ 土 V?2 一 1 
W(t Ys 


这 仍 是 双 值 消 数 , 它 分 开 成 两 个 单 值 的 支 , 各 对 应 于 z 从 0 改变 至 +eo 以 及 从 -oo 
改 忒 至 0. 
4) 又 大 y= sh x, 则 在 任何 y 时 , 由 方程 
er Ce-—T 
2 


仅 求 出 ez 的 一 个 数值 : 


由 此 


二 


cy 


1 如 末 限 数 了 的 反 肾 数 是 单 值 的 , 那么 淆 数 本 身 称 为 可 逆 的 . 通常 谈 到 反 函 数 时 , 无 条 件 地 假定 
它 是 单 值 的 . 
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习 为 在 根 号 前 带 有 负 号 的 第 二 数值 将 是 负 值 , 这 是 不 可 能 的 , 因此 应 该 弃 去 . 由 此 
二 ny 十 V 思 十 1)， 


引 在 这 里 反 哨 数 是 单 值 的 . 

注意 到 , 按照 商 数 y = f(z) 的 图 像 很 多 判 斯 它 的 反 
涡 数 z = gl(y) Pg 若 任 何平 行 于 x 轴 的 
直线 与 这 图 像 最 多 相交 ， 就 出 现 第 -- 种 情形 ， 反 
a 0 可 se Jl Nn 
涩 就 是 多 值 的 . 存 这 种 情形 也 很 易 按 照 图 像 划 分 x 的 变动 
< 间 成 为 几 部 分 , 使 得 每 -~ 部 分 都 对 应 了 这 晴 数 的 一 个 于 
让 “ 文 ?. 例如 ， 只 要 一 性 图 4 内 的 抛物 线 ( 蕊 是 党 数 y= 
约 图 像 ), 就 清楚 地 看 出 它 的 反 也 数 是 双 什 的， 如 要 得 出 单 图 区 
全 “* 文 ”, 只 要 个 别 地 考察 这 抛物 线 的 右 部 及 左 部 (分 别 对 应 
于 z 的 正 值 色 负 值 ) 就 够 也 . 

各 明 数 z = g(y) 是 电 数 yy = f(x) 的 反 遇 数 . 则 显然 , 两 陋 数 的 图 像 重 合 着 . 然 
而 , 也 可 以 仍旧 用 字母 x 表示 反光 数 的 变 元 , 即 代替 师 效 了 = = (yi 而 考察 y = 并) 
藻 在 这 时 x 轴 仍 为 水 平 , 而 y 轴 仍 为 氏 直 , 则 图 形 必须 重 作 . 因为 问题 只 在 交换 x 加 
和 vy 轴 所 担任 的 角色 , 所 以 最 简单 的 办 法 是 使 图 内 的 平面 COzy 绕 第 - -象限 角 的 分 角 
线 旋转 180°( 图 19). 

这 样 ,y = g(z) 的 图 像 就 可 作为 y = f(z) 的 图 像 关 于 分 角 线 的 镜面 反映 而 得 到 . 
列 如 , 根据 图 13 及 14 立刻 看 出 , 它们 就 是 这 样 的 一 种 由 男 一 种 经 过 反射 而 得 出 的 
图 像 . 同样 , 由 于 上 述 的 理由 , 很 易 解释 在 图 11 及 12 内 的 任 一 种 图 像 (关于 第 一 象 
限 角 的 平分 线 ) 的 对 称 性 . 


50. 反 三 角 函 数 “作为 在 48 内 已 讲述 的 初等 前 数 的 种 类 的 补充 , 今 再 考察 
7? 反 三 角 函 数 : 


y= ar js Vas LV.. Earete sg 


tccte sd (Vee Ww Tre 


首先 考察 第 一 个 隐 数 . 滑 数 y = sin z 在 区 间 X= (--00, 十 0) 内 定义 着 , 并 且 
它 的 水 数值 充满 区 间 y = [~1,1] 的 全 部 . 平行 于 x 轴 的 直线 若 与 正弦 曲线 , 即 所 数 
y 二 sin z 的 图 像 (图 15) 相交 , 交点 必 有 无 限 多 个 ; 换言之 , 与 区 间 [1,1] 内 的 y 的 
任 一 数值 对 应 着 的 有 无 限 多 个 z 的 数值 . 因此 其 反 哨 数 , 记 为 


t= Arcsin y®, 
”人 D 下 面 [83] 我 们 还 要 回 到 关于 反 琢 数 的 存在 及 单 值 性 的 问题 
包 我 们 在 当初 [48,5°] 已 着 重 指出 , 三 角 未 数 的 变 元 z 表示 角 的 号 度 : 日 然而 然 地 , 在 这 里 反 三 
角 殴 数 的 值 ( 若 作 为 角 或 弧 的 度量 来 考察 它 ) 也 都 表示 为 弧度 . 


. 88 . 第 二 章 一 元 通 数 [50] 


是 (无 穷 ) 多 值 的 . 

通常 仅 考察 这 函数 对 应 于 z 在 - 工 及 二 之 间 变 动 的 
一 ' 文 ”与 [1,1] 内 的 任 一 y 对 应 着 的 只 有 在 这 范围 内 的 
一 个 zx 值 : 它 记 成 

X= arCSin ?2/， 

并 称 为 反正 弦 哨 数 的 主 值 . 

把 正弦 曲线 绕 第 一 象限 角 的 分 角 线 翻转 (图 20), 则 得 
多 信函 数 y = Arcsin z 的 图 像 ; 其 主 支 y = arcsin z 的 图 
像 用 实 线 标 出 .在 z 的 区 间 [=-1.31 内 它 是 单 值 地 被 确定 着 
的 , 且 满 足 不 等 式 


TT ， 
-3 < arcsin 7 < 


这 蚌 主 文 在 其 他 各 支 中 间 的 特征 . 

回想 在 初等 三 角 学 内 , 当 正 弦 的 数值 已 知 时 , 怎样 用 角 
的 一 个 数值 表达 出 角 的 全 部 数值 , 就 很 易 写 出 给 定 反 正弦 
明 数 的 全 部 数值 的 公式 : 


Arcsin X=arcsin Z 十 2KT (k=0,+l,+2...). 


| 


或 


Arcsin X= (2k+1)r—arcsin 7. 


由 正 强 的 加 法 定理 


sin(a+f)= sin a:cos B+ceos a.sin 6, 


可 得 出 反正 弦 也 数 的 加 法 定理 ， 就 是 , 设 a = arcsin >， 
0 二 arcsin y( 其 中 z 及 yy 都 在 一 1 及 +1 之 间 ); 则 


sn a=7x, Sn f= 7% 图 20 


cos a= V1i—7x?2, cos B= V1-y. 
并 且 根 号 之 前 都 取 + 号 , 因为 根据 反正 弦 函 数 的 主 值 的 特性 ，a 角 及 6 角 都 在 -过 
及 + 之 间 , 故 它们 的 余弦 必 为 正 值 . 因此 ， 
sin(a + 8) =zV1 -y+yVI- 3, 
由 此 


4 十 0O=arcsin z+arcsin vy 


一 Arcsin(ZV1T 一 久 2 十 VVL 一 22)， 


'50] 81， 函数 概念 . 89 ， 


这 公 邢 可 以 更 简单 地 与 成 


arcsin Zarcsin y=arcsin(ZV1— y+yvVl— 22), 
得 只 能 在 “+ 8 不 超出 区 间 |- 了 ,| 的 场合 
右 变 元 z 与 y( 从 而 a 与 8) 异 号 , 这 条 件 将 自动 地 满足 . 又 在 同 号 的 场合 , 很 易 
看 出 上 述 条 件 相 当 于 


+y 1. 
类 似 于 此 的 讨论 亦 可 应 用 于 函数 y = cos z(-co < z < +co). 在 这 里 反 函 数 
y= Arccos z(—1<z<1) 
也 是 (无 穷 ) 多 值 的 (参阅 图 15). 要 分 出 它 的 单 值 支 , 可 附 以 条 件 
0 < arccos T&A 


这 是 反 余弦 沼 数 的 主 支 . 
消 数 arccos 2 与 arcsin x 由 显明 的 关系 式 


nt . 
AITCCOS 二 了 一 QiCSIT w 


联系 看 ; 实际 上 , 不 仅 角 (5 一 arcsin z 的 余弦 等 于 sin(arcsin zx) = z, 且 这 角 本 身 ， 
也 包含 在 0 与 之 间 .Arccos z 的 其 余 的 数值 可 以 借 其 主 值 按 照 下 面 的 公式 表示 出 
来 ， 

Arccos Z =2KT 土 arccos z(k = 0,+tl,+2,:…). 

级 数 y = tg z 对 于 全 部 z 值 , 除去 z = (28 十 1 二 ( 二 0, 土 1, 十 2,… ) 的 数值 以 
外 都 有 意义 . 在 这 里 y 的 数值 充满 区 间 (_oo0, +00), 并 且 对 应 于 任 一 y 仍 有 无 穷 多 
个 过 值 (参阅 图 16). 因此 , 在 区 间 (一 ,十 oo0) 内 给 定 的 反 晴 数 z = Arctg y 是 (无 
穷 ) 多 值 的 . 在 图 21 内 画 着 图 数 y = Arctg z 的 图 像 , 就 是 把 函数 y = te z 的 图 像 
统 第 一 象限 角 的 分 角 线 旋转 180。 而 得 出 的 . 反正 切 困 数 的 主 值 arctg z 采用 这 多 值 
趾 数 的 能 满足 不 等 式 


一 < arct < 一 二 
一 一 TC T oo 
2 8 2 


的 数值 . 
这 样 就 确定 了 一 个 对 于 所 有 的 z 都 有 意义 的 单 值 涡 数 ， 即 反正 切 沁 数 的 主 文 . 
很 易 证 明 , 反正 切 前 数 的 其 余 的 数值 , 可 由 下 式 求 得 : 


Arctg x = arctg z+ kn(k 一 0, 士 1 士 2,.…). 


正切 的 加 法 定理 : 
tg a+tgp 


STM ia 


.90 ， [50] 


\ 
1 
1 
1 


J 


如 果 跋 a = arctg x,6 = arctg y, 便 得 出 (在 zy 产 1 时 ) 


XZ 十 9/ 
t = 
g(a + 8)= 4 — 7 
央 此 
十 YY 
Qa+0=arctg z+t+arctg y= Arcteg . 
] 一 2ZV 
此 时 等 式 可 化 成 更 简单 的 形状 
arctg arctgy = arctg THY ) 
] 一 TV 


仅 需 -= <aw+3< 二 即 zy<1 


9 
在 晤 数 arctg z 与 arcsin z 之 间 亦 不 难 建立 直接 的 关系 


| 


arctg 2 = arcsin 或 arcsin z = arctg 


化 化 
VT 十 2 V1T 一 z2 


(一 co<Z 苹 十 cc) (—1<Zz<+1) 


[51] 8$1， 函数 概念 -91 . 


例如 , 知 设 a = arctg x, 便 有 tegeaw=mz 则 sin wa = tea 一 并 月 因 


V1+tg2a Vitz? 


TT RD NAN ~ -7/ . 
< a < =, 根 号 前 必 带 有 正 号 ; 由 此 , 自然 地 推 得 w = arcsin 全 


再 讲 到 晴 数 Arcctg z(-co < zz < +oco); 它 的 主 值 , 由 不 等 式 


TC 


2 


0 < arcctg Z < 
所 确定 , 这 主 值 与 arctg x 之 间 存 在 下 面 的 关系 : 
Tn 
arcctg 2 一 了 一 arctg ZZ 
表示 反 余 切 函 数 的 其 余数 值 的 公式 , 形 如 
Arcctg x = arcctg z+ kr(k = 0,+t1,+2,..:). 


我 们 不 再 讨论 涌 数 arcsec zx(-o0<z<-1 及 1<zx< 十 00) 及 arccsc z( 同 是 那 
两 个 变动 区 间 ), 让 读者 自己 去 分 析 了 解 墨 . 


51. 浮 数 的 登 置 . 总 结 今 将 介绍 浮 数 到 置 的 概念 ， 以 另 一 变 元 的 明 数 作为 已 
给 函数 的 变 元 , 便 形 成 也 数 悉 置 . 例如 , 琶 置 函数 sn x 及 lg y 束 得 出 明 数 lg sin Zz: 
仿 此 , 又 能 得 出 函数 


] AAA 
V1 一 22.arctg 二 等 等 . 
7 


一 般 , 假设 国 数 y = f(z) 对 于 在 区 域 + = {x} 内 的 > 是 有 意义 的 , 并 且 它 的 数 
值 全 部 包含 在 区 域 7》 = {y} 内 . 再 设 函 数 z = yp(y) 刚好 在 区 域 y 内 是 有 意义 的 . 则 
党 说 , 变量 z 借 y 做 媒介 而 成 为 z 的 函数 : 


2 一 (AZ)) 


依 区 内 已 给 的 z, 先 (按照 记号 f 所 表示 的 规律 ) 求 出 对 应 于 它 的 y 内 的 vy 值 , 再 
(按照 记号 yp 所 表示 的 规律 ) 求 出 对 应 于 这 y 值 的 z 值 ; 那么 它 就 是 对 应 于 所 选 的 x 
而 求 出 的 z 的 数值 . 所 得 的 函数 之 函数 或 复合 函数 , 就 是 晤 置 函 数 f(z) 及 p(y) 的 
结果 . 

蚊 数 f(x) 的 数值 不 越 出 函数 p(y) 的 定义 域 7 的 范围 之 外 这 个 假定 是 非常 要 
崇 的 , 各 忽略 了 它 , 就 会 得 出 雇 论 . 例如 , 假设 z = lg y 而 y =sinz, 我 们 仅 能 考虑 
使 snz > 0 的 那些 值 , 因为 否则 的 话 , 表达 式 没有 意义 . 


:OD 第 二 章 一 元 函数 [52] 


我 们 认为 是 有 益处 的 , 在 这 里 再 着 重 指出 : 一 种 明 数 关系 须 倩 复合 吨 数 来 表 出 的 
这 一 特性 , 并 不 依赖 于 这 函数 关系 的 本 身 , 而 只 依赖 于 表示 这 关系 的 方法 . 例如 , 设 
VA 当 y 在 [-1 1 内 ,而 y=snz 当 >z 在 -二 | 内 . 则 


z= Vl- sin r= cos7. 

此 处 cos z 是 以 复合 水 数 的 形式 出 现 的 . 

当 完 全 弄 清楚 函数 释 置 的 概念 以 后 , 我 们 现在 可 以 准确 地 说 明 在 分 析 学 内 所 研 
究 的 那些 函数 中 的 最 简单 的 种 类 : 首先 , 是 前 所 列举 的 初等 函数 1*~7°, 其 次 , 使 定 
由 它们 用 算术 四 则 运算 及 有 限 次 数 地 应 用 警 置 所 得 的 函数 . 它们 可 用 初等 晒 数 的 有 
限 形 式 来 表示 ; 有 时 它们 也 一 起 称 为 初等 冰 数 . 

以 后 , 掌握 了 更 复杂 的 分 析 工 具 (无 穷 级 数 , 积分 ), 我 们 将 介绍 另 一 些 咀 数 , 全 
们 在 分 析 内 同样 担任 着 重要 角色 , 但 是 已 越 出 了 初等 函数 的 施 围 ， 


$2.， 项 数 的 极限 


52， 函 数 的 极限 的 定义 “考察 数 集 世 = {x}. 若 在 点 4 的 任意 近 处 包含 有 十 中 
异 于 4 的 值 , 则 点 a 称 为 这 数 集 的 聚 点 . 

为 着 要 更 准确 地 表达 这 定义 , 我 们 引入 点 a 的 邻 域 的 概念 : 以 点 a 为 中 心 的 开 
区 间 (a 一 6,a 十 6) 就 称 为 点 a 的 邻 域 . 现存 就 可 以 说 , 若 在 点 a 的 任 一 邻 域 月 包含 蒜 
中 异 于 a 的 工 值 , 则 点 a 是 数 集 寺 的 聚 点 . 

在 这 时 , 聚 点 本 身 可 以 属于 区 或 不 属于 XX. 

设 在 区 域 + 内 给 定 函数 f(z), 是 a 是 的 聚 点 . 这 哨 数 在 x 接近 于 a 时 的 性 
态 是 值得 注意 的 . 若 对 于 任 一 数 = > 0 能 求 出 数 5>0, 只 需 | 一 a| < 6, 能 使 

本 (1) 
( 式 中 的 x 取 自 守 内 且 异 于 a) , 则 称 当 z 趋向 于 a 时 (或 在 a 点 处 ) 函数 f(z) 以 
数 4 为 极限 .这 一 事实 记 成 

lim f(x) = A. (2) 

设 世 是 这 样 一 种 区 域 , 仅 在 a 的 右边 任意 近 处 , 能 找 出 内 的 异 于 a 的 z 数 
值 (在 这 种 场合 点 a 称 为 的 右 聚 点 ), 则 可 以 把 刚才 所 给 函数 的 极限 的 定义 特殊 
化 , 使 仅 限于 x > a 的 数值 . 在 这 种 场合 , 若水 数 的 极限 存在 , 就 称 为 当 x 从 右边 趣 
向 于 a 时 函数 f(z) 的 极限 , 或 简称 (在 点 a 处 的 ) 右 极限 , 并 记 成 


lim f(z) 或 fla+0)%. 


TX— a0 
@ 就 因为 是 了 的 聚 点 , 所 以 可 以 确 知 , 在 点 a 的 邻 域 (a -5a+5) 内 这 种 z 的 数值 一 定 是 和 丰 
在 的 . 
@ 若 oa 本身 等 于 0, 则 代替 0 十 0(0 一 0) 而 简单 地 写成 +0( 一 0). 


[52] §2.， 哨 数 的 极限 OO 


类 似 地 可 建立 概念 : 左 聚 点 ,及 当 zz 从 左边 趋向 于 wu 时 子 数 的 极限 或 (在 点 a 处 
的 ) 左 极限 : 
lim  f (7) 或 f(a—0). 


2 一 


大 点 4 同时 为 的 右 聚 点 及 左 聚 点 , 则 很 易 证 明 , 极 限 (2) 存在 的 必要 而 且 充 
分 的 条 件 为 右 极 限 及 左 极限 各 自 存 在 而 且 相 等 : 
lv. Di (这 


X—a+0 六 一 4 一 0 


7 趋同 于 有 限 极限 a 时 , 前 数 亦 可 以 有 无 穷 极 限 (不 带 符 号 或 有 确定 符号 ). 
ne = 一 数 巨 > 0, 能 求 出 数 5>0, 只 需 |t 一 a| < 56, 便 能 使 


To (f(D) (3) 


( 式 中 的 z, 如 经 党 一 样 , 是 取 自 * 内 的 异 于 a 的 数 ), 则 称 当 z 趋向 于 a 时 (或 在 点 
a 处 ) 郊 数 f(x) 以 十 oc( 一 00) 为 极限 . 
这 些 事 实 的 记 法 , 类 似 于 (2): 
lim f(z) = +o0(—00). 


之 一 人 


对 于 现在 这 个 情形 亦 可 以 仿照 前 面 定 义 右边 及 左边 的 单 侧 极 限时 的 做 法 . 
基数 集 光一 {z} 包含 (绝对 值 ) 任意 大 的 正 ( 负 ) 值 z, 则 称 +oo(-ooj 是 万 的 
聚 点 ， 
在 此 假定 下 , 若 对 于 不 论 怎 样 的 数 = > 0 恒 有 数 A > 0 存在 , 只 需 工 > Alz < 
_A) 便 能 使 
Ba (4 


( 式 中 的 z 取 自 区 内), 则 称 当 工 趋 向 于 十 oo(-o00) 时 函数 f(z) 有 极限 4. 并 写成 : 


i 区 室 (5) 


服 后 , 多 于 改 述 上 列 定义 , 使 适用 于 4 = +oo 或 -oo 的 场合 

所 有 这 些 定 义 的 本 质 是 同一 件 东西 : 函数 f(x) 可 任意 草地 < 接近 ， 于 其 极限 4, 只 
需 目 变 量 x 充分 地 “接近 ”于 它 自己 的 极限 a. 但 变量 “接近 ”于 有 限 极限 的 意思 是 
指 , 他 们 之 间 的 差 (的 绝对 值 ) 很 微小 ; 而 它 “ 接 近 ” 于 无 穷 极限 的 意思 是 指 , 它 本 身 
(的 绝对 值 ) 是 很 巨大 ， 且 当 讲 及 确定 答 号 的 无 穷 时 极限 的 符号 仍 保持 着 . 

很 明显 地 , 数 4(A) 在 一 切 场合 都 依赖 于 =( 书 )， 

最 后 注 蕊 , 当 限 数 f(x) 趋向 于 0 时 , 它 称 为 无 穷 小 ; 若 f(x) 趋向 于 oo, 它 就 称 
为 无 穷 大 . 奢 后 一 情况 发 生 于 xz 一 a 时 , 则 亦 称 在 点 a 处 函数 成 为 无 穷 大 . 


94 ， 第 二 章 一 元 函数 [53] 


53. 变 成 整 序 变量 的 情形 “” 知 将 整 序 变量 视 为 在 自然 数 序 范围 内 变动 着 的 自 变 

n 的 函数 , 则 当 一 co 时 这 国 数 的 极限 , 有 如 在 52 内 所 定义 的 , 显然 与 23 及 
27 内 所 定义 的 整 序 变量 的 极限 (人 的 角色 在 那里 由 入 担任 ) 相 一 致 . 这 样 , 整 序 变 
量 的 极限 是 骂 数 的 极限 的 特殊 情形 . 

而 且 , 反之. 在 某 些 意义 上 , 曙 数 的 极限 可 归结 于 整 序 变量 的 极限 . 

设 数 集 衬 = {z} 有 聚 点 ala 可 以 是 有 限 的 数 , 也 可 以 是 不 同和 从 号 无 穷 ). 则 由 款 
内 可 以 (用 无 数 种 方法 ) 取出 以 a 为 极限 的 z 的 ( 异 于 a 的 ) 序列 


T1222, "Tn". (6) 


事实 上 , 若 wu 是 有 限 的 , 则 在 给 定 一 趋 于 零 的 整 序 变 基 6,, 以 后 , 在 点 a 的 任 
一 邻 域 (a 一 56%,4 十 6x4)(n = 二 1,2,3,…) 内 必 能 求 出 寺中 的 异 于 a 的 点 了 = zw 因 
[zn 一 Q| < 之 6 故 zi 一 a， 当 4 为 无 穷 时 , 就 给 定 一 整 序 变量 A, 一 +eo. 且 对 于 任 
= 水 出 定员 的 二 效 介 全 训 全 A 时 你 有 有 和 汪 : 

与 变 元 的 序列 (6) 对 应 着 的 是 函数 的 序列 


(oi CB CD (7) 


很 易 看 出 ,在 等 式 (2) 成 立时 这 序列 恒 收 全 于 4. 上 且 以 a 及 4 均 为 有 限 的 情形 
作为 示例 . 

i de se i 应 的 数 5 > 0. 由 
Se (6) 收敛 于 a, 所 以 根据 数 5., 必 能 求 出 [23] 序号 N, 使 n> N 时 能 成 立 不 等 
式 lzn 一 a| < 6, 因此 [参阅 (1)]. 又 有 |f(xzn) ~ 4| < e. 由 此 亦 就 证 明了 序列 (7) 收 
化 于 4. 

这 定理 的 逆 亦 是 真实 的 : 

今 假 设 自 变 量 工 依 着 以 a 为 极限 的 任意 序列 (6)( 由 寺内 取出 的 ) 递 变 时 , 与 它 
对 应 的 函数 值 的 序列 (7) 恒 有 极限 4. 则 这 数 A 就 是 52 所 定义 的 函数 f(z) 的 极 
FR 民 . 

我 们 在 这 里 仍 限于 a 及 4 均 为 有 限 数 的 情形 . 试 由 反面 推论 , 假定 4 并 非 虽 数 
的 极限 . 那 时 对 于 某 些 数 s > 0， 6 存在 ; 即 不 论 取 怎 样 小 的 5, 至少 能 
求 出 变数 z 的 一 个 数值 z = zx/( 异 于 a), 虽 


他 一 中 < 6, 但 仍 有 |f(z') 一 A| > 


取 一 ee 一 数 6 = 0 恒 能 找 
出 数值 w = x', 虽然 


敬一 al < 54, 但 仍 有 |f(z) - A| > 
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于 是 这 些 数 什 便 组 成 过 一 序列 
Ti, hy ,Th 


对 于 它们 , 恒 有 
zi al<6 (n=1,2,..); 


因 6% 一 0, 故 x 一 wa. 
依 定理 的 假定 , 对 应 的 子 数 的 序列 


f(21), f(x2), ,f(zn), 


应 趋 于 4, 但 这 是 不 可 能 的 , 因 对 于 一 切 的 n= 1,2,… 恒 有 |f(x) 一 4| > e. 所 得 
的 矛盾 就 证 明了 我 们 的 命题 . 
这 样 , 我 们 在 实质 上 已 得 出 师 数 的 极限 概念 的 第 二 定义 , 它 在 52 内 是 用 所 -4 
的 语言 ”表达 着 的 . 现在 我 们 又 可 以 用 “序列 的 语言 ”表达 它 , 即 把 等 式 (2) 的 意义 
理解 为 : 对 于 任何 以 a 为 极限 的 序列 (6), 对 应 的 序列 (7) 第 有 极限 4. 
末了 , 我 们 注意 到 ,只 需 假 定 对 应 于 任何 收敛 于 a 的 序列 (6), 序列 (7) 的 极限 常 
存在 , 就 足以 推 得 一 切 这 些 极 限 是 重合 的 .事实 上 , 假定 对 于 趋 于 a 的 两 个 序列 


1 ，  / / // 1 
Ti do ,dn 友 1， 02 


有 
f(r) oA 及 fz) A, 


此 处 A’ 对 4A”. 则 把 两 序列 的 各 项 相间 着 以 组 成 新 序列 : 


/ // 


1 1 _ 1 1/ . 
Ty oo ,dn wn", 


它 显 然 是 趋向 于 a 的 , 因为 对 于 充分 大 的 n, zx 及 zx! 都 与 a 相差 任意 小 . 而 同时 对 
应 的 函数 的 序列 : 


f (27), f(z7), zz2) , f(T), f(T%), 
则 违反 假定 , 根本 没有 极限 , 因为 它 的 奇数 项 或 偶数 项 所 组 成 的 部 分 序列 , 各 趋 回 于 
不 同 的 极限 [40]. 所 得 的 了 矛盾, 就 证 明 形 式 如 (7) 的 序列 , 事实 上 始终 趋向 于 同一 的 
极限 . 


54. 例题 1) 证 明 
lim a 一 +oo (a>1). 


并 一 十 CC 


对 于 任何 妃 > 0, 只 要 取 A = logs EE, 就 可 由 


>A 导出 a” > 万， 


. 96 . 第 二 章 一 元 函数 [54] 


这 就 证 明了 我 们 的 命题 Q. 
仿 此 可 证 明 
lim a =0 (a> 1). 


之 一 一 CO 


、 二 1 
外 不 论 s > 0(e < 1) 怎样 小 , 若 取 A = log = = — log &, 则 


在 x < 一 人 时 必 有 a* < <. 
又 若 0 < a < 1, 则 用 变换 式 oz 二 (=) 很 易 建 立 结果 


lim a”=0, lim a =+o0 (0<a<1). 


TX 一 十 00 工人 一 一 CO 


2) 证 明 在 a>1 时 


lim log,%=+o%, lm log, z= —o0. 


也 一 十 co ZX 一 十 0 


对 于 任何 给 定 的 瓦 > 0, 只 需 z > a?, 就 有 log ,和 > 五 ;因而 仿 此 , 只 需 0 < x < oa- 就 成 
立 不 等 式 : log。z < 一 已 . 由 此 就 证 明了 那 两 个 关系 式 . 
3) 我 们 再 证 


T 
lim arctgz = 一 ， lim arctgz = —~. 
也 一 十 CO 2 了 一 一 CO 2 


且 讨 论 第 一 个 极限 作为 例子 . 对 于 任何 es> 0, 取 z > tg (5 - e), 就 可 使 arctgz > 一 6, 于 是 


A 
0 < 5 一 arctgZ < e. 


4) 关系 式 : 
im, 了 二 十 co(a > 1) 
是 更 细致 的 例子 . 
回忆 我 们 旱 已 经 遇见 过 它 的 特例 : 
lim 一 三 十 co 
nn 一 十 00 爷 


32.9)]; 显然 , 同时 又 有 


内 此 . 根据 给 定 的 巨 > 0 能 求 出 自然 数 NN, 使 在 n > N 时 , 成 立 不 等 式 


nN 


> EE. 
你 士 工 


今 肌 zz > NN 十 1; 若 假 定 n= B(xz), 则 


n>NXn<zr<n+tl, 
我 们 在 27 内 已 经 得 出 较为 特殊 的 结果 


lim co “一 十 oo (a > 1). 


82.， 项 数 的 极限 


[54] 

于 是 -XT nN 
> >h, 
I 十] 

这 就 证 明了 命题 . 


由 此 , 也 如 在 [32,9)] 内 那样 , 很 易 求 得 
lim 2 一 十 co (a> 1,k > 0). 


一 十 OO TK 


5) 类 似 地 , 根据 以 前 的 结果 [32,11| 


一 般 可 以 建立 
lim -2827 -0 (o>1), 
一 十 OO CL 


式 中 x 是 任何 正 的 实数 . 
把 这 里 的 z 换 成 z*(k > 0), 容易 证 明 ， 
lm :08eZ -0 (a>1k>0). 
立 一 十 CO 化 


事实 上 , 大 对 任意 给 定 的 e > 0, 取 这 样 的 A, 使 当 z > A 时 已 能 满足 不 等 式 


] 
-8 二 < ke, 
2 


则 在 x > Al = AK 时 就 有 x* > A, 因而 
log, Zz 


<E 
TS 


若 把 这 里 的 x 换 成 =， 则 已 得 的 结果 可 以 改写 成 


lim x" log, T=0 (a> 1,k > 0). 
I 一 十 


6) 由 25,5) 内 已 证 明 的 极限 关系 


lim a* =1 
一 十 00 
可 以 得 出 更 普遍 的 极限 关系 
lim ao” = 
z—0 
注意 到 , 显然 有 | 
lim a = lim —=1. 


因此 , 不 论 e > 0 怎样 , 可 以 求 出 自然 数 no, 使 ( 奉 a > 了 
1 _L_ 
1 一 sa<Qw no<ano 扎 1 十 6， 


.98 . 第 二 章 一 元 函 数 [54] 


则 
or- 而 <az< az ， 
由 此 
1-e<a <l+e 或 la -1|<e. 
这 就 证 明了 前 述 的 命题 . 
7) 现在 我 们 将 建立 下 面 的 (对 于 以 后 也 是 很 重要 的 ) 结 琳 : 


但 是 首先 我 们 必须 证 明 下 列 有 用 的 不 等 式 : 
Bll 0 A EY [0 (9) 


为 这 目的 , 我 们 考察 在 半径 为 五 的 圆 内 的 锐角 <40B， 
芒 4B 及 切 圆 于 点 4 的 切线 4C( 图 22). 则 有 : 


信 A0B 的 面积 < 扇形 40B 的 面积 < A4OC 的 面积 包 . 


若 用 x 表示 角 “4OB 的 弧度 , 于 是 弧 4B 的 长 就 可 
用 Rz 来 表示 , 而 这 些 不 等 式 就 可 以 改 瑟 成 : 


1 i : 
3 .Sin 人 < “人 2 tgz. 


1l i a 

由 此 约 去 Dv 就 得 出 不 等 式 (9). 
在 假定 0 < w < 了 之 下 , 用 不 等 式 (9) 的 各 项 去 除 图 22 
sin x. 则 得 : 
SINCTI 
1 一 
小 

由 此 


0O<1 <1]—cos 人 


sin ZX 


但 
和 和 < 
2 2 
[根据 (9)]. 于 征 


SIn 并 
0 一 1 一 


< 


由 此 推 得 不 等 式 
S1iil 之 | 


Pe 
es Ea 


在 这 里 我 们 应 用 中 学 教程 内 已 知 的 关于 初等 几何 图 形 的 面积 方面 的 知识 . 
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显然 , 在 改变 z 的 符号 时 , 上 式 仍 旧 是 正确 的 , 束 是 说 , 对 于 一 切 z 取 0, 只 需 |z| < 了 
这 不 等 式 总 成 立 ， 

所 得 的 不 等 式 就 证 明了 (8) 式 ， 事实 上 , 对 于 任意 给 定 的 数 = > 0, 只 需 选取 
数 < 及 二 中 的 最 小 者 作为 6 就 已 足够 了 : 在 lz| < 5 时 , 首先 , 这 不 等 式 是 可 用 的 


( 因 5< , 而 用 了 它 ( 因 6<e), 就 得 到 


依 函 数 极限 的 定义 [52], 这 就 表示 , 函数 一 在 x 趋向 于 0 时 以 1 为 极限 . 于 
是 关系 式 (8) 就 被 证 实 了 . 
”7a) 极限 关系 式 (8) 根据 53 可 以 理解 为 : 只 需 x 依 收敛 于 零 的 序列 {2%} 而 递 变 ， 整 序 变量 
?Yn 终 是 趋 于 1. 
Tn 

今 试 应 用 这 事实 来 求 整 序 变 量 的 极限 


， o% 2 Pp 
im cos C08 73 5908 Hn 


式 中 wp 是 任何 异 于 0 的 数 . 


显然 ， 
sinp 一 2cos 5 sin 一 2? cos -cos7 .sin 广 二 ..， 
一 2 cos 5 cos 三 i cosah -sin 本 


于 是 那个 很 有 趣 的 式 子 的 形状 就 表示 为 


~ 
sinp sinp 2 
. Pp .pi 
On . _ Pp S _~- 
sin 3 in 3 


因为 zn = 过 一 0, 故 依 上 述 的 命题 


于 是 本 题 内 整 序 变 量 的 极限 就 等 于 煞 名 
8) 现在 我 们 再 研究 一 个 十 分 重要 的 极限 . 就 是 , 在 36 内 曾 定义 数 e 作为 整 序 变 


量 的 极限 | 
a= lim (1+=) ， (10) 


Nn 一 十 CO 
今 我 们 要 建立 更 普遍 的 结 采 : 


lim (17) =: (11) 


工 一 十 CO 
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及 同样 ， 
im (+ 了 _e (118) 
这 次 我 们 要 应 用 借 “ 序 列 的 语言 " 来 表达 的 极限 的 第 二 个 定义 了 [53]. 


站 先 , 要 记 起 , 与 (10) 同时 也 成 立 下 面 的 等 式 
/ LN 
lim (+ 二 一 6， (12) 


只 要 {nx} 是 目 然 数 的 任意 序列 , 随 标 号 一 起 增 大 以 至 无 穷 [40] 
今 肥 z 依 任何 趋向 于 +oo 的 序列 {zk} 而 递 变 ; 并 且 可 以 当 作 一 切 zx, > 1. 令 
二 (zx), 于 是 


?大 过 < 十 1 XX nono. 


内 为 这 时 | 
nx 二 1 ~ Tk < ng 
ae ng zk mk 十 1 
Ce 
两 个 徘 边 的 式 子 可 以 改写 成 : 
1 mk 十 1 
l ) i 
nx 二 1 ] | 
7 六 十 工 
0 二) 
并 且 根 据 (12)， 
(1) 
同时 , 显然 地 ， 


] l 
1] 十 一 一 1]，1 十 一 二; 
Nk 大 


nx 十 1 
这 样 , 上 述 的 两 式 都 趋 于 公共 的 极限 e, 所 以 夹 在 他 们 中 间 的 式 子 也 应 趋 于 el 依 28， 


定理 3?]: 
1 \ 
lim 和 十 二 一 6. 
OK 


由 此 , 关系 式 (11) 内 的 第 一 式 已 经 在 “序列 的 语言 ”下 获得 证 明 . 
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为 了 再 要 证 明 (11a), 可 以 假定 序列 {zx} 以 -00 为 极限 (并 且 可 以 当 作 一 切 
人 芝 一 1]). 大 令 x 二 一 yx; 则 yr 一 十 oo( 又 一 切 yx > 1). 显然 


1 Tk ] Yk Yk 
CC 
Tk Yk JE 
| 人 
人 ) (1+ 
Vie de == 


丸 为 , 依 前 面 所 证 明 的 , 最 后 一 式 的 第 一 因 式 趋向 于 e 第 二 因 式 显然 以 1 为 极限 所 
以 在 左边 的 式 子 也 应 趋 于 6. 故 公式 (11a) 已 完全 证 实 
分 把 表达 式 0 = 内 的 变量 z 换 成 =， 若 a 是 趋向 于 0( 但 不 等 于 0) 的 序 


列 中 的 一 值 , 则 > 二 - 将 趋向 于 二 so, 因此 , 公式 (11) 和 (118) 可 以 改写 成 


e = lim (1 + o)™. (13) 


(4 


这 一 个 得 注意 的 结果 是 数 e 的 一 切 应 用 上 的 基础 . 

9) 最 后 , 举 一 个 明 数 的 极限 并 不 存在 的 例题 也 是 很 有 趣 的 . 函数 sinzx 在 > 趋向 于 十 ceo( 一 co) 
对 咒 全 然 没 有 极限 . 

若 在 “序列 的 观点 ”上 来 说 明 极限 的 不 存在 最 为 简单 . 只 要 注意 x 值 的 两 个 序列 


{(2- 5 r} 友 { (2n+ 3) |} (n= 1,2,...) 
部 以 +coe 为 极限 , 而 与 它们 对 应 的 函数 值 的 序列 却 趋 于 两 个 相 异 的 极限 : 
sin (2n — 5) T=-1—-, sin (2n + 3) r=1—1 


(又 可 以 改 用 这 样 的 说 法 : 若 取 以 十 oo 为 极限 的 z 值 的 序列 


{(n+3)r) (Ee I) 


则 与 它 对 应 的 也 数值 的 序列 : 


就 全 然 没有 极限 .) 
若 回 想起 正弦 曲线 的 振动 ” 的 特性 , 则 在 所 考察 的 情形 极限 并 不 存在 是 很 明显 的 | 
类 似 地 , 函数 sin 二 在 a( 从 右 或 从 左 ) 趋向 于 0 时 极限 并 不 存在 ,实际 上 , 这 仅 是 前 述 例题 


的 另 一 形式 : 只 需 在 函数 sinz 内 把 z 换 成 ~ 就 是 , 显然, 若 a 依从 右 (从 左 ) 接近 于 0 的 序列 
递 变 , 则 z = 二 就 趋向 于 +co( 一 co), 反之 亦 真 

在 表达 式 sin = 内 , 将 字母 a 仍旧 写成 字母 =( 使 变 成 惯用 的 横 标的 记号 ) , 并 考察 当 z 的 数 
值 在 由 0 至 = (及 由 -二 至 0) 的 范围 内 时 子 数 


] 
二 sin 二 (z 天 0) 


- 102 


第 二 章 一 元 消 数 
的 图 像 . 
i 记 下 依次 减 小 到 0 的 z 数值 : 
RA EE 
cr rs i (2n—1)r nr (202 十 1)T 
ee ee De 
们 对 应 的 是 增 大 至 无 穷 大 的 一 = 数值 
a a 和 元 下 (27 一 1) 和 (2n 十 了 区 
人 
在 上 述 (这 辽 ， 


人 
全 人 导 及 机 下 人 有 


这 样 ， sin 二 , 类 似 于 函数 sin zx, 就 有 着 无 数 次 的 振动 , 但 sin z 的 振动 散布 于 无 穷 区 间 
而 此 处 sin 了 = Dr 限 区 间 中 , 旦 凝聚 于 0. 
在 儿 23 内 加 着 le 


象 (自然 是 很 不 完全 的 , 要 国 出 无 数 次 的 振动 是 不 可 能 的 ! ) . 因为 当 
z 的 符号 改变 时 sin = 的 符号 亦 必 改 变 , 所 以 图 像 的 左 半 部 与 右 半 部 关于 原点 是 对 称 的 


v=SInN | 
Pa 从 


Wy 


名 23 


Se 


i 


| 


10) 苟 考察 了 当 交 


察 范 数 zsin 0 7 关 0 时 ), 它 与 刚才 研究 过 的 陋 数 sin - 仅 相 差 一 个 乘 数 zx， 则 
这 次 在 x 一 0 时 就 有 极限 存在 了 : 


汪汪 
Nn Sm = 0 
zz—0 LT 
这 事实 由 不 等 式 | 
上 zsin 二 | < |zl, 
I 
加 3] 以 立刻 朋 拍 . 


在 z 接近 于 0 时 , 我 们 的 函数 仍旧 发 生 无 数 次 的 振动 , 但 它们 的 振幅 (由 于 乘 数 z) 渐渐 六 
小 而 趋 于 0. 贝 此 就 保证 了 极限 的 存在 


y= :sin = 

的 图 像 画 在 图 24 内 : 它 包 藏 在 两 条 坐标 角 的 分 角 线 y = 二 7 与 y= 一 x 之 间 
@ 在 图 23 及 24 内 , 为 着 要 

发 度 


a 
因此 也 就 造成 了 孔 数 的 准确 图 像 失 真 . 


[54] 
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y 
AM 
/NE ， 
2 IN2/1~Yw 2/1 “1 2 
一 和 OO 
图 24 
附注 “我们 已 有 一 系列 的 极限 
,SinZx . 1 . .1 
li =1, lim(l+7x)* =e, limzsin— =0, 
2 一 0 人 I—0 Z 一 0 下 


号 有 一 种 共同 的 特性 : 即 此 处 所 考察 的 诸 郧 数 中 没有 一 个 函数 在 x = 0 时 是 有 定义 的 . 但 这 并 不 
束 啊 我 们 说 及 当 z 一 0 时 它们 的 极限 的 存在 , 因为 , 依照 52 中 所 给 定义 的 准确 意义 , 刚好 数值 
+ 一 0 是 不 被 考察 的 . 

类 似 地 , 男 数 sin - 在 x 二 0 时 并 无 意义 的 事实 并 不 影响 我 们 提出 当 z 一 0 时 它 的 极限 的 
季 在 问题 ; 但 现在 极限 并 不 存在 . 


55. 极限 理论 的 拓 广 ”在 第 一 章 内 (§1 和 82) 所 阐明 的 适合 于 整 序 变量 的 极限 
理论 , 应 如 何 拓 广 之 使 适合 于 这 里 所 考察 的 任意 吗 数 的 一 般 场 合 , 这 一 问题 是 自然 会 
提出 来 的 . 

这 存在 着 两 条 路 径 : 

I. 首先 , 可 以 把 以 前 所 叙述 过 的 论断 改写 一 下 . 我 们 现在 就 对 26 内 的 命题 1° 
实际 地 试行 一 下 作为 例子 . 

考察 在 某 一 以 ou 为 聚 点 的 区 域 + 内 所 定义 的 函数 f(z). 

1” 族 当 了 趋 于 oa 时 函数 f(z) 有 一 有 限 的 极限 4, 而 4 >p(4A <g), 则 当 z 的 
值 充分 接近 于 a( 异 于 a) 时 函数 本 身 也 就 满足 不 等 式 


f(2) >p (f(z) < oq). (14) 
选取 正 数 。 < 4 ~- p(g 一 4), 就 有 
A—-e>p (A4+ée<g). 
但 依 极限 定义 , 对 于 这 s 必 能 求 出 6, 只 需 jz -~ al < 5( 其 中 zx 取 自 内 且 异 于 a)， 
A—e<f(z)<A+i+e. 
台数 a 可 以 是 无 穷 ; 但 我 们 为 着 确定 起 见 , 且 限 于 a 为 有 限 的 场合 . 
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对 于 这 些 z 值 , 当然 (14) 式 也 能 成 立 . 

读者 当 已 看 到 . 在 证 明 时 并 不 需 引 入 任何 新 的 观念 . 

由 此 广 可 以 直接 证 实 26 内 的 命题 2%,3° 及 5°, 例如 , 在 1° 内 命 p = 0(g = 0)， 
束 得 

2” 若 在 xX 一 a 时 函数 f(z) 有 一 有 限 的 正 ( 负 ) 极限 , 则 函数 本 身 也 必 为 正 
( 负 ) . 至少. 对 于 充分 接近 于 a 但 异 于 4 的 x 的 数值 是 如 此 

类 似 于 4° 的 命题 亦 必 真 实 , 但 表示 为 更 狭义 的 形式 . 

4” 若 在 7z 一 4 时 通 数 f(z) 有 一 有 限 的 极限 , 则 对 于 充分 接近 于 a 的 的 数 
值 邵 数 是 有 界 的 : 


A 是 效 和 | 区 二 吕 雪 分 


回想 起 有 一 一 有 限 极限 的 整 序 变量 zw, 最 初 也 仅 在 ”> N 时 才 得 出 不 等 式 |z,| < 
7 但 因 整 序 变量 的 数值 仅 只 有 限 个 数 不 能 满足 这 不 等 式 , 故 在 有 需要 的 时 候 也 不 
难 增 大 M', 使 一 切 zw 都 能 满足 这 不 等 式 . 但 在 也 数 的 情形 , 一 般 说 这 是 办 不 到 的 ， 
Be 例如 ,函数 fo =-(z > 0) 在 e 一 1 


Pe ly 和 则 f(z) < 2, 然而 对 于 x 的 一 切 被 考察 的 数值 ,函数 
f(x) 却 不 是 有 界 的 . 

LL 在 叙述 别 的 定理 以 前 , 我 们 首先 应 该 约定 , 若 在 那些 定理 内 变量 是 用 等 式 、 
不 等 式 或 算术 运算 等 符号 联系 的 ， 0 [在 所 同一 区 域 xX 内 所 定义 的 ) 函数 
f(z), g(x),… 用 这 种 符号 连接 起 来 时 , 我 们 总 把 它们 的 数值 了 解 为 对 应 于 同一 个 zx 
的 数值 . 

所 有 这 些 定理 都 可 以 用 类 似 的 方法 重新 证 明 , 但 需 着 重 指出 , 实际 上 没有 必要 
去 一 一 证 明 它 们 . 春 站 在 “序列 的 观点 ”上 来 谈 函 数 的 极限 , 则 既然 对 于 序列 定理 已 
被 证 明 , 那么 对 于 员 数 它们 也 是 正确 的 . 

姑且 讨论 30 内 的 定理 1°,2°.3°. 作为 例子 : 

设 在 区 域 人 (有 聚 点 a) 内 给 定 两 函数 f(x) 及 g(xz), 在 x 趋 于 a 时 有 有 限 极限 


Mr (w) A ng(R) eB. 
则 肠 数 
Ey rg 
也 有 有 限 极 限 (在 商 的 情形 须 假 定 万 尖 0) , 就 是 


A 
A 二 B. A.B. —. 
: 


用 “序列 的 语言 ” 译 述 上 述 的 两 个 关系 式 , 就 成 为 : 若 {zx} 是 + 内 的 任意 序列 ， 
有 极限 为 a, 则 


(15) 


ee dl) -BB, 


56| 82.， 户 数 的 极限 .105 ， 


专 拒 已 经 证 明 的 定理 应 用 于 这 两 个 整 序 变 量 , 则 立即 得 出 


| (me oD lm om ss lf 


可 这 正 就 (用 “序列 的 语言 ") 表 达 着 上面 所 要 证 明 的 东西 中 
在 31 内 所 讲 的 关于 “不 定式 "也 都 同样 地 自动 转移 到 我 们 现在 所 考察 的 一 般 情 
2 有 来 了 . 它们 用 约定 的 记号 
UJ.o0. cc 一 CC 
闲 表 示 . 如 同 我 们 在 自然 数 变量 函数 的 简单 情形 一 样 . 这 里 为 了 要 “确定 不 定式 ”, 仅 
知道 隐 数 f(x) 及 gf(z) 的 极限 还 是 不 够 的 ， 从 须 订 及 这 上 于 潭 数 的 变动 的 规律 ， 
读者 很 窑 易 检查 出 . 在 前 一 目的 例 5) 内 我 们 已 遇见 过 不 定式 , 其 型 如 二 


0 出 往 例 了 ss =， 在 下 一 目 内 我 们 将 再 引 和 一 此 例题 a 
村 六 用 极限 论 的 最 们 蛙 的 定 
在 第 四 草 的 84 i 文 个 问题 来 , 在 那里 , 我 们 应 用 微分 学 给 出 了 确定 
不 定式 的 一 般 方法 . 


56. 例题 “1) 把 32 的 例 1) 及 2) 普遍 化 , 我 们 研究 多 项 式 


p(x) = a0r + oar + or T+ak 
可 后 髓 人 研究 两 个 多 项 式 的 商 


2 EE ie 


9(Z) boz!: + bri bt- bh 


经 变形 
C 大 
迪 大 
很 易 确定 


lim DL 0 
开 且 极限 的 符号 可 以 这 样 确定 : 当 尺 为 偶数 时 它 仅 由 ao 的 符号 来 决定 , 当 上 到 为 奇数 时 除 ao 以 
外 还 要 看 z 的 符号 ， 
2) 类 似 于 此 , 我 们 可 求 出 


. p({2) Q0 CC 
] 一 ， 
0 gq(z) ee bo ( ) 


按照 上 > = 或 上 < 极限 的 符号 (在 第 二 种 情形 ) 依 ao 及 bo 的 符号 而 确定 , 但 在 -1 为 
奇数 时 还 须 依 x 的 符号 而 确定 ， 

@ 在 商 的 情形 可 以 注意 到 (类 似 于 在 论 及 整 序 变量 时 我 们 曾 做 过 的 那样 ) 在 x 充分 接近 于 a 时 
分 母 g(z) 关 0, 于 是 分 式 全 就 有 了 得 义 ,至 少 在 z 的 这 些 数值 时 是 如 此 。 


. 106 . 第 二 章 一 元 函数 [56] 


3) 今 将 证 明 对 于 任意 的 正 有 理 指数 > 有 公式 


lm 0 (0) 
并 一 ?0 由 0 
从 指数 为 自然 数 : 7 == nn 这 种 最 简单 的 情形 开始 . 依 牛 顿 二 项 定理 
n(n 1) 2 nN 
(1 a | XY 十 TD TD” n(n— 1) i 
A 全 十 十 并 了 
7 i 这 
内 为 当 x 一 0 时 最 后 一 式 的 一 切 项 , 除 第 一 项 外 , 都 趋 于 0, 因此 实际 上 就 成 为 
lim C3 Sh 
zr—0 外 


,i ee ns 
今 令 r = 二 ( 式 中 mm 是 自然 数 ) ,并 考察 式 子 
二 


L 


Vi+z—1l=y, 由 此 z= {1 ed 
因为 ( 当 作 |z| < 1) 


1 一 中 < Vit+z<1+lzl, 所 以 lim Vi+z=1, 


于 是 , 随同 着 z 一 0 亦 有 2y 一 0. 则 依 前 面 的 情形 ， 


. Vi+z—1 . 21/ 1 
lim = lim 一 一 . 
z 一 0 y 一 0 (1 十 功 岂 一 1 mm 


最 后 , 要 证 明 一 般 的 情形 > = 二 , 仍 引用 辅助 变数 y/ 


(7 y 
7 由 y (Le 
由 此 
| | 
limn ( 0 
rT—0 77 
4) 求 极限 


洲 
eA 
并 一 (0 人 


仍 用 同样 的 代 换 式 VI 十 x 一 1 ==y, 则 被 考察 的 式 子 变 为 


I nC—1 7 妃 一 工 
ca | a < i 
V em 十 Vy) | a 人 
(+)™ 1 La ee 


由 此 , 立刻 明白 , 所 求 的 极限 等 于 -也 二 
2 


” @ 在 下 面 77, 5) (3) ] 它 将 被 普遍 地 推广 到 任意 的 实 指数 的 场合 


57 


$2. 痕 数 的 极限 


5) 极限 [54,7)] 


Slim 站 
lim -—— = 
TIT-20 六 
泾 第 被 应 用 着 去 求 其 他 的 极限 . 
(a) 
和 08 1 G5) 
人 一 OO x22 站 2 0 | 
显然 


和 Fal ] sin 5 
rz2 72 2 
2 
习 为 括 弧 内 的 式 子 趋 于 1, 所 以 总 的 极限 就 是 5 
(6) 


. tgez—sinX 1 0 
pn qo > (5) | 
在 这 里 用 变形 法 很 容易 导向 上 和 面 讨论 过 的 极限 : 
tgz—snz 1 Si 1—cosz 
i cosrT Zz 


yp TI? 


只 需 注意 当 x 一 0 时 cosz 一 1, 则 由 上 面 (a) 的 结果 便 自然 能 推 得 本 式 的 结果 了 
(a) 


2 


和 在 这 里 换 成 变量 a = 一 2 将 更 为 便利 ; 显然 , 当 z 一 时 a 一 0. 我 们 就 有 


lim (secz — tgx) = 0(co — 00). 


1 一 cos w 
SCT 一 VgZ 三 CSCa 一 CgGQ = 


人 i 
Sin C ey Sin a 
57. 单调 酒 数 的 极限 ”关于 函数 极限 
es 


约 存 在 问题 , 对 于 茶 种 特殊 类 型 的 函数 , 即 由 单调 整 序 变量 [34] 这 概念 拓 广 而 得 到 
的 函数 , 其 解决 特别 简单 


设立 效 f(z) 定义 在 某 一 区 域 X* = {x} 内 . 若 对 于 这 区 域内 的 任意 一 对 数值 x 
与 2 由 zx'>z 能 推 得 


ftz') > f(z) [f(z’) < f(z)], 
则 f(z) 称 为 在 区 域内 的 增 函 数 ( 减 函 数 ) 又 若 由 z/ > z 只 能 推 得 


~ 


f (7) > fz)[f (x) < jz)] 
则 f(z) 称 为 不 减 函数 (不 增 函 数 ), 在 这 种 场合 , 有 时 也 称 f(z) 是 广义 增 函 数 ( 减 函 
数 ), 这 样 比较 便利 些 . 


一 切 这 种 类 型 的 网 数 总 称 为 单调 函数 .对 于 单调 函数 有 一 个 重要 的 定理 , 它 完 
全 类 似 于 在 34 内 曾经 建立 的 关于 单调 整 序 变量 的 定理 . 


“1073 


. 108 . 第 二 章 一 元 水 数 [58] 


4 .村 定理 设 函 数 f(x) 在 区 域 七 内 单调 地 增 大 , 即使 是 广义 的 也 可 以 . 区 域 尤 以 
和 大 年 一 切 7 值 的 数 a( 它 可 以 是 有 限 的 数 , 或 等 于 十 00) 作为 聚 点 . 若 在 这 时 函数 上 
有 界 : 

f(z) 所 以 (对 于 计 内 的 一 切 7) 


则 当 x 一 a 时 函数 有 一 有 限 的 极限 ; 在 与 此 相反 的 场合 , 它 趋向 于 十 co. 


证 明 首先 假定 冰 数 f(x) 上 有 界 , 即 当 zx 在 区 域 内 变动 时 图 数值 所 成 的 集 
{f(z)} 是 上 有 界 的 . 则 这 数 集 必 有 一 有 限 的 上 确 界 4 存在 [11]. 今 将 证 明 这 数 4 
束 是 所 求 的 极限 . 


一 任意 数 s > 0, 依 上 确 界 的 性 质 , 必 能 求 出 数值 xz’ < a, 使 f(x’) > 4 一 <. 
由 于 消 数 的 单调 性 , 则 当 z > x 时 当然 更 有 : f(z) > 4 一 &. 为 一 方面 , 因为 永远 有 
f(z) < 4 < 4 二 a, 故 对 满足 上 述 条 件 的 z 显然 成 立 不 等 式 


f(z)—A|l<ea. 


这 就 证 明了 本 命题 , 只 需 在 有 限 的 a 时 假定 z = a 一 65( 即 6 =a 一 2 而 在 ac = 二 oo 
时 取 A = x 

各 国 数 f(x) 不 是 上 有 界 , 则 不 论 B 是 怎样 的 数 : 必 能 求 出 z 使 f(z) > EB; 而 
当 z >z' 时 当然 更 有 f(x) > 互 了 , 余 类 推 . 

建议 读者 重 述 这 一 定理 , 使 适用 于 当 极 限 值 a 小 于 z 的 一 切 数值 的 场合 , 以 及 
对 于 单调 减 渍 数 的 场合 . 

很 吻 看 出 , 34 内 关于 单调 整 序 变量 的 定理 只 是 这 一 定理 的 特殊 情形 . 在 那里 标 
与 n 就 是 和 目 变 量 , 而 带 有 聚 点 +co 的 日 然 数 序列 N = {n} 就 是 它 的 变动 区 域 

以 后 经 第 遇 到 的 也 数 f(z) 的 定义 域 + 是 整个 区 间 [oo 其 中 <a 而 a 可 
以 是 有 限 的 数 或 +cc, 或 是 区 间 (aa 其 中 a > 4a 而 a 可 以 是 有 限 的 数 或 -co. 


58， 布尔 查 诺 -- 柯 西 的 一 般 判定 法 “ 今 转 而 考察 一 般 的 情形 . 考察 在 以 a 为 
点 的 区 域 = {z} 内 给 定 的 函数 /(z)， 如 同 在 整 序 变量 的 场合 [39] 一 样 , 现在 可 
以 建立 当 z 趋 于 a 时 两 数 有 一 有 限 极 限 值 存在 的 判定 法 了 ,对 于 有 限 的 a 及 对 于 
a = -xc 的 场合 . 我 们 平行 地 叙述 这 一 定理 


定理 函数 f(x) 当 > 趋向 于 a 时 有 一 有 限 极限 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 , 对 
于 任 一 数 = > 0 必 存 在 着 6 > 0(A > 0). 只 需 


Bm = TA A 


就 能 成 立 不 等 式 
| 有 


.58 32.， 项 数 的 极限 . 109 . 


证 明 我 们 在 a 是 有 限 数 的 假定 下 进行 证 明 . 
必要 性 ” 设 存在 着 有 限 极限 
lim f(z)= 4. 
串 依 给 定 的 s > 0 必 能 求 出 5 > 0, 只 需 lz 一 a| < 56, 就 有 
To) 一 4< 
又 设 lw -ol < 6, 于 是 又 有 
4A- f(z)| < 5 
由 此 , 假定 同时 有 lz 一 a| <6 及 |z' 一 all <56, 就 得 


fz)— fro)=|f(7)— A+IA- fr < |f(7)— Al+|A- fr) <a. 


充分 性 ”可 以 应 用 完全 类 似 于 在 整 序 变量 的 场合 [39] 所 曾 应 用 的 那 种 论断 . 然 
而 更 简单 的 方法 是 不 去 重复 这 些 论断 , 而 直接 把 问题 引 向 前 已 考察 过 的 情形 .给 我 
门 打开 这 条 道路 的 是 用 “序列 的 语言 ” 表达 的 函数 极限 的 第 二 定义 [53] 

因此 , 设 在 定理 内 所 叙述 的 条 件 已 经 满足 , 又 依 任意 取 的 。> 0 能 确定 对 应 的 
0 > 0. 

若 {za} 是 区 中 >z 的 任意 收敛 于 的 序列 , 则 依 序列 的 极限 的 定义 , 必 能 求 出 
序号 N, 当 n > N 时 能 使 lz -a| < 6. 与 n 同时 又 取 另 一 序号 w > N, 于 是 同时 有 


上 Zn 一 ol<6 RK |z%,—al<56. 


根据 6 的 选 法 , 应 有 

[za — f(x)l < e. 
因此 , 只 要 序号 及 ww 同时 > N, 这 不 等 式 就 能 成 立 . 这 就 表示 整 序 变量 f(z )(n = 
1.2,.… ) 满足 39 中 的 条 件 , 因而 序列 


f(z1), f(z2), ,fTn), 


有 一 有 限 极 限 . 

在 53 内 (参阅 该 目 末 尾 的 附注 ) 我 们 曾 看 到 , 由 此 已 足 证 明 不 论 怎样 选取 收敛 
于 oa 的 序列 {zw}, 序列 f(x) 总 趋 于 同一 的 极限 ; 这 极限 也 就 是 函数 的 极限 , 它 的 
仔 在 即 是 我 们 要 证 明 的 . 

(上 述 条 件 的 充分 性 亦 很 容易 从 布尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 内 导出 , 证 法 与 
在 41 末尾 对 于 整 序 变量 的 证 法 相似 .) 


. 110 ， 第 二 章 一 元 函数 [60] 


59， 函 数 的 上 极限 及 下 极限 ” 当 x 趋 近 于 a 时 即使 函数 f(x) 并 无 确定 的 极限 存在 , 但 是 
对 于 特定 的 序列 x,, 一 a 极限 
lim f(zn 


nn 一 十 OC 
仍 可 以 存在 ; 把 它 你 为 出 数 的 部 分 极限 . 
例如 , 函数 sinz 在 z 一 土 oo 时 (或 sin = 在 z 一 0 时 ) 基部 分 极限 就 充满 了 由 一 1 至 十 1 
的 整个 区 间 中 ， 
在 通 数 的 部 分 极限 中 恒 能 求 出 最 大 的 与 最 小 的 , 称 为 它 的 上 极限 与 下 极限 , 并 记 成 
limf(z) 及 limf(z). 


TC 立 一 Q 


西 教育 确定 极限 ( 依 通 常 的 意义 ) 存在 的 必要 而 且 充分 的 条 件 是 : 上 极限 与 下 极限 相等 


我 们 仅 限 于 叙述 这 定理 , 不 再 进行 证 明 . 若 要 证 明 它 , 只 第 依 42 内 的 次 序 进行 好 了 . 


33. 无 穷 小 及 无 穷 大 的 分 阶 
60. 无 穷 小 的 比较 ”假定 在 作 某 种 研究 时 须 同 时 考察 一 系列 的 无 穷 小 量 : 
QO.,7. 


一 般 地 说 来 , 它们 是 同一 变量 z( 璧 如 说 ) 的 也 数 . 而 > 是 趋 于 有 限 极限 或 无 穷 极 限 a 
的 变量 . 

在 很 多 场合 , 按照 它们 接近 于 零 的 方式 而 将 这 些 都 称 为 无 穷 小 的 量 加 以 比较 是 
很 有 趣 的 . 二 无 穷 小 a 及 8 的 比较 以 其 比 式 的 性 态 为 基础 号 . 为 此 , 引进 下 列 两 个 
定义 : 3 
L 车 比 式 全 (人 亦 一 样 ) 有 一 异 于 零 的 有 限 极限 , 则 无 穷 小 a 与 9 称 为 是 同 
阶 的 . z 

I 车 比 式 趋 于 无 穷 小 (相反 地 , 比 式 趋向 于 o6)， 则 无 穷 小 8 称 为 是 比 a 
高 阶 的 无 穷 小 , 同时 无 穷 小 w 就 是 比 8 低 阶 的 无 穷 小 . 

例如 , 若 aw = 7x 一 0, 则 
sinzZ,tegZ，V1 十 了 一 1 
与 这 一 无 穷 小 相 比 较 都 是 与 它 同 阶 的 无 穷 小 , 因为 , 我 们 已 知道 [54,7);56,3)| 
Sinz . LTATZI 一 工 1 
im 一 


zs0 x zs0 7 mm 


反之 , 无 穷 小 


YiTz 一 1 二 ， 1 — cosz,tgr — sinx (1) 
显然 是 比 zx 高 阶 的 无 穷 小 [56,4);5(a) 及 (6)]. 


” @ 我 们 将 假定 用 作 除 数 的 变量 不 等 于 零 , 至 少 当 z 的 数值 充分 接近 于 a 时 是 如 此 
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当然 也 可 能 有 二 无 穷 小 的 比 式 并 不 趋向 于 任何 极限 的 情形 ; 例如 , 若 取 [参阅 54.9),10) 


| 
CQ 一 TY，10=2ZSsn 一 ， 


RR 000 
生 和 门 的 比 式 等 于 sin ye 当 一 0 时 并 无 极限 ; 在 这 种 情形 则 说 , 这 二 无 穷 小 不 能 比较 . 
注意 , 车 无穷 小 8 是 比 无 穷 小 a 更 高 阶 的 , 则 这 一 事实 就 写成 


了 如 , 可 以 与 


1 


文 笠 ，o(Q) 就 可 作为 比 a 更 高 阶 的 无 穷 小 的 普遍 记号 . 我 们 以 后 就 要 应 用 这 种 方便 
多 记 法 . 

61. 无 穷 小 的 尺度 so 
太 它 们 的 阶 . 在 这 种 情形 , 首先 在 所 研究 的 无 穷 小 内 选 出 一 个 (就 说 是 a) 作为 一 
“i en i 
诗 总 取 最 稳 单 的 . 例如 , 假定 被 考察 的 量 都 是 x 的 毅 数 , 而 它们 当 xz 趋向 于 a 时 成 
为 无 穷 小 , 那么 根据 a 是 零 , 是 异 于 零 的 有 限 数 或 是 无 穷 大 , 自然 地 , 就 依次 选取 


1 
ZX,X— aQ,— 
多 


作为 基本 无 穷 小 . 
其 次 , 再 由 基本 无 穷 小 a( 我 们 认 作 a > 0) 的 各 种 正 指数 过 a* 来 组 成 一 尺度 ， 
去 评 较 性 质 上 更 为 复杂 的 无 穷 小 @. 
I 车 与 ok(k > 0) 是 同 阶 的 无 穷 小 量 , 即 车 比 式 会 有 异 于 零 的 有 限 极限 , 则 
称 无 穷 小 8 为 关于 基本 无 穷 小 a 的 上 阶 无 穷 小 量 
例如 , 我 们 已 知 (1) 中 诸 无 穷 小 ( 当 x 一 0 时 ) 是 比 a = z 更 高 阶 的 无 穷 小 , 若 对 这 说 法 仍 
0 就 可 准确 地 说 ,(1) 中 前 面 两 个 是 关于 a = z 的 二 阶 无 穷 小 , 而 最 后 一 个 是 三 阶 无 穷 小 ， 
为 [56,4):5),(a) 及 (6] 


1 
Jim Ve jm 了 一 cosZ _l 
z 一 0 02 2p2 zj0 2Z2 3 
1 tg2X — sinz i 
T—0 Z3 2 


为 着 要 看 更 复 末 的 例子 , 试 考察 表达 式 
B= Vr+il+ Vi-1— 2Ve; 
也 很 易 看 出 , 在 > 0 时 ar 将 随 春 a 同时 成 为 无 穷 小 . 


.112 ， 第 二 章 “一 元 函数 [6l] 


在 z 一 十 co 时 它 将 是 无 穷 小 , 这 是 很 明显 的 , 只 需 把 它 表示 为 下 面 的 形状 : 


1 1 


B=(Vri+1l— Vx)- (Vi Vr—1)= VZT+TIT+VT Vit Vii 


继续 这 变形 法 , 求 得 : 


B=— VV? vetl 
(Vi+1+ Vi)(Vi+vVr—)]) 
一 2 


(ViTI+VDV + Vi TV TV 
今 @= ~ 现在 已 不 难 了 解 


. 8 
so Q3/2 
一 2(VZ) 
TY 


__io 
=-! 
这 样 , 8 的 阶 就 是 5， 
当然 ,不 要 以 为 任 一 无 穷 小 8( 即 使 是 与 一 切 宕 ak 都 能 比较 的 ) 都 有 确定 的 阶 数 
下 列 有 趣 例题 可 以 从 [54,4) 及 5)] 内 已 建立 的 公式 得 出 (a > 1,k > 0): 


z | 
lim 二 一 +oo， lim S70, (2) 
TXT 十 CO DY 人 一 十 QO 化 
由 此 , 首先 
大 大 
lim > =0 lim 一 
z 一 十 ce QZ z 一 十 co lOg,_ 7 


现在 再 把 式 中 的 z 换 成 =， 并 在 第 一 式 内 假定 a 二 =,0 <c<1 则 得 : 


1 
工 jw 
CI , Og 化 
lim 一 三 (0， lim So 一 
ZI 一 十 0 全 TC 一 十 0 :化 


(a > 1) 成 


这 样 , (0 < c < 1) 就 成 为 比 一 切 赛 s*(k > 0) 更 高 阶 的 无 穷 小 , 而 同时 一 
为 比 一 切 赛 x* 更 低 阶 的 无 穷 小 . 


包 在 此 处 我 们 应 用 lim Vi+z= = 1; 这 在 56,3) 内 (对 任意 m 次 客 的 根 式 ) 已 经 证 明了 . 
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62. 等 价 无 穷 小 0 的 一 种 非常 重要 的 特殊 情形 . 
IV. 无 穷 小 a 与 8 称 为 等 


价 无 穷 小 ( 记 为 a~B), 车 它们 的 差 y 二 8-0Q 是 比 a 
及 8 中 的 任何 一 个 更 高 阶 的 无 穷 小 : 


Y=o(Qa) 及 7 = 0(8). 
然而 , 这 只 要 7y 是 比 这 些 无 穷 小 之 一 让 就 已 够 了 , 因为 , 例如 , 若 


i Y 是 比 a 更 高 
阶 , 刚 它 亦 必 比 8 更 高 阶 . 事实 上 , 由 lim = = 二 0, 就 能 推 得 
a a 二 Ci 
Ot 


考察 两 个 等 价 无 穷 小 a 及 6B, 设 68=a+tY, 其 中 y= o(Q). 若 近似 地 假定 6=aQ， 
则 当 它 们 的 值 都 在 减 小 时 , 不 但 由 这 代替 所 生 的 绝对 误差 |y| 趋 于 零 , 而 且 相 对 误差 

| 也 趋 于 零 . 换 句 话说 ,近似 等 式 6=aw 在 w 及 6 的 数值 充分 小 时 可 以 有 任意 大 的 
准确 度 - 据 此 ， 在 近似 计算 内 ,繁复 的 无 穷 小 可 以 摘 成 与 它 等 价 的 简单 的 无 穷 小 


今 建立 一 个 有 用 的 检定 二 无 穷 小 的 等 价 性 的 方法 , 在 本 质 上 , 它 就 给 出 这 概念 
的 第 二 定义 ， > 全 的 定义 等 价 : 


要 使 二 无 穷 小 a 与 6 成 为 等 价 的 , 其 充 要 条 件 为 
Di 1 
0 
和 完 设 这 关系 式 成 立 , 于 是 
0 一 一 一 1 一 0 


则 


束 是 比 a 更 高 阶 的 无 穷 小 , 因为 


0 
4 
反之 , 设 a 与 6 是 等 价 的 , 即 y=8-a 是 比 a 更 高 阶 的 无 穷 小 . 由 此 就 有 
故 a 
Q Q Q 
这 融 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
用 这 检定 法 ， 立即 看 出 , 在 z 一 0 时 无 穷 小 sinxw 及 tgz 是 与 x 等 价 的 , 而 Wi 十 一 1 是 

污 二 等 价 的 . 由 此 就 得 出 近似 公式 : 

SI 
LTZ 一 1 三 二 7, 特 例 , VI 二 二 -1 ;2 
= 近似 等 入 
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等 价 无 穷 小 的 已 证 明 的 性 质 可 以 应 用 于 确定 形 如 . ~ 即 确定 二 无 穷 小 的 比 式 F 的 极 
限 , 这 时 ， Cm > 等 价 的 无 穷 、 而 对 于 极限 的 存在 及 数值 并 无 影 u 哲 - 


ER 


和 一 = 和 | 
OY 3 
则 比 式 _ 
6_3 .7 5& 
ao 8 Qa oa. 


与 比 式 一 的 区 州 仅 是 多 了 两 个 趋 于 1 的 因 式 , 央 此 与 它 同 时 趋 于 同一 的 极限 
家 Ej Q 及 6 选取 得 足够 简单 , 则 立即 可 使 问题 大 为 简化 ; 例如 ， 


1 2 
re 0 
lim 一 一 一 一 一 li 一 一 二 . 
zx 一 0 sin 2 2 一 0 电 4 


申 已 证 明 的 定理 推 得 : 都 与 第 三 者 等 价 的 二 无 穷 小 是 等 价 的 ， 


63. 主 部 的 分 出 ”在 选 定 a 为 基本 无 穷 小 , 则 形 如 c. at 的 量 自然 就 认为 是 最 
简单 的 无 穷 小 , 此 处 c 是 常 系数 , 而 有 > 0. 设 8 是 关于 a 的 大 阶 无 穷 小 , 即 


B 
lim -~ BP C, 
式 中 < 是 异 于 零 的 有 限 数 , 则 
0 
lim = 
CCQA 


而 无 穷 小 6 与 co* 就 是 等 价 的 无 穷 小 : B~ca*. 
与 给 定 的 无 穷 小 6 等 价 的 这 个 最 简单 的 无 穷 小 cak 就 称 为 8 的 主 部 (或 主 项 )， 


应 用 上 面 所 建立 的 结果 , 除去 已 经 指出 的 简单 例题 以 外 , 很 易 分 出 下 列 各 式 的 主 部 : 


] 一 cosZz 2 ,tgZ — sinz ri 
0 nb D 


此 处 x 一 0, 而 a 二 x 本 旦 就 是 基本 无 穷 小 . 
[ 亏 | + rr 1 S 1) A wa fd 
最 后 . 奇 7 一 十 00 而 来 用 a = > 作为 基本 无 穷 小 . 就 有 


3 
1 yy 
VE TI VI 2VE~ 一 (=) . 
a 


一 切 这 些 结果 青 一 -次 导向 近似 公式 . 
设 B~ca*, 即 3 了 二 ca* + 式 中 Y= o(a*). 可 以 想象 ， 从 无 穷 小 y 内 再 可 以 分 出 主 


部 :y = ca* 十 6 式 中 > .而 po ; ), 余 类 推 . 
例如 ， 奉 假 定 ( 设 ey 


1 
A | = I 
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和 


则 我 们 已 求 得 [56,4)] 


m—1 2 


于 是 7 的 主 部 是 一 - 
277* 


特别 是 ， 


这 种 从 无 穷 小 内 逐次 分 出 阶 数 始终 在 增高 的 最 简单 的 无 穷 小 的 步骤 , 可 以 继续 进行 下 去 . 

在 本 目 内 我 们 仅 限 于 建立 主 部 的 普遍 概念 , 并 且 只 用 少数 几 个 例题 说 明 它们 . 对 
刚才 所 讲 如 何 做 出 已 给 无 穷 小 的 主 部 , 以 及 如 何 从 无 穷 小 内 继续 分 出 更 高 阶 的 最 简 
单 无 穷 小 , 以 后 我 们 还 要 指出 系统 的 方法 [参看 104,124]. 

末了 ,再 讨论 这 样 的 问题 : 车 已 知 二 无 穷 小 8 及 y 的 主 部 是 ca* 及 car , 则 关 
于 其 和 8 十 的 主 部 能 说 些 什 么 ? 

在 上 关 必 时 , 它 的 主 部 显然 就 是 ca* 及 car 两 项 中 指数 较 小 的 那 一 项 . 今 设 
k 二 k, 则 BB 十 x 的 主 部 就 是 (c 十 cja* 一 一 唯 需 假定 c+ci 关 0. 但 当 两 个 主 部 互相 
对 消 的 迟 形 , 则 和 6+7> 将 是 比 任 一 加 数 更 高 阶 的 无 穷 小 . 

例如 , 在 z 一 0 时 , 对 于 无 穷 小 


B=VITs-1~ zz 及 Y= Vis-1l~ -352 
就 是 如 此 . 奋 再 分 出 它们 以 后 的 主 部 : 
本 2 CE PR 2 
De DY SY 十 0O(Z » 了 5 8 + o(z 
则 很 明显 的 , 有 
六 7Y=VITEHTVTE-2= ir +o(r), 


于 是 9 十 * 就 是 二 阶 无 穷 小 , 而 它 的 主 部 等 于 i 


64. 应 用 题 ”现在 举 几 个 应 用 问题 来 说 明 以 上 讲 过 的 这 些 . 

1) 巩 用 长 1 米 的 尺 测 量 某 一 地 方 的 直线 距离 . 因为 实际 上 没有 把 尺 准确 地 沿 着 测量 的 直线 放 
置 ,以致 测 量 的 结果 显得 比 真实 的 长 度 大 了 一 些 . 试 就 最 坏 的 情形 而 论 , 假设 在 测量 时 把 尺 放 成 锯 
齿 形 , 束 是 说 , 它 的 两 端 交 迁 地 忽而 偏 在 直线 的 一 侧 忽 而 偏 在 另 一 侧 , 其 离开 直线 的 距离 为 入 米 
(图 25). 今 试 估计 其 误差 . 
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在 人 每 放下 一 次 时 所 发 生 的 绝对 误差 等 于 尺 的 长 度 1 与 它 在 所 测量 的 直线 上 的 投影 的 差 ; 其 


投影 是 : 
ES 4 入 2 
2 交 二 > 
(0 
应 用 近似 公式 


Vl 二 + 二 1 十 5 
2 
于 z = -一气 - 的 场合 (由 于 》 比 了 小 得 多 , 所 以 这 样 做 是 可 以 的 ), 可 以 把 投影 的 长 度 换 成 下 式 : 


2 2 
1 


2 2 
因此 , 绝对 误差 是 2 ， 而 相对 误差 显然 是 ~. 这 相对 误差 并 不 随 所 其 距离 的 长 短 而 改变 


若 限 制 相对 误差 不 能 大 于 6, 即 应 有 2 < 6, 则 必须 < 1V/ 3 

例如 , 在 用 2 米 的 尺 (1 = 2) 测量 时 ， 要 达到 0.001 的 相对 准确 度 ， 只 要 偏差 入 不 超过 
2V0.0005 二 0.045 米 =4.5 厘米 就 够 了 . 

2) 今 求 一 开 接 皮带 的 长 度 1 的 公式 . 它 套 在 一 对 滑轮 上 , 它们 的 半径 各 为 RR 及 7, 两 中 心 之 
间 的 距离 为 d( 图 26). 


a AC OO 


2 
但 AC = RR(5+0), 信 =r(5 一 0), 此 处 用 a 表示 相等 的 角 LBOC 及 Lboc; 而 从 AODo 


Ce= Do= /ad — (Rr7). 


{=7(R+7)+2a(R-7)+2Vad 一 (及 一 站)2. 


OD _R-， 
Oo ad | 


c= 一 Sinea 一 


.65] 83.， 无 穷 小 及 无 穷 大 的 分 阶 . 117 ， 
-人 


旺 须 假定 R 一 + 对 于 qd 来 说 是 很 微小 的 . 在 同一 假定 下 ， 


d2—(R—-7)?=d (=) 


地 这 些 数 值 代入 并 整理 化 简 就 得 出 最 后 的 公式 : 


人 2 
l=x(R+7)+2d+ EU | 
3) 在 分 割 圆 弧 时 ， 下 面 的 应 用 题 是 有 价值 的 ， 求 圆 孤 
4BC 内 的 天 了 = DB 与 其 半 弧 4B1B 内 的 矢 fi = D1Bi 六 让 
汉 比 全 (图 27). 
若 令 圆 的 半径 等 于 mLZ4O0B = wo, 则 “4OP) = 
又 


f= DB=7(1l— coswy), 


fi =7(1l— cos 5). 


这 样 , 所 求 的 比值 等 于 


1 一 cosw 
万 1 — cos 


这 陈 子 太 嫌 繁复 , 在 实用 上 很 不 便 . 我 们 将 求 出 它 在 w 一 0 时 的 极限 (因为 对 于 充分 小 的 o， 
中 以 用 这 式 子 的 极限 作为 它 的 近似 值 ), 为 此 目的 , 就 将 分 子 及 分 母 分 别 用 它们 的 主 部 代入 , 立即 
求 得 : 


这 样 , 当 绝对 应 于 不 大 的 中 心 角 时 , 可 以 近似 地 认为 , 弧 的 矢 是 半 缴 的 矢 的 四 倍 . 这 就 使 我 们 
得 以 逐次 地 找 出 一 弧 的 许多 中 间 点 , 只 要 弧 的 两 端 及 其 中 点 已 知 时 . 


65. 无 穷 大 的 分 阶 ”注意 , 对 于 无 穷 大 量 也 可 以 进行 相似 的 分 阶 如 同 在 60 内 
一 样 , 我 们 将 所 考 多 察 的 诸 无 穷 大 量 当 作 是 同一 变量 x 的 孔 数 , 当 x 趋 于 au 时 它们 趋 
于 oo， 

I. 二 无 穷 大 yy 及 z 称 为 是 同 阶 的 无 穷 大 , 若 它们 的 比 式 
零 的 有 限 极限 . 

IL. 但 车 比 式 < 7 越 于 oo (而 比 式 - 趋 于 零 ) 则 称 z 为 比 y 更 高 阶 的 无 穷 大 , 而 
同时 7 称 为 比 Z 更 低 阶 的 无 穷 大 . 

当 比 式 ~ 不 趋 于 任何 极限 时 , 无 穷 大 y 与 z 就 是 不 能 比较 的 . 

在 同时 考察 系列 的 无 穷 大 量 时 , 可 选取 其 中 之 一 (就 说 是 y) 当 作 基本 无 穷 大 ， 
而 其 余 的 无 穷 大 就 与 它 的 窜 相 比较 . 例如 , 若 (如 我 们 上 面 曾 假定 的 ) 它们 全 部 都 是 


(之 也 如 此 ) 有 措 于 
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2 的 了 滑 数 , 且 当 z 一 a 时 趋 于 co, 那么 , 通常 若 a = oo 就 取 |z| 本 身 , 因而 a 为 有 
限 数 时 就 取 二 作为 基本 无 穷 大 

III. 无穷大 zz 称 为 到 阶 的 无 穷 大 (关于 基本 无 穷 大 y), 如 果 z 与 ww 是 同 阶 的 
话 , 即 若 比 式 二 有 异 于 零 的 有 限 极限 

我 们 在 这 里 不 再 引入 例题 , 因为 把 前 面 所 考察 过 的 无 穷 小 量 换 成 它们 的 倒数 ,就 能 很 容易 地 
得 出 这 种 例题 . 我 们 要 提 到 的 仅 是 : 当 x 一 +o0 时 a?(a > 1) 是 比 任何 客 zk 更 高 阶 的 无 穷 大 (k 
是 正 指数 ), 而 log。z(a > 1) 是 比 任何 z 更 低 阶 的 无 穷 大 , 这 是 从 [61 公式 (2)] 推 得 的 . 


§4， 孔 数 的 连续 性 及 间断 


66. 函数 在 一 点 处 的 连续 性 的 定义 ”与 清 数 的 极限 概念 密切 联系 着 的 是 数学 分 
析 中 为 一 重要 概念 一 一 - 图 数 的 连续 性 的 概念 . 
考察 定义 在 以 zo 为 聚 点 的 革 个 区 域 = {z} 内 的 函数 /(z); 并 设 点 zo 本 身 
属于 二, 于 是 在 这 点 上 贤 数 有 确定 的 数值 f(x0). 
当 建 立 函 数 在 x 趋 于 zo 时 的 极限 概念 [52,53] 
lim jz) 


时 , 曾 不 止 一 次 地 着 重 指出 , 变数 z 并 不 取 数 值 zo; 这 数值 甚至 可 以 不 属于 函数 的 
定义 域 , 即使 它 属 于 这 定义 域 , 但 在 研究 上 述 极限 时 数值 f(zo) 也 不 考虑 在 内 . 
然而 , 正 征 当 
lim f(x)= f(zo) (1) 


的 情形 才 有 着 特殊 的 重要 性 . 党 说 ,函数 J(7) 当代 = zo 时 (或 在 点 x 二 zo 处 ) 是 连 
续 的 , 只 要 关系 式 (1) 能 成 立 ; 又 若 它 不 成 立 , 就 说 当 rz 取 这 数值 时 (或 在 这 点 ) 函 
数 有 间断 中， 

当 函 数 f(x) 在 点 zo 处 为 连续 的 场合 (显然 , 只 限于 这 种 场合 ) 若 要 计算 f(x) 
当 zx 一 zo 时 的 极限 , 我 们 就 可 以 不 管 z 在 本 身 趋向 于 zo 的 过 程 中 是 否 特殊 地 取 过 
数值 zo. 

扑 数 的 连续 性 的 定义 也 可 以 用 其 他 的 术语 来 叙述 . 由 数值 ze 过 渡 到 旁 的 数值 
zx， 可 以 想象 为 给 数值 zo 加 上 一 个 增 量 Azo = xz - zo@.， 国 数 的 新 值 y = f(x) = 
f(zo 十 人 zx0) 与 原 值 yo = f(xo) 相差 一 个 增 量 


Ayo = f (2) 一 f (zo) = f(zo + Axo)— flzo). 
了 这 术语 是 与 曲线 的 连续 及 间断 的 直观 看 法 有 关 的 ; 若 函 数 的 图 像 是 连续 的 , 函数 就 是 连续 的 ; 


明 数 的 间断 点 就 对 应 于 狠 像 上 的 间断 点 . 然而 事实 上 , 曲线 的 连续 概念 本 身 就 需要 有 所 根据 , 而 作 
为 根据 的 最 简单 的 方法 , 刚好 就 是 另 数 的 连续 性 ! 
包 在 分 析 上 有 照例 把 量 xz,y,t,… 的 增 量 各 记 成 Az, Ay, At,.…， 这 些 记 法 必须 看 作 是 整个 符号 ， 


不 要 把 人 与 z 及 y 等 拆 开 . 


[67] $4， 函 数 的 连续 性 及 间断 119. 


要 使 前 数 f(x) 在 点 zo 处 是 连续 的 , 其 充 要 条 件 是 : 在 这 点 函数 的 增 量 Ayo 与 自 变 
数 的 增 草 Azo 一 同 趋同 于 堆 . 换 句 话说 : 连续 函数 的 特性 就 是 , 对 应 于 变 元 的 无 穷 
小 增 量 , 函数 的 增 量 也 是 无 穷 小 . 
回 到 基本 定义 (1), 试用 “e -6 的 语言 "[52] 显示 它 的 内 容 . 图 数 f(z) 在 点 zo 处 
的 连续 性 的 意义 可 归结 如 下 : 对 于 不 论 怎样 的 数 = > 0 必 能 求 出 数 6 > 0, 使 由 
z 一 zol<6 可 以 引出 |f(z)— f(zo)| < ec. 


这 样 , 最 后 的 不 等 式 在 点 zo 的 充分 小 的 邻 域 (zo 一 5.zo 十 6) 内 就 应 该 成 立 . 
最 后 , 用 “序列 的 语言 ”表达 连续 性 :在 内 任意 取 收 化 于 xo 的 x 的 序列 ; 


T1120 ,dn 


则 对 应 的 函数 值 的 序列 
f (721). f (x2), ; f (Tn). 机 


附注 设 点 z = zo 是 图 数 flx) 的 定义 区 域 二 的 聚 点 , 但 本 屿 不 属于 也, 于 是 
明 数 在 这 点 是 没有 定义 的 . 然 知 存在 者 有 限 极限 
lim f(z), 


那么 只 要 补充 图 数 的 定义 , 令 f(zo) 等 于 这 极限 ,f(x) 斌 在 x = zo 处 是 连续 的 了 . 在 
类 似 于 此 的 情形 我 们 以 后 经 常 就 是 这 样 来 理解 的 . 

反之 , 石上 所 说 的 极限 并 不 存在 , 郁 么 即使 函数 在 这 一 点 x = zo 没有 确定 也 好 , 我 
们 总 是 说 , 图 数 在 这 一 点 遭受 间断 : 这 时 不 论 浮 数 在 x = zo 补 取 什么 数值 , 它 在 此 
处 还 是 有 间断 ! 

我 们 以 后 通常 要 考察 在 区 间 内 确定 的 晃 数 ; 区 则 中 的 一 切 点 都 是 它 的 聚 点 ， 
于 是 对 于 其 中 的 任何 一 点 都 可 以 提出 有 关连 续 性 的 问题 . 为 着 讲述 的 简化 , 我 们 约 
定 , 和 若 立 数 在 区 闻 志 内 的 每 一 点 都 是 连续 的 , 怠 说 图 数 在 区 间 内 是 连续 的 . 


67. 连续 函数 的 算术 运算 ”在 列举 连续 兄 数 的 例题 以 前 , 先 建立 下 面 的 简单 的 
命题 , 它 使 我 们 极 容易 地 扩大 了 连续 函数 的 数目 . 


定理 车 二 兄 数 f(T) 及 g(z) 是 在 同一 区 间 志 内 定义 着 的 , 且 都 在 点 zo 处 连 
续 , 则 函数 


也 在 那 一 点 连续 , 最 后 一 式 须 附 以 条 件 g(zo) 么 0. 
这 可 以 直接 从 各 有 极限 的 二 函数 的 和 , 差 , 积 及 商 的 极限 定量 [55] 推 得 . 


lp 第 二 章 一 元 项 数 [68] 


且 讨 论 二 机 数 的 商 作为 例子 . 遇 数 f(z) 及 g(x) 在 点 zo 处 为 连续 的 假定 等 于 
说 存在 着 等 式 
Jim f(z)= f(ro), lim g(2)= 9(z0). 


但 由 此 依 商 的 极限 的 定理 (因为 分 母 的 极限 不 是 零 ), 就 有 : 
} (7) 加 人 


2 人 6) 
而 这 等 式 亦 就 表示 函数 4 2 在 点 zo 处 是 连续 的 ， 
连续 函数 的 例题 1° 有 理 整 遇 数 及 分 式 遇 数 图 数 f(z) = zx 显然 在 全 区 
间 ( 一 00; +eo) 内 是 连续 的 : 大 im 一 zo 则 f(zn) = zw 一 20= f(z0). 完全 与 此 相 
同 , 恒 等 于 常数 的 函数 亦 是 连续 的 . 
由 此 , 根据 前 段 的 定理 , 已 可 推 得 任何 单项 式 


mi 大 
A 人, 
QZ 一 和 


的 连续 性 , 因为 它 可 视 为 连续 困 数 的 积 . 再 者 多 项 式 (有 理 整 水 数 ) 
站 


可 视 为 连续 洱 数 的 和 , 所 以 也 是 连续 的 . 在 上 面 所 讲 的 各 场合 连续 的 范围 都 是 在 全 
区 间 (一 20, +eo) 内 . 
最 后 , 两 多 项 式 的 商 (有 理 分 式 消 数 ): 


Go 十 i 十 A 十 Cn—iwd 十 Cn 
boz™ 十 Dm 有 


显然 亦 是 同样 地 在 任 一 数值 x 时 是 连续 的 , 但 须 除 去 使 分 荚 等 于 零 的 那些 数值 ， 
2。 指数 也 数 ”我 们 将 证 明 指 数 消 数 oz 对 于 任何 数值 x = xo 都 是 连续 的 , 换 句 
话说 . 即 证 明 


| et 
TT0 


(同时 只 需 限于 a > 1 时 就 够 了 .) 
我 们 在 54.6) 内 已 看 到 


用 着 二 省 全 


人 一 


因为 函数 a0 的 数值 恰好 是 1, 所 以 这 等 式 就 表示 着 指数 曙 数 在 点 x = 0 处 是 连续 的 . 
由 此 已 很 容易 转 而 证 明 它 在 任何 点 都 是 连续 的 ; 实际 上 ， 


让 二 


[68] $4.， 俏 数 的 连续 性 及 和 间断 . 121. 


但 当 z 一 zo 时 , 显然 z -xo 一 0, 于 是 , 依照 已 证 明 的 ， 
a ?0 sy 1 ， 因而 QZ _、 QZ0 ， 
此 即 需 证 者 
3° 双 曲 函数 “” 依 已 经 讲 过 的 定理 , 它们 的 连续 性 可 以 直接 从 已 证 明 的 指数 函数 
的 连续 性 中 推 得 , 因为 它们 全 是 函数 ez 的 有 理 表达 式 . 
4 三 角 毅 数 先 讨论 函数 sin x. 它 也 是 在 任何 数值 > = zo 时 是 连续 的 , 即 有 等 


式 - 
lim sinz = sin zo. 
TOTO 
要 证 明 它 , 注意 到 在 54,(9) 内 (对 于 0 < zx < >) 已 建立 的 不 等 式 
Sin Z < 并， 
从 它 很 易 推 得 不 等 式 
|sinz| < |z|， 


对 于 一 切 数值 x 都 是 真实 的 ( 当 Iz| > > > 1 时 , 立刻 由 |sinzx| < 1 推 得 ). 其 次 有 


, . 、 交 一 0 了 尼 十 T0 
Sin7 一 Sin 2Z0 三 2Sin 一 一 一 cos 一 一 一 ， 


2 
于 是 
. ， ， 和 一 00 Z 十 2Z0 
sin zx 一 Sinzol 王 2.1sin 
2 | 2 
<2lsin 二 一 ”0| < 9. 2 rol 
2 
即 
|sinz — sin zo| < |x — zol, (2) 


右 给 定 任 何 s > 0, 则 令 5 = e; 当 |z -zol < 6 时 就 有 


|sinz ~ sinxo| <&, 


征 连 绥 的 . 
由 此 , 依 醒 面 一 目的 定理 , 已 可 推出 函数 


Sin 人 1 COSZ 
t82 三 ,secT= 一 一 ;ctgz 三 一 ;CSC 三 一 
COSZ COSZT Sn Slmn 亿 


的 连续 性 . 但 对 于 前 面 二 函数 要 除去 使 cosz 等 于 0 的 形 如 (2k +1) 的 数值 ; 对 于 
后 面 二 昌 数 要 除去 使 snz 等 于 0 的 形 如 kx 的 数值 


. 122 . 第 二 章 一 元 函数 [70] 


69. 单 侧 连续 . 间断 的 分 类 ”上面 我 们 用 等 式 (1) 定义 了 函数 f(z) 在 点 zo 处 
的 连续 性 的 概念 . 在 这 时 , 要 计算 极限 (1), 我 们 既 可 以 使 z 从 右 方 , 也 可 以 使 x 从 
左 方 接近 于 zo. 今 将 建立 函数 在 所 给 点 为 单 侧 连 续 或 单 侧 间 断 的 概念 . 

常 说 :函数 f(z) 在 点 zo 处 是 右 ( 左 ) 连续 的 ;只 需 能 满足 极限 关系 式 : 


fro+0) = , lm, fz) = fzo) | (3) 
f(zo—0)= lim f(x)= f(xo)l. | 


rT— 70--0. 
若 这 关系 式 内 的 一 式 或 另 一 式 并 不 成 立 , 则 函数 f(z) 在 点 zo 处 有 右 间断 或 左 间断 

仅 论 及 函数 的 定义 区 间 x 的 左 ( 右 ) 端 卫 时 , 显然 只 能 说 右 ( 左 ) 连续 或 右 ( 左 ) 
间断 . 又 车 zo 是 区 间 x 的 内 点 , 即 并 不 重合 于 某 一 端点 , 则 知 要 使 等 式 (1), 即 峭 数 
存 点 zo 为 连续 的 常 义 表 达 式 成 立 , 其 充 要 条 件 为 等 于 (3) 的 两 式 同时 成 立 [52]. 换 
言 之 ,说 函数 在 点 zo 处 连续 就 等 于 说 它 在 这 一 点 同时 是 右 连续 及 左 连续 . 

让 我 们 来 详细 地 讨论 函数 f(z) 在 点 zo 处 之 右 连 续 或 右 间断 的 问题 . 假定 困 数 
f(z) 在 zo 的 右 方 某 区 间 [zo,zo 十 四 (> 0) 内 是 有 意义 的 , 我 们 看 到 , 连续 之 充 要 
条 件 为 : 首先 , 当 z 从 右 趋 回 于 zo 时 图 数 f(z) 的 极限 f (zo 十 0) 要 存在 , 且 第 二 , 这 
极限 应 等 于 函数 在 点 zo 处 的 数值 f (xo). 

因此 , 在 怎样 的 情况 下 , 遇 数 f(z) 在 点 zo 处 出 现 右 间 断 是 很 容易 认 清 的 . 可 能 
磁 到 , 即使 有 限 的 极限 f(xo +0) 存在 , 但 它 不 等 于 数值 ALzo), 这 种 间断 称 为 普通 间 
断 或 第 一 类 间断 纪 . 但 亦 可 能 碰 到 , 极限 f(zo + 0) 是 无 穷 或 根本 不 存在 , 则 称 为 第 
二 类 间断 . 

在 下 一 目 内 我 们 将 引入 这 些 间 断 的 例子 . 


附注 知 明 数 f(z) 在 点 z = zo 处 没有 意义 (参阅 66 内 的 附注 ), 则 函数 在 这 
点 要 恢复 连续 性 仅 当 有 限 极限 f(zo + 0), f(zo - 0) 两 者 都 存在 并 相等 时 才 有 可 能 . 


石 这 两 极限 之 一 是 无 穷 或 根本 不 存在 , 则 说 在 对 应 的 那 一 方 和 有 第 二 类 间断 存在 . 


70. 间断 函数 的 例题 “1) 考察 图 数 y = E(xz)( 它 的 图 像 表 示 在 图 8 中 ). 若 zo 不 是 整数 , 又 
(rz0) = 二 mm. 即 mr < wo < mt1, 则 对 于 在 区 间 (mm 十 1) 内 的 一 切 zz 的 数值 都 有 E(xz) = m， 
由 此 显然 可 知 隧 数 在 zo 是 连续 的 . 

但 车 zo 等 于 整数 m, 情形 就 不 同 了 ， 清 数 在 这 点 为 右 连 续 ， 因为 在 z = m 的 右 方 , 即 对 
(mm 十 1) 中 的 值 , 有 EE(rz) ==m, 于 是 (mm 十 0) = 二 m= 二 如 (m). 肥 之 ,在 z= m 的 左 方 , 对 
于 在 (m2 一 1,m) 内 的 x 数值 , 显然 有 (x) = mm 一 1; 由 此 , 又 有 五 (m 一 0) =m 一 1, 它 不 等 于 
数值 El(m), 因此 在 点 xz = m 的 左 方 也 数 有 普通 间断 或 跃 度 ! 


假定 这 端点 是 有 限 的 数 . 
@ 在 这 场合 也 说 疼 数 f(z) 在 点 zo 的 右 方 有 跃 度 , 它 在 数量 上 等 于 f(xo 十 0) 一 f(zx0). 


70| 84， 项 数 的 连续 性 及 间断 . 123 ， 


2) 取 在 46 内 已 考察 过 的 函数 ; 


2n 
y= f(z) = lim = } 


11— OO LT27 十 1 


立 的 图 像 通 在 图 28 中 ). 它 在 点 z = 土 1 处 有 普通 右 
习 断 和 左 间断 , 央 为 : 
f(+1i)=0, f(-1-—0)= /(1+0)=1 
3) 对 于 吗 数 | 
f(z)= 3 (2#*0), 
外 左右 两 方 看 来 点 z = 0 都 是 第 二 类 间断 点 ; 就 是 在 这 点 函数 从 右 方 或 左 方 都 趋 于 co 
.1 .1 
ft0) = lm 1% f= ms 
4) 54,9) 内 已 考察 过 的 函数 
f(z) =sin® (2#0), 
在 点 x 二 0 处 有 第 二 类 的 两 方 间断 点 , 因为 不 论 x 从 右 或 者 从 左 趋 向 于 0, 这 涵 数 的 极限 都 不 存 


个 


引 


5) 反之 , 藻 取 病 数 [54,10)| 
f(x)=2: sin ~ (Z #0), 
我 们 已 看 到 , 它 的 极限 存在 ， 
lim f(z)=0, 

内 此 , 根据 66 的 附注 , 令 f(0) = 0, 我 们 就 恢复 了 函数 在 xz = 0 的 连续 性 . 

6) 当 x 关 0 时 用 等 式 : | 

万 (7Z) = ez, f2{7X) = arctg— 

定义 二 果 数 , 此 外 , 又 令 有 1(0) = (0) = 0. 

对 于 第 一 个 蝎 数 有 

AD im = lp, +00, 


fi1(—0)= lim ez 一 lim e*=0. 


立 一 一 0 之 一 一 Co 


于 是 在 点 x = 0 有 第 二 类 右 方 间断 , 但 却 是 左 方 连续 . 对 于 第 二 个 盟 数 则 有 


. 1 . 元 
户 (十 0) 一 im arctg— 一 im arctgz = 了 
f2(—0)= lim arctg 二 一 lim arctgz = 一 ， 
Z 一 一 0 L 之 一 一 2 


因此 在 点 xz = 0 的 两 方 都 有 茎 度 . 这 些 函 数 的 图 像 画 在 图 29 及 30 中 . 


. 124 ， 第 二 章 一 元 项 数 [71] 


] 
-arctg= 


人 一 


7) 冉 回 想 狄 利克 电 函 数 [46]: 


Xx(z) = 1, 奉 x 是 有 理 数 ， 
xf(z) = 0, 若 z 是 无 理 数 . 
因为 在 有 理 点 的 任意 近 处 总 有 无 理 点 , 反 过 来 也 如 此 , 所 以 不 论 xo 是 区 间 (一 so, +eo) 内 怎 
样 的 点 , 当 z 一 zo 时 x(z) 没有 极限 存在 , 因为 函数 在 任 一 点 处 有 第 二 类 的 两 方 间断 
8) 最 后 , 在 区 间 [0,1] 内 定义 函数 f(x): 若 z 是 有 理 数 而 表示 为 不 可 通 约 分 数 二 0 , 则 f(z) = 
对 于 无 理 数 x 则 令 f(z) = 0@ .我们 可 以 肯定 ,函数 在 任 一 有 理 点 有 普通 间断 ,同时 在 任 一 无 理 
尼 是 连续 的 . 
事实 上 , 设 zo 是 所 考察 的 区 间 内 的 任意 一 点 . 若 指定 任意 数 = > 0, 则 不 超过 - 的 自然 数 9 
仅 只 有 限 个 数 存 在 , 意 冯 在 区 间 内 只 能 找 出 有 限 个 有 理 点 了 使 / (2 = > .点 zo 可 以 用 
不 含 任 一 个 这 种 点 在 内 (或 许 要 除去 点 zo 本 身 ) 的 邻 域 (zo _ 5,zo 十 5) 来 包围 住 那么 只 要 
Iz 一 Zol < 6(z 关 0), 不 论 z 是 否 有 理 数 , 在 任何 情形 常 有 |f(z)| < s. 意 即 , 对 于 任意 点 zo 存 
在 着 


工 
q 
点 


f(zo+0)= f(xo —0)=0. 


若 zo 是 无 理 点 , 则 又 有 f(x0) = 0, 即 函 数 在 这 点 为 连续 ; 又 若 zo 是 有 理 点 , 则 f(zo) 异 于 
0. 故 有 两 方 的 普通 间断 . 


71. 单调 国 数 的 连续 性 及 间断 ”考察 函数 f(x), 当 z 在 区 间 XX @ 内 变动 时 它 单 
调 增 大 ( 减 小 ) 着 , 可 能 是 广义 的 [57]. 关于 这 种 范 数 有 下 面 的 定理 : 

1” 单调 增 ( 减 ) 函数 f(z) 在 车 内 若 有 间断 , 只 能 有 第 一 种 间断 , 即 跃 度 . 

取 区 间 + 内 的 任意 点 zo, 并 设 它 不 是 这 区 间 的 左 端 . 考察 在 Xo 左 方 的 部 分 区 
间 , 并 应 用 57 内 关于 单调 范 数 的 极限 定理 , 由 于 x < zo 时 , 显然 f(x ) < f(x0), 因 
此 存在 看 有 限 的 极限 


f(ro—0)= lim f(z) < f(z0). 
砂 它 重合 于 数值 f(z0). 则 孙 数 在 点 xo 为 左 方 连续 ; 在 相反 的 场合 , 函数 有 跃 度 . 


出 这 上 明 效 是 黎 曼 (B.Riemann) 考察 过 的 . 
包 这 区 间 可 以 是 有 限 的 , 也 可 以 是 无 穷 的 , 闭 的 或 开 的 (一 端 开 或 两 端 都 开 )， 
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同时 类 似 地 可 证 函数 在 区 闻 内 的 任 一 点 xo( 不 是 区 间 的 右 端 ) 为 右 方 连续 或 
跃 度 . 

用 已 证 明 的 定理 很 容易 建立 在 实用 上 极为 方便 的 单调 鹃 数 的 连续 性 的 检定 法 : 

2 若 在 区 间 区 内 为 单调 增 大 ( 减 小 ) 的 函数 f(z) 的 数值 都 包含 在 区 间 》 内 ， 
且 把 它 全 部 填 满 (使 》 内 的 每 一 数值 y 至 少 有 一 次 被 取 作 函数 数值 ) 则 这 骂 数 在 

试 届 轴 数 f(x) 在 区 内 的 任何 一 点 xo 处 有 间断 , 例如 在 左 方 ; 我 们 已 看 到 , 这 

间断 只 能 牙 度 .在 这 场合 存在 着 极限 f(xo - 0), 但 它 小 于 数值 f(zo). 因为 当 z < xo 
对 上 必 有 f(z) < f(zo 一 0), 而 当 z > zo 时 显然 有 f(z) > f(xzo0), 所 以 汤 数 不 可 能 取 属 
于 区 间 y 而 位 于 f(zo -0) 与 f(z6) 之 间 的 数值 y, 这 就 韦 韦 反 了 定理 的 条 件 . 所 以 ， 
级 数 f(z) 事实 上 不 会 有 间断 . 

在 下 一 目 内 读者 将 遇 到 一 系列 的 例题 , 它们 是 这 有 用 的 定理 的 应 用 . 


72. 初等 函数 的 连续 性 ”一 系列 初等 图 数 的 连续 性 已 在 68 内 用 例题 的 形式 证 
上 明了. 现 再 应 用 前 一 目的 定理 2, 首先 , 很 容易 重新 建立 另 数 oz 或 snz 的 连续 性 . 

当 z 在 区 间 = (00, 十 00) 内 变动 时 图 数 y = az(a > 1) 单调 增 大 . 它 的 数值 
全 是 正 的 , 且 充 满 全 区 间 ?7 = (0, 十 oo0), 这 由 对 数 z = log,y 对 于 任何 > 0 都 存在 
[20] 的 事实 立刻 可 知 . 因此 , 指数 函数 在 任何 zx 的 数值 时 是 连续 的 . 

类 似 于 此 , 当 > 在 区 间 元 = 2 2 内 变动 时 函数 y = sin z 的 连续 性 可 由 它 
在 这 区 间 内 的 单 幸 性 , 以 及 它 取 到 -1 与 +1 之 间 每 一 数值 的 事实 (几何 上 确定 的 事 
实 ) 立刻 推 得 . 论 及 任意 形 如 


[er 一 kT 十 | en 


的 区 同时 , 亦 有 同样 的 话 可 说 . 

但 是 使 我 们 更 感 兴趣 的 是 , 新 的 结果 也 可 应 用 前 一 目的 定理 很 容易 地 得 出 . 我 
门 现在 要 继续 列举 在 68 已 开始 的 基本 初等 曙 数 . 

5? 对 数 函 数 y = logs x(a > 0,a 关 1). 限于 a > 1 的 场合 , 我 们 就 看 到 , 当 
> 在 区 间 = (0,+eo) 内 变动 时 这 也 数 是 增 也 数 ， 在 这 时 它 显然 也 取 到 区 间 >》 = 
(一 co, 二 oo) 内 的 任何 数值 vy， 就 是 适合 x = ay 的 y. 由 此 已 看 出 它 的 连续 性 . 

6” 短 函 数 2X(EE0 当 wW 由 0 增 大 全 填 06 时: 在 人 > 0 , 则 了 铺 数 培 大 看 ， 
符 4 之 0, 则 肾 数 减 小 着 . 在 这 时 它 取 到 任何 正 的 数值 y (适合 合 z = yi “)， 因此 , 它 也 是 
连续 的 包 . 

”Of(z) 的 数值 完全 填 满 区 间 » 在 这 里 是 单调 函数 连续 的 充分 条 件 ; 以 后 [82] 我 们 将 证 明 它 也 
条 A 

人 安 动 区 间 内 , 也 包括 在 y 的 变动 区 间 内 ; 当 p < 0 时 数值 0 

不 包括 在 内 . 再 则 , 和 若 / 是 整数 +n 或 带 有 奇数 分 母 的 分 数 + 则 也 可 以 在 x < 0 时 考察 zr, 这 


寺 它 的 连续 性 可 以 类 似 地 证 明 . 


126 . 第 二 章 一 元 函数 [74] 


7° 反 三 角 哨 数 
y= arcsinz, Y= arccosr, 2 一 arctgz， = arcctgx. 

站 二 册 数 在 区 间 [-1 +1] 内 是 连续 的 , 而 末 二 少数 在 区 间 (-co, +0o0) 内 是 连续 的 . 
证 明 留 给 读者 . 

这 样 , 可 以 总 插 起 来 说 ,基本 初等 函数 在 一 切 使 它们 有 意义 的 点 ( 即 在 它们 的 自 
然 定义 域内 ) 都 是 连续 的 . 

73. 连续 函数 的 亚 置 ”将 已 知 的 连续 函数 加 以 堆 置 [51], 可 以 构成 更 多 的 连续 

这 是 以 下 面 的 定理 为 基础 . 


定理 设 骂 数 p(y) 定义 于 区 间 y 之 内 , 而 函数 Fz) 定义 于 区 间 之 内 , 并且 
当 了 在 移 内 变动 时 后 一 函数 的 数值 永 不 越 出 7 的 范围 . 若 jz) 在 寺内 的 一 点 x。 
是 连续 的 , 又 p(y) 在 内 与 它 对 应 的 点 yo = jzo) 是 连续 的 , 则 复合 函数 O( Zr)) 
在 点 xo 亦 是 连续 的 . 


证 明 指定 任意 数 = > 0. 因为 p(y) 在 y = yo 为 连续 , 故 依 < 必 能 求 出 c > 0 
使 
由 |y 一 yo| <o 可 以 推 得 loly) -eolyo)l < cz. 


太一 方面 , 由 于 f(x) 在 x = zo 为 连续 , 依 go 必 能 求 出 5 > 0, 使 
由 |z 一 zxo|<6 可 以 推 得 |f(z) 一 f(x0)|=|f(x)-vyol<o. 
依 原 来 选 定 6 的 方法 , 由 此 再 推 得 
IPA 一 Po 有 = 1p(f(7)) — pf (ro0)| < a. 

这 样 , 哎 数 p(f(z)) 在 点 zo 处 的 连续 性 已 用 “e - 5 的 语言 ”证明 了. 

例如 , 石 将 客 溺 数 zx(z > 0) 表示 为 复合 函数 的 形式 , 如 : 

TH = eline 

它 由 登 置 对 数 限 数 及 指数 函数 而 得 , 则 由 后 二 函数 的 连续 性 已 可 推 得 寡 函 数 的 连续 
性 . 


74. 一 个 函数 方程 的 解 ”为 着 要 使 下 段 的 叙述 简化 起 见 , 今 研究 下 面 的 问题 ( 它 本 身 也 很 有 
求 对 区 间 (一 00, 十 00) 内 的 任何 xz 及 y 常 能 满足 条 件 


f(r+Yy) = f(r) + f(y) (A) 
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的 一 切 连续 函数 f(x). 

方程 (A) 就 是 所 谓 也 数 方程 的 最 简单 的 例子 , 它 表 述 出 所 求 函数 的 某 一 性 质 , 依 着 这 性 质 应 
能 求 出 那个 未 知 函 数 . 我 们 的 任务 是 要 求 出 方程 (A) 的 一 切 连续 解 . 

很 另 看 出 , 线性 齐 次 国 数 


f(z) = 二 cr (c= 常数 ) (a) 
满足 这 方程 : 
c(Z 十 2) 一 c2Z 十 cy 


但 现在 的 问题 却 是 : 它 是 否 就 是 具有 人 性质 (A) 的 唯一 的 连续 函数 ? 

为 着 要 证 明确 实 是 这 样 , 我 们 先 假定 某 一 连续 冰 数 f(z) 满足 方程 (A), 然后 指出 那 时 它 必 须 
有 具有 形式 (a). 

首先 , 用 数学 归纳 法 很 易 推广 关系 式 (A) 至 任意 个 (= n) 加 数 的 情形 : 


人 
一、 


f(T+tyt+2) = fz) + fy) + + f(z). (4) 
实际 上 , 知 假 定 它 在 任何 郊 > 2 项 相 加 时 为 真 , 则 它 在 nr 十 1 项 相 加 时 亦 为 真 : 


7 7 


f(T+Yy+t 二 2+4) = f(ty+t 二 2) + fv) = [f(z) + fy) + + fz) 十 0 


在 此 处 把 x 换 成 二 2， 则 得 


而 后 , 大 把 > 换 成 mz(m 是 自然 数 ) 并 应 用 前 面 的 等 式 , 就 得 出 天 系 式 
f(r) = f(z). (6) 
今 在 基本 方程 (A) 中 令 z = y = 0, 则 得 

1(0) 二 2f(0)， 于 十 f(0)=0. (7) 

若 又 取 y = 一 z, 则 利用 (7), 就 得 出 : 
f(~2) = —f(7), 

央 此 函数 f(zx) 在 > 变 号 时 亦 变 号 . 然后 , 由 (5) 及 (6) 很 易 引 出 : 

f(—nz) = 一 Anz) = -ma f(z). (8) 


而 类 似 地 可 证 成 立 更 一 般 的 式 子 : 


. 128 . 第 二 章 一 元 函数 [75] 


所 得 的 关系 式 (5)~(9) 可 以 联合 成 为 等 式 
f(rz) =7 f(2), 


在 任何 实数 值 > 时, 不 论 > 是 怎样 的 有 理 数 , 它 总 是 真实 的 . 
右 在 这 里 取 z = 1, 并 用 c 表示 f(1), 则 得 
fr 


这 样 , 就 本 质 上 说 来 , 我 们 已 确定 函数 的 形式 f, 但 迄今 仅 适用 于 变 元 的 有 理 数值 . 并 且 迄 今 为 止 
我 们 仅 应 用 函数 满足 条 件 (A) 这 一 事实 , 而 并 未 考虑 它 的 连续 性 . 
今 设 p 是 变 元 的 任意 无 理 数值 . 很 易 做 一 趋向 于 它 的 有 理 数 序列 


TD a 
(例如 , 可 以 取 对 应 于 p 的 无 穷 十 进 小 数 的 诸 段 ). 我 们 立即 看 到 


站 


2 ZZ 日 


由 上 式 求 n 一 +oo 时 的 极限 ; 在 右 方 我 们 得 到 cp, 而 在 左 方 , 由 于 函数 f 的 连续 性 的 假定 , 得 
lim f(rn) = f(p), 


于 是 , 最 后 
f(p) = cp. 
这 样 , 实际 上 , 我 们 的 函数 对 于 变 元 的 一 切实 数值 都 可 借 公 式 (a) 来 表示 . 这 公式 就 给 出 方程 
(A) 的 最 普遍 的 连续 项 数 解 . 
75. 指数 函数 、 对 数 项 数 及 才 函 数 的 函数 特性 
1” 如果 
Br 全 者 (6) 
则 对 于 两 个 不 论 是 怎样 的 实数 x 及 y, 恒 有 等 式 
JJ (B) 


成 立 , 它们 表示 着 大 家 都 知道 的 乘 寡 法 则 : 


2/ 


2 


事实 上 , 水 数 的 性 质 (BE) 再 加 上 连续 性 就 完全 确定 了 指数 函数 ,再 准确 地 说 

指数 骂 数 ( 若 除 去 恒 等 于 0 的 函数 以 外 ) 是 确定 于 全 区 间 (一 oo, Too) 内 , 并且 满足 条 件 (B) 
的 唯一 连续 函数 . 

换 句 话说 , 公式 (6) 一 一 除去 已 指出 的 例外 给 出 隔 数 方程 (B) 的 最 普遍 的 连续 函数 解 . 

为 看 证 明 , 我 们 考察 任意 确定 于 (一 oo, 十 oo) 内 并 且 满 足 条 件 (B) 的 连续 函数 f(x), 除去 
f(z) 三 0 的 那 种 平凡 的 情形 . 
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因此 , 在 某 一 数值 z = zo 时 函数 必 异 于 0. 在 (B) 内 令 y == zo 一 则 得 
f(z): f(xo — 2) = f(z0) #0; 
由 此 很 清楚 地 ,f(zx) 在 任 一 x 时 异 于 0. 再 次 , 在 (B) 内 把 > 及 y 都 换 成 5 就 求 得 : 


于 是 f(z) 永远 严格 地 是 正 的 ， 
再 利用 这 些 事实 , 把 等 式 (B) 取 对 数 (例如 , 用 数 e 做 底 ) 得 : 


In f(z +y)= In f(r)+ln f(y). 
若 令 
p(T) = In f(z), 
我 们 就 得 出 一 个 用 2(z) 表示 的 函数 , 连续 (作为 达 续 函数 登 置 的 结果 ,73) 而 且 满足 类 似 于 (A) 
的 条 件 : 
p(T +Y) = p(T) + P(N. 
我 们 已 证 过 , 在 这 情形 必须 有 


由 此 , 最 后 ( 寿 令 a = e*) 即 得 


此 即 所 要 证 的 . 
2? 者 
f(z)=logux (a> 0,az# 1), (B) 
则 在 z 及 y 为 任意 正信 时 , 必 有 


f(zy) = f(z) + f(y)- (B) 


这 就 是 积 的 对 数 法 则 ， 
log, xy = log, 7 十 log。 y. 
而 在 这 里 , 这 等 式 连同 连续 性 恰好 就 是 对 数 函 数 的 全 部 特征 性 质 : 
对 数 函数 (除去 前 述 的 例外 ) 是 确定 于 区 闻 (0, 十 co) 内 并 且 满 足 条 件 (B) 的 唯一 连续 函数 , 于 
是 公式 (a) 就 给 出 函数 方程 (B) 的 最 普遍 的 连续 函数 解 . 
为 着 证 明 , 就 取 在 zx > 0 时 满足 这 方程 的 任意 连续 消 数 f(z). 引入 在 区 间 (一 00, 十 00) 内 变 
动 着 的 新 变量 &, 并 令 
r=e:, w(t) = je)， 
由 此 


. 130 . 第 二 和 草 一 元 参数 [76] 


连续 焉 数 %(6)( 根 据 73) 满足 (A) 型 的 条 件 [参阅 (Be)] 
Pp(E+7) = fe ")= flere) = je 十 Fe = v(t€) + on). 


P(E)=cE 而 f(z)= ec:Inz, 
若 除去 c = 0 的 情形 ( 那 时 f(z) = 0), 则 所 得 的 结果 又 可 以 写成 
f (7) = log。 7， 
式 中 a = es. 由 此 一 切 都 已 证 明 . 
3” 天 后 , 转 而 讨论 函数 
f(z) = 2", (75) 
显然 ,在 zz 及 ?为 任何 正 数 信 时 它 满足 师 数 方程 
/f(xy) = f (2): 7 (I) 
内 为 
(zy) ”= 2 
这 方程 再 加 上 连续 性 , 在 本 题 的 情形 , 同样 可 以 作为 赛 函数 的 全 部 特征 忻 质 ， 就 是 说 : 
篆 函 数 (除去 普通 的 例外 ) 是 确定 于 区 间 (0, 上 sc) 内 , 并 满足 条 件 (T) 的 唯一 连续 函数 ， 
事实 上 , 者 给 定 在 x > 0 时 满足 条 件 (T) 的 连续 函数 f(x), 则 可 利用 在 2。 内 曾 用 过 的 同一 
代 换 式 . 于 是 函数 g(&) 将 满足 条 件 [参阅 (T)] 
P(E+N) = fle: rt") 一 een) = Ae5 je) 一 ol p(n). 
我 们 已 经 知道 ( 若 除 去 恒 等 于 零 情 形 ), 必 有 


由 此 , 若 令 1/ = lnw 则 


此 即 需 证 者 . 
76. 三 角 余弦 及 双 曲 余弦 的 函数 特性 
4° 者 


f(z)=cosaz 或 char (a>0)， (1) 
则 对 于 z 及 y 的 任何 实数 值 满足 关系 式 

f(y te) + f(y — 7£) = 27(7): f(y). (1) 
这 可 从 两 种 余弦 的 加 法 定理 推出 来 : 


cos(y 土 X)=coswcosy sinwsiny, 


ch(y 土 2)= chzchy + shzshy 
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438;6 | 这 里 , 滑 数 方程 ( 卫 ) 以 及 函数 须 为 连续 的 条 件 , 便 完 全 确定 了 两 种 余弦 : 
三 角 余 弦 及 双 曲 余弦 (1) 是 确定 于 区 间 (一 00, 十 00) 上 并 在 其 上 满足 条 件 (I) 的 唯一 连续 函 
去 (如 条, 跟 以 前 一 样 , 不 把 恒 等 于 零 的 函数 算 在 内 的 话 )， 
所 以 , 设 f(z) 是 满足 条 件 (区 ) 且 对 所 有 z 都 连续 的 函数 . 令 > = 0, 并 取 使 f(y) 关 0 的 任 
一 僵 作 为 y, 则 可 知 
A (10) 
三 这 种 情形 下 , 当 y = 0 时 便 得 到 
A(—2)= (2) (11) 
f(z) 是 侦 图 数 ， 
由 于 连续 肾 数 f(z) 在 x = 0 是 正 的 , 故 可 找到 这 样 的 一 个 正 数 c, 使 f(x) 在 全 区 间 [0,o 
二 是 正 的 . 这 以 后 , 要 看 是 (a)j(c) < 1 还 是 (BP)f(c) > 1, 而 分 两 路 来 作 研 究 . 先 研 究 情 形 (a). 


元 


因 0 < f(c) < 1, 故 可 找到 这 样 的 6 (0 < 9 < 二) , 使 
jc) = cos0. (12) 
全 后 把 基本 关系 式 (I) 改写 为 
f(y + x) = 2f(7): f(y) — f(y ~ 7), 
= 在 该 式 中 依次 设 
r=c, Y=6 


B= We 


= 


每 等 我们 便 得 到 [利用 (10) 及 (12)] 


全 2cos” 0 一 1=cos 20， 
f(3c)=2cos0 cos20— cos0 = cos30, 
f {4c) = 2cos0 cos30— cos20 = cos40, 
皇 等 . 利用 数学 归纳 法 , 不 难 证 明 , 对 任何 自然 数 m, 有 公式 
(13) 


f (me) = cos mb. 


若 在 (1) 中 设 z=y = 3c 则 得 [ 仍 利 用 (10) 及 (12)]: 


0 -HO 


可 由 于 f(x) 在 0 与 ec 间 为 正 , 了 哺 数 cosz 在 0 与 9 和 间 为 正 , 故 在 两 边 取 正 根 , 便 得 等 式 


小 (3 一 COS 。 
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完全 一 样 地 , 若 在 ( 历 中 设 > = = 矶 ， 
本 0 
i = C0s 53 
等 等 . 这 样 , 相继 地 (用 数学 归纳 法 !), 便 得 到 一 般 关系 式 
[人 -me (本 全 可 2 (14) 


最 后 , 把 从 (12) 得 出 (13) 的 推理 过 程 再 重复 一 遍 , 便 可 从 (14) 得 出 等 式 


站 斑 oj = cos i0. 


是 , 对 二 型 的 正 的 * 值 , 有 : 
(On os. (15) 
但 由 于 任何 正 数 2 可 表示 为 二 型 的 极限 , 因此 利用 极限 过 程 (根据 函数 /(z) 与 cosz 的 连续 
性 ) 便 可 知 公 式 (15) 对 所 有 z > 0 都 成 立 . 由 于 (11), 这 公式 对 x < 0 也 成 立 , 而 由 于 (10), 公 
式 对 z = 0 也 成 立 . 车 存 (15) 中 把 z 换 为 ,并 令 “一 a, 则 最 后 便 得 : 


f(%) = Cos or. 
在 情形 (5), 我 们 有 :f(c) > 1; 于 是 可 求 得 这 样 的 0, 使 
f(e) = ehd, 


把 上 述 推理 再 逐 字 重 复 一 遍 , 并 依据 双 曲 余弦 的 关系 式 (与 三 角 余弦 的 关系 式 相似 ), 便 在 所 论 的 
情形 下 得 出 


f(T =:chow (a >0). 
当 a =0 时 , 从 两 个 公式 都 得 出 :f(x) 三 1 
函数 方程 (A),(B), (B),(T) 与 (ZI) 最 先是 柯 西 研究 的 , 他 并 且 给 出 了 这 些 方 程 的 连续 函数 
解 ， 


77， 承 数 的 连续 性 在 计算 极限 时 的 应 用 “函数 的 连续 性 在 极限 计算 中 可 以 有 各 种 各 样 的 应 
用 信 . 我 们 在 本 日内 就 讲 一 些 这 类 的 例题 
1) 在 z 为 任何 实数 值 时 我 们 有 
多 
人 
事实 上 , 所 考察 的 式 子 (设想 x 关 0) 可 以 改写 为 
让 二 |] 
| 
的 形式 . 因为 二 一 0, 故 在 方 括号 内 的 整 序 变量 趋 于 e [54(13)], 4 然后 利用 罕 函 数 的 连续 性 (此 处 
z 二 常数 ), 全 式 就 以 ez 为 极限 . 


外 事实 上 我 们 在 别处 早已 这 样 做 过 了 ; 如 , 在 56 例 3) 内 我 们 顺便 确定 yz 在 z = 1 的 连续 性 
并 利用 着 它 , 而 在 例 5)(5) 内 又 利用 过 cosz 在 zx = 0 的 连续 性 . 


[77] 84， 项 数 的 连续 性 及 间断 2 


2) 求 极 限 
lim [\ (z+al)(z+a2). (CC 二 ak) 一 2 (co 一 co)， 


式 中 a1, a2,.…… ,ak 是 给 定 的 常数 ， 
应 用 恒等式 加 
2 一 2 
并 用 代 换 式 
We (zZ 十 ai) (2 十 ah 及 z 一 2 
则 所 考察 的 式 子 就 可 表示 为 


ea ss 
(8/7 Rl tr 二 1 
es 
CE 
一 R=1 


ee 
( (+ 全 ) (1 十 守 ) ) 人 
的 形式 在 2 一 十 co 时 被 开 方式 趋同 于 1, 因此, 据 根 式 的 连续 性 (因为 根 式 可 作为 短 消 数 的 特 


列 ), 根 式 本 身 的 极限 为 V1 = 1. 因为 分 母 中 的 ( 根 式 的 )(k 一 1) 次 多 项 式 也 是 连续 函数 , 所 以 分 
母 趋 于 有 , 而 整个 分 式 的 极限 是 
加 
ee 
3) 回 到 33,13) 内 的 命题 . 设 an > 0 且 an 一 a; 暂 设 0 < a < +co、 应 用 该 命题 于 序 殉 


因为 In an 一 Jna( 根 据 对 数 函 数 的 连续 性 ), 所 以 


lim jn al:::an = lim 2 = lna 
此 时 , 依 指数 函数 的 连续 性 ， 


I /GT 1 
OM 


用 54, 极限 1) 及 2), 这 结果 也 可 以 推广 到 ga = 二 0 及 a = +coe 的 情形 . 
这 样 , 我 们 就 得 出 该 命题 的 下 列 变换 : 
若 正 的 整 序 变 量 a 有 极限 (有 限 或 否 ), 则 整 序 变 量 


bn, = Val .02 On 
也 必 有 同一 极限 . 
4) 应 用 这 命题 于 序列 
CD CQ3 Qn Un+t+l 
DN ee et 》 aa 
Ql1 CQ2 Qn—li Qn 


引出 有 趣 的 推论 : 
lim Ya = lim i 
只 要 假定 其 中 的 第 二 个 极限 存在 便 行 . 
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wn 
lim ——. 
Nn 
nl ,vo,. 
令 Cn 一 rn) 开 有 有 
Nn 
Qnt1 (nt+l) nl 1 1 


下 所 求 被 限 是 = 
5) 再 来 确定 下 面 一 系列 重要 的 极限 , 它们 在 下 一 章 内 是 极 有 用 的 : 


(a) lim loga(1 + 0) = log, e G5) ， 


c 瑟 0 人 0 

aa 一 1 0 
5 mne (9 
(©) a 人 "0 0 | 
(1L+ai 一 1 (2) 

] -- 一 

(a) lim - H 1 


我 们 有 


因为 右 端 对 数 符号 后 面 的 式 子 当 a 一 0 时 趋 于 cl54,(13)], 故 (由 对 数 函 数 的 连续 性 ) 
它 的 对 效 必 趋 和 于 log, e. 此 即 所 要 证 的 . 
注意 已 证 明 的 公式 的 特例 , 当 论 及 日 然 对 数 (a = e) 时 : 


ln(I 十 Q) 


iim 一 1. 


CQ 一 0 
这 结果 很 简 使 , 而 月 然 对 数 制 所 表 出 的 优点 在 本 质 上 即 根源 于 此 
转 同 公式 (0), 令 os-1=8 则 当 a 上 一 0 时 (由 指数 函数 的 连续 性 ) 也 有 3 一 0. 
再 则 , 因 a = log,(1 + 人 于 是 若 应 用 刚才 所 证 明 的 结果 : 


02 一 1 . B 1 
lim 一 JIm— 
-0logs(ll+£) log,e 


此 即 所 要 证 的 . 
特别 是 , 若 取 a = 二 (On = 1,2,…), 则 得 有 趣 的 公式 : 


lim n( Ya—1)= na(o:0). 


最 后 . 要 证 明 公 式 (8), 可 令 (1L+a -1=8 当 aw 一 0 时 (由 寡 函 数 的 连续 性 ) 
必 有 8 一 0. 在 等 式 (1 十 qa)t =1 十 8 的 两 边 取 对 数 , 则 得 


wln(l+a)= In(l+8). 
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利用 这 一 关系 式 , 所 给 式 就 变形 成 为 
U1 7 8 In(1 + a) 


InI+B) 7 Qt 


加 4 


区 已 证 明 关系 式 
有 沪 In(1 十 a) 
nl 十 已) CQ 

而 者 都 趋向 于 1. 于 是 总 的 来 积 就 以 1 为 极限 . 此 即 所 要 证 的 . 


在 56,3) 内 考察 过 能 极限 可 作为 py = 7 时 的 特例 而 由 此 得 出 . 


78， 姑 指 数 式 “ 今 考察 寡 指 数 式 wu”, 式 中 的 及 wv 是 同一 变量 x 的 函数 ,z 的 
去 动 区 域 具有 聚 点 xo; 在 特殊 情形 , 他 们 可 以 是 两 个 整 序 变量 wy, 及 ， 
发 存在 着 有 限 极 限 : 


7 ; 
lim 4 =a XK lim v=b 
光一 并 0 


vw—— TO 


而 是 a > 0. 现在 要 求 客 指数 式 wu” 的 极限 
把 它 表 示 为 形式 


nd 四 = nv 


酒 数 v 及 Inw 各 有 极限 


lim v=b. hn lInu=lna 
TLO a 0 


此 处 应 用 对 数 顺 数 的 连续 性 ), 于 是 


dm vIn = bl1na. 


当 此 , 由 指数 限 数 的 连续 性 , 最 后 即 得 


lim ee na 一 wo 
在 别 的 情形 , 当 已 知 乘积 vlnw 的 极限 c 时 ,有 限 的 或 确定 符号 的 无 穷 ,表达 式 wr 
的 极限 亦 可 以 确定 . 对 于 有 限 数 e 时 所 求 极 限 显然 是 ec; 车 c= -cc 或 +oo, 则 这 极 


眼 各 为 0 或 +oo[54，1)]， 

该 极限 c = lim{v Inw}) 的 确定 一 一 仅 由 给 定 的 极限 a 及 b 一 一 总 是 可 能 的 , 但 
须 除去 当 这 积 (在 x 一 ?0 时 ) 表示 为 co.0 型 的 不 定式 的 那些 情形 . 很 易 判 断 , 例外 
的 情形 必 对 应 于 数值 a 及 5 的 下 列 几 种 结合 : 


136 ， 


第 二 章 一 元 函数 
在 这 些 情形 就 说 , 款 指 数 式 刀 2 分 别 是 1%,0?, cc 

式 w? 的 极限 的 问题 , 者 

FE 


[79] 


0 型 不 定式 吕 . 这 时 , 关于 老 指 数 
只 知道 汶 数 % 及 v5 的 极限 , 研 很 少 解 决 的 办 法 , 要 想 求 w? 
和 极限 就 必须 直接 研究 它们 趋 于 自己 的 极限 时 的 规律 . 
整 序 变量 @ | 在 n 一 oc 时 , 或 更 普遍 地 说 和 指 数 式 (1 十 a 在 a 一 0 时 ,以 e 为 
极限 , 给 出 1” 型 不 定式 的 一 个 例子 ,上面 ,在 76,3) 内 我 们 句 萎 察 整 序 变量 sn a ( 
它 就 表示 0° 型 不 定式 . 最 后 , 在 32,10) 内 的 7 也 是 cc0 型 不 定式 . 

再 举 几 个 新 类 型 的 不 定式 的 定 值 法 的 例子 . 

79. 例题 1) 求 lim (nz)s(co9) 

用 yy 表示 所 给 的 宕 指数 式 , 就 有 [参阅 54,2) 及 5) 


ee In(ln x) 


In(Inz) lnz co 
和 a 
于 是 
太一 e =1. 
2 im (0 ). 
此 处 [54， 7) 及 5)] 
| sinz 
Mo 
内 此 仍 得 y 一 1 


nz 一 0 


) 现在 很 容易 用 下 列 方法 普遍 地 推广 76 的 例 1 
则 


1): 车 整 序 变 基 


zn 一 2Z( 此 处 zx 是 有 限 数 ) 

Tn VY ee 
ee 

为 要 证 明 , 把 所 举 的 窜 指 数 式 表示 为 如 下 的 形式 


1 
就 够 了 ; 等 的 底 趋 于 e, 同时 指数 趋 于 2 
4) 可 以 变 成 这 


文 4 二 4 


二 FI = X 有 例 申 员 


lim (cos Asin=) 人 
九 一 "十 Do 7 。 
令 括号 内 的 式 子 等 于 1 十 二 ,就 有 
z Sin 三 1 一 cos 三 
eg [cos 2 1 十 Asin= | SN 
站 元 
余 类 推 . 
5) 类 似 地 解决 了 例题 (a, 6b > 0) 
7 | lis 了 之 1 _ 
lim 2 = Voab(l™) 
nn 十 CO 之 


31 月 脚注 内 所 讲 过 蚤 
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此 处 


sn =n | dn Ya D+ 
于 是 , 根据 77,5)(6) 的 公式 的 一 个 特殊 推论 : 
Tn 一 ;(Ina + lnb) = ln Vab, 


而 所 求 极限 , 实际 上 , 就 等 于 ev = Vab. 
6) 最 后 , 考察 极限 


人 P| a | 
lim (cos ZT) sin? a ,|a 0 > nS i 人 
TS T—0 C 


这 者 可 以 看 到 在 1” 型 不 定式 的 情形 将 问题 直接 引导 到 e 是 很 便利 的 . 
我 们 已 经 说 过 , 确定 一 切 类 型 的 不 定式 的 普遍 方法 将 在 第 四 章 (84) 内 讲 到 . 


85. 连续 函数 的 性 质 


80. 关于 函数 取 零 值 的 定理 ” 今 着 手 赋 究 在 某 一 区 加 内 连续 的 辆 数 的 基本 性 质 
这 些 性 质 是 很 有 趣 的 , 而 且 在 以 后 的 叙述 中 . 经 党 要 用 它们 作为 各 种 论断 的 根据 
先 从 下 而 的 布尔 查 诺 (B.Bolzano) 和 柯 西 (A.L.Cauchy) 的 简单 定理 开始 . 

布尔 查 诺 一 柯 西 第 一 定理 设 骂 数 f(x) 是 在 闭 区 间 [a,6b| 内 定义 着 并 且 连 续 的 ， 
又 在 这 区 间 的 两 端点 处 取得 异 号 的 数值 . 则 在 a 与 6 之 间 必 能 求 出 一 点 c 在 这 点 处 

je (Ge 

这 定理 有 很 简单 的 几何 意义 : 若 连 续 的 曲线 从 x 轴 的 一 方 转移 到 另 一 方 , 则 它 
必 与 这 轴 相 区 (图 31). 

第 一 种 证 明 我 们 将 依 布 尔 查 谤 的 
方法 进行 [41] 一 一 如 用 逐次 等 分 区 间 
的 方法 ， 为 看 确定 起 见 , 令 f(a) < 0 
/OO > 0 我 们 用 点 “二 ”把 区 间 lc 
分 成 两 半 . 可 能 偶然 地 遇 到 函数 f(x) 恰 
在 这 点 处 等 于 零 , 那么 令 =“ 二”, 定 
理 就 已 得 到 证 明 . 次 设 / (全 ) 关 0 

则 两 区 间 |a, 3 | ， 中 必 有 图 31 


= 在 人 它 的 现 端 中 处 诅 数 取得 芥 号 的 
数值 ( 且 这 时 在 左 端 为 负 值 , 在 右 端 为 正 值 ). 用 [ai1,b1| 表示 这 区 间 , 就 有 


For DD FD 


: 138 ， 第 二 章 一 元 项 数 [80] 


再 把 区 间 [ai, bh| 分 成 两 半 , 且 仍 竺 开 当 f(z) 在 这 区 间 的 中 点 空子 2 处 等 于 
零 的 情形 , 因为 那 时 定理 已 得 证 明 . 再 用 [az, bo] 表示 那 半 个 区 间 , 它 使 


A a Eo i 2 


继续 进行 这 种 爸 成 区 间 的 步骤 .这 时 , 或 则 在 有 限 次 步骤 以 后 , 我 们 磁 到 作为 
分 点 的 茶 一 点 , 在 该 处 困 数 等 于 矢 , 而 定理 的 证 明 就 完成 了 ; 或 则 我 我 们 得 出 内 全 多. 则 ] 


(依次 地 一 个 包含 一 个 ) 的 无 穷 序 列 . 我 们 就 来 讨论 这 最 后 的 情形 . 对 于 第 n 个 区 间 
oe 1 A SE 


yo) 0 (v0 (1) 
并 且 它 的 长 度 显然 等 于 
Gr a (2 
7 -6 On 
im 这 些 区 间 所 构成 的 序列 满足 内 含 区 间 的 引 理 [38] 中 所 列 的 条 件 , 因为 , 由 
于 (2) Jlim(b% 一 aw) = 0; 因此 , 在 区 间 [aa 内 存在 着 一 点 c, 满足 


liman = limb,=ce 


兹 证 明 这 点 恰好 能 满足 定理 的 要 求 . 
将 不 等 式 (1) 取 极 限 , 同时 并 应 用 函数 的 连续 性 (特别 是 , 在 点 z = c 处 ), 就 同 


人 


因此 , 实际 上 , 必 有 f(c) = 0. 定理 证 明 完毕 . 
以 下 我 们 将 给 出 柯 西 定理 的 第 二 种 证 明 , 它 是 依据 男 一 种 观念 的 . 预先 叙述 下 
面 的 明显 的 命题 : 


接近 于 zo 的 一 切 的 数值 , 函数 f(x) 仍 保持 着 在 点 zo 处 的 符号 . 


这 可 由 55,1 的 论点 2” 推 得 , 不 过 在 本 题 的 情形 , 函数 的 极限 4 这 一 角色 (由 
于 连续 性 ) 由 f(xo) 担任 . 

第 二 种 证 明 考察 区 间 [a,8] 内 使 f(x) < 0 的 一 切 点 z = 元 在 这 些 点 之 中 
显然 应 有 点 a 以 及 (根据 引 理 ) eT a 的 许多 点 . 集 伍 } 被 数 b 上 有 界 . 今 令 
c = sup{z}[11], 我们 要 证 f(c) = 

事实 上 , 假设 情形 J a flc) < 0, 或 则 flc) > 0. 若是 f(c) < 0( 则 
显 知 c < 5b, 因为 我 们 给 定 f(b) > 0), 则 依 引 理 , 在 e 的 稍 右 处 将 能 找 出 数值 x, 使 
f(z) < 0, 而 这 束 违 反 了 c 是 {} 的 上 界 的 定义 . 又 若是 flc) > 0, 则 一 一 仍 根 
据 引 | ,就 是 在 某 一 充分 小 的 区 间 (c - 6,o) 内 , 全 部 成 立 


.81] §5， 连续 沙 数 的 性 质 . 139 ， 
f(z) > 0, 于 是 在 那里 就 根本 不 能 有 数值 5 但 这 同样 是 不 可 能 的 , 因为 按照 定义 ,c 
是 {7F} 的 上 确 突 . 

定理 证 明 完 毕 ， 

须 注 意 ， 苹 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,8] 内 连续 的 要 求 很 重要 : 咒 数 只 要 在 一 点 处 有 
司 断 , 就 可 以 从 负 值 转变 为 正信 而 并 不 等 于 零 . 例如 ,f(z) = E(z) -~ 5 就 是 这 样 的 于 


数 , 虽然 f(0) = 二 ， 而 f(1) = ;( 在 z 二 1 时 有 既 度 ), 但 它 并 不 在 任何 一 点 等 于 零 ， 


81. 应 用 于 解 方程 ” 毛 证 明 的 定理 在 解 方程 时 是 有 用 处 的 . 
首先 , 用 它 来 确定 根 的 存在 . 例如 , 对 于 方程 


Dd 


及 > = 4 是 很 明显 的 , 但 要 指出 再 有 一 个 根 存在 就 较为 困难 了 .而 其 实 , 函数 f(z) = 2 - 4z 在 
“= 0 时 取信 f(0) = 1 > 0, 而 在 > = 2 时 取 值 (3) = V3 一 2 < 0, 因此 (因为 它 是 连续 的 ) 
它 必 在 0 与 3 之 问 的 某 一 点 等 于 举 ， 

另 一 例子 : 考察 一 般 奇 次 宕 ( 实 系数 ) 的 代数 方程 


下 (三 or mst <0. 


当 z 的 绝对 值 充分 大 时 , 多 项 式 的 符号 全 视 最 高 次 突 的 项 的 符号 而 定 , 即 当 x 为 正 时 与 ao 同 号 ， 
当 为 负 时 与 ao 异 号 , 因为 多 项 式 是 连续 函数 , 既然 要 变 号 , 则 它 在 区 间 内 某 一 点 处 必然 要 等 于 
0. 由 此 :一 蕊 奇 次 ( 实 系 数 ) 代数 方程 至 少 必 有 一 个 实 根 ， 

柯 西 定理 不 仅 可 以 应 用 于 确定 实 根 的 存在 , 并 且 可 以 用 来 计算 它 的 近似 值 . 用 例题 来 说 明 . 设 
F(T) = 二 x 一 xz 一 1. 因为 f(1) = 一 1, 了 (2) = 13, 所 以 多 项 式 在 1 与 2 之 间 必 有 一 根 . 把 这 区 间 
2 分 成 10 等 分 :各 分 点 为 了 .14121322 开 还 个 计算 


f(1.1) = 一 0.63…. ;f(1.2) = —0.12..…: ; f(1.3) 三 十 0.55 ;.…， 
就 看 出 在 1.2 与 1.3 之 间 包 含 着 一 个 根 . 再 把 这 区 间 10 等 分 , 求 出 : 
Fil O00 (L200) e0004203/(129) S40008 yn 


涡 在 很 清楚 , 可 知 这 根 位 于 1.22 与 1.23 之 间 ; 这 样 , 我 们 已 经 知道 根 的 数值 准确 度 达 0.01, 余 类 
准 呈 ， 

有 了 这 些 事实 以 后 , 现在 青 来 把 同一 定理 的 上 述 两 种 证 明 比 较 一 下 该 是 很 有 趣味 的 . 第 二 种 
汪 明 仅 是 方程 f(z) = 0 的 根 的 “存在 的 证 明 ”, 并 没有 说 及 怎样 求 出 这 根 . 而 第 一 种 证 明 却 指出 了 
详 际 求 根 的 确定 方法 : 用 两 半 两 半 地 逐次 等 分 区 间 的 方法 (我 们 限于 分 成 两 半 是 为 了 简便 ), 在 实 
示 上 可 以 把 所 求 的 根 包 含 于 长 度 为 任意 小 的 区 间 内 , 即 可 以 计算 这 根 至 任意 的 准确 度 , 


”DD 可 是 , 实际 上 这 方法 是 不 方便 的 . 在 第 四 章 (85) 内 将 指出 远 比 它 更 为 有 效 的 方法 . 


. 140 . 第 二 章 一 元 项 数 [82] 


82. 介 值 定理 在 80 内 已 证 明 的 定理 可 以 如 下 年 接地 加 以 普遍 化 : 

布尔 查 诺 一 柯 西 第 二 定理 设 品 数 f(z) 是 在 某 一 区 间 交 ( 闭 的 或 不 闭 的 , 有 限 的 
其 至 无 穷 的 都 可 以 ) 内 定义 着 并 且 连 续 的 . 若 在 这 区 间 内 的 两 点 z= 二 ga 及 =b(a < 
b) 处 函数 具有 不 相等 的 数值 


jaj=4 及 f(b)=B, 
则 对 于 4 与 BB 之 间 的 任意 数 C 必 能 求 出 a 与 5 之 闻 的 点 x 二 c, 使 
f(c) = 0°. 
证 明 例如 , 我 们 设 
rt he 


在 区 间 [a,5] 内 考察 辅助 滑 数 p(x) = f(x) - C. 这 闲 数 在 区 间 [a,9| 内 是 连续 的 , 且 
在 这 区 间 的 了 两 端点 处 有 异 号 : 


pla)}= f(a)—C=A-C<0, vb)=f(0)-C=B-C>0. 
依 布尔 查 诺 - 柯 西 第 一 定理 , 在 a 与 5 之 间 必 能 求 出 点 z = c 使 pe) =0, 即 
f(cj-C=0 或 fl(c)=0, 


此 即 所 要 证 的 . 

这 样 , 我 们 已 建立 了 在 区 间 内 为 连续 的 函数 f(z) 的 重要 性 质 : 当 函 数 从 一 个 数 
值 转变 到 另 一 个 数值 时 , 它 必 经 过 每 一 中 间 值 至 少 一 次 

换 名 说 说 , 这 性 质 又 可 以 如 此 表达 : 当 在 任何 区 间 区 内 变动 时 , 连续 函数 f(z) 
所 取得 的 数值 完全 充满 某 一 区 间 J 

事实 上 , 设 


m=inf{f(x)}, M = sup{f(7z)}®, 
又 yo 是 在 mm 与 M 之 间 的 任意 数 : 
m<vyo<M. 
则 必 能 求 出 也 数 值 yi = f(z1) 及 yo = f(z2)(z1 及 za 取 目 区 间 +), 使 


m<y<yo <y <M, 


由 显然 , 布尔 查 诺 - 柯 西 第 一 定理 是 这 定理 的 特殊 情形 : 若 4 与 B 异 号 , 则 可 取 0 当 作 C. 
外 提醒 读者 , 若 集 {f(x)} 不 是 上 (下 ) 有 界 , 则 (在 11 内 ) 我 们 约定 令 M = +oo(m = -oo) 


3] $85， 连 续 项 数 的 性 质 ,141 . 


是 由 数 集 的 确 界 的 定义 推 得 的 . 但 依 已 证 明 的 定理 , 在 zl 与 zo 之 间 必 存在 着 数 
2 二 Xo( 显 然 羡 属于 二 ), 使 f(zo) 恰巧 等 于 yo; 因此 , 这 数 yo 也 属于 集 7Y. 

这 样 7 就 是 以 m 及 M 为 两 问 点 的 区 间 (两 端点 本 刁 可 否 属于 这 区 间 要 看 情形 
定 ; 参阅 84.) 

在 71;2? 内 我 们 已 看 到 , 在 单调 消 数 的 情形 , 由 上 述 的 性 质 可 以 反 转 来 推出 逊 数 
连续 性 . 然而 不 应 认为 在 任何 时 候 都 可 以 这 样 倒 推 ; 很 容易 做 出 一 个 具有 这 种 的 
质 的 间断 函数 . 例如 , 隐 数 [70,4)]: 

f(z) =sin-(2 #0), f(0) =0 
7 在 任何 含有 间断 点 z =0 的 区 间 内 变动 时 , 其 值 还 是 完全 充满 了 区 间 [-1, ++14]. 

83. 反 国 数 的 存在 ”现在 应 用 前 面 一 目 内 所 研究 过 的 连续 明 数 的 性 质 来 解决 反 
数 在 何 种 假定 之 下 始 为 单 值 旦 连续 的 问题 (参阅 49). 

定理 设 品 数 yy = jz) 是 在 某 一 区 间 区 内 定义 的 , 它 连续 而 且 单 调 增 大 ( 减 
) 中. 则 在 对 应 的 函数 值 所 成 的 区 间 7 内 必 奉 在 单 值 的 反 函 数 工 = g(y) ,也 是 连续 
且 单 调 增 大 ( 减 小 ) 

证 明 暂 限 于 增多 数 的 情形 . 在 上 面 我 们 看 到 , 连续 函数 f(z) 的 函数 值 完 全 充 
于 某 一 区 间 2, 于 是 对 于 这 区 间 内 的 每 一 数值 yo, 至 少 必 能 求 出 一 个 数值 zo(X 内 
), 使 

jzo) = vyo. 

由 于 这 上 明 数 的 单调 性 , 所 以 这 种 数值 只 能 求 出 一 个 : 即 春 zi > 或 < zo, 则 对 应 地 ， 
必 有 f(z1) > 或 < f(zo0). 

就 把 这 数 住 zo 与 从 ?7 内 任意 取 的 yo 一 一 对 照 起 来 , 我 们 便 得 出 单 值 也 数 

Z = g(Y), 

是 消 数 y= f(z) 的 反 消 数 . 

很 易 看 出 , 这 涵 数 g(y) 与 f(z) 相似 , 也 是 单调 增 大 的 . 因 奎 

y < y” 又 人 — g(y ), rT’ 一 gf | 
依 国 数 g(y) 本 身 的 定义 , 必 同 时 有 
1 一 f(z') 及 2 一 f(x”). 

是 z' > z”, 则 根据 函数 f(z) 的 增 大 性 , 必 wy > yw, 违反 原来 的 假设 . 其 次 , 亦 不 
有 x' = x”, 因为 那 时 也 必 有 wy = Ww', 也 是 违反 原来 的 假设 的 . 因此 , 只 有 不 等 式 
< zx” 是 可 能 的 . 于 是 知 gly) 确实 是 增 大 的 . 
之 用 狭义 的 说 法 (这 在 此 处 是 很 重要 的 ). 


a 第 二 章 一 元 函数 [83] 


最 后 , 要 证 明 册 数 z= 9(y) 的 连续 性 , 只 要 引用 71,2° 的 定理 就 够 了 , 该 定理 的 
条 件 是 满足 的 : 图 数 g(y) 为 单调 , 并 且 它 的 数值 显然 完全 充满 于 区 间 x @. 

定理 的 一 切 论点 在 几何 上 是 很 明显 的 , 读者 很 容易 照 着 图 32 去 “阅读 ”它们 . 

用 已 证 明 的 定理 可 以 重新 建立 一 系列 我 们 已 经 知道 的 结 : 

右 把 它 应 用 于 区 间 XX = [0, 十 00) 
内 所 定义 的 酒 数 xz?(n 是 自然 数 ), 则 当 
y 在 站 = [0,+oo) 内 时 得 出 (算术 的 ) 
根 z = wy 的 存在 及 连续 性 ， 从 区 间 
= (00; 十 00) 内 所 定义 的 函数 y = 
az 出 发 , 就 可 证 明 对 数 师 数 > = log, y/ 
在 区 间 2》 = (0, +co) 内 的 存在 及 连续 
性 ， 最 后 ， 考察 函数 vy 3 sinw 及 :站 三 
tgzx, 第 一 个 在 区 间 六 = -5 | 内 ， 


2 
而 第 二 个 在 开 区 间 为 = (一 了 ,过 ) 内 
吻 可 证 明 它 们 的 反 国 数 z = arcsiny 及 图 32 
到 二 CE 各 征 区 辣 1 二 | 肚 卫 各 中 及 


)J2 = (一 00, 十 00) 内 是 存在 而 且 连 续 的 . 
(在 这 时 我 们 假定 图 数 x",a7, sinz,tgz 的 连续 性 已 经 预先 证 明 , 且 并 未 引用 它 
们 的 反哺 数 的 存在 一 一 - 否则 , 就 将 得 出 循环 推理 . 这 种 证 明 已 在 68 内 给 出 ; 至 于 
72 内 的 那 种 考虑 在 此 处 显然 是 不 适宜 的 .) 
be 
发 zz 在 之 = es 十 cc) 内 时 


/一 Z 一 csinz， 式 中 0<e<l. (3) 
很 多 指出 这 孙 数 是 单调 增 大 的 (狭义 的 ). 即 若 z”> z', 而 对 应 的 y 的 数值 各 为 y', wy 则 
y -Y=(r 7)—e(sinz” sinz’). 


但 参阅 68.(2)] 
sinx” —sinz|&< 7x — Zz, 
由 此 就 推 得 
V0 Dl 
把 定理 应 用 于 这 种 情形 , 就 可 证 明 z 亦 是 y 的 单 值 也 数 , 等 等 . 
引入 的 例题 值得 注意 的 是 已 经 接触 到 一 个 理论 天 文学 上 的 问题 . 方程 
EM egg (3a) 


不 论 直 样 从 内 取 z, 只 要 假定 y = f(z), 则 对 于 这 y, 函数 g(y) 的 数值 就 恰好 是 所 取 的 zx. 


[85] 85， 连 续 函 数 的 性 质 .143 ， 
就 是 著名 的 开 普 勒 方程 , 它 表 出 行星 的 平 近 点 角 MX 与 其 偏 近 点 角 五 间 的 关系 (e 是 行星 轨道 的 
离心 率 ). 这 样 , 我 们 已 证 明 , 不 论 平 近 点 角 是 怎样 的 数值 , 实际 上 , 开 普 勒 方程 单 值 地 确定 了 偏 近 
点 角 的 数值 . 

84. 天 于 消 数 的 有 界 性 的 定理 ”如 果 清 数 f(z) 对 于 某 一 有 限 区 间 内 一 切 x 的 
数值 都 有 定义 (因此 , 殴 数 必 有 了 到 有 限 的 数值 ), 我 们 并 不 能 立刻 由 此 推出 函数 必须 为 
有 上 性 , 即 闵 数 数值 所 成 的 集 {f(x)} 的 有 界 性 . 例如 , 设 函 数 (z) 是 这 样 定义 的 : 

1 = 二 车 0<z<1 又 /(0) =0. 
这 咒 数 仅 取 有 限 数值 , 但 它 却 不 是 有 界 的 , 因为 当 z 接近 于 0 时, 它 可 以 取 任意 大 的 
数值 . 顺 使 指出 , 在 半 开 区 间 (0,1] 内 它 是 连续 的 , 但 在 点 z = 0 处 有 间断 . 

但 对 于 团 区 间 内 连续 的 国 数 情形 就 不 同 了 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 ”落马 数 f(x) 是 在 闭 区 间 [ao. 中 内 定义 并 且 连 续 的 , 则 
它 必 是 有 界 的 , 即 必 存在 着 有 限 的 常数 mm 及 .使 当 w 二 了 入 吕 时 

m < f(r) < MM. 
证 明 由 反 证 法 来 证 明 : 设 亢 数 f(z) 当 z 在 区 间 [a,4| 内 变动 时 为 无 界 的 . 
在 这 种 情形 , 对 于 每 一 个 目 然 数 n, 在 区 则 ,la,0| 内 必 能 求 出 数值 x = z。 使 
|f (zn)| 2 1n. (4) 


依 布 尔 查 谨 一 魏 尔 期 特 拉 斯 引 理 [41], 由 序列 {zx} 中 可 以 分 出 部 分 序列 {z%.} 收 
合 于 有 限 极 限 : 
一 2Z0 (ko +o0H), 


Tn 


并 日 显然 a < xo < 5b. 由 于 哨 数 在 点 zo 处 的 连续 性 , 则 亦 应 该 有 

f (Tn ) > f(x0), 
而 这 是 不 可 能 的 , 因为 由 (4) 推 得 

La 一 co 
上 所 得 的 逆 盾 就 证 明了 本 定理 . 
85， 函数 的 最 大 值 及 最 小 值 ”我 们 知 扎 , 一 个 无 穷 效 集 , 即使 是 有 界 的 , 其 中 也 

可 能 没有 最 大 的 (最 小 的 ) 无 系 . 因此 , 寿 消 数 f(x) 是 在 z 的 菜 一 变动 区 间 内 定义 
看 而 且 其 至 是 有 界 的 , 但 在 晴 数 数值 所 成 的 集 {f(xz)} 中 仍 可 能 不 出 现 最 大 的 (最 小 
的 ) 数值 . 这 时 消 数 f(z) 的 数值 在 该 区 间 内 不 能 达到 它们 的 上 (下 ) 确 界 . 例如 , 明 

f(s) = E() 


.144 . 第 二 章 一 元 函数 [85] 


就 是 这 样 ( 它 的 图 像 画 在 图 33 中 ). 当 z 在 任意 
区 闻 [0, 忆 (5 > 1) 内 变动 时 , 中 数 值 的 上 确 界 是 
1. 但 它 不 能 被 达到 , 因此 函数 无 最 大 值 . 

读者 也 许 已 明白 , 与 此 有 关 的 是 所 考察 的 纯 
数 在 x 取 自 然 数 值 时 有 间断 存在 , 实际 上 , 对 于 
在 闭 区 间 内 连续 的 也 数 成 立 着 : 图 33 

魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 ”车 函数 f(z) 是 在 闭 区 间 [a,b] 内 定义 着 而 且 连 续 的 ， 
则 它 在 这 区 间 内 必 能 达到 自己 的 上 确 界 及 下 确 界 . 

换言之 ,在 区 间 [a. 内 必 能 求 出 T= 二 To0 及 X= Zi, 使 f(z0) 及 f(z1) 依次 为 
f(z) 的 一 切 数 值 中 的 最 大 者 及 最 小 者 . 

第 一 种 证 明 令 


MM = sup{f (72)}: 


依 前 一 定理 这 效 是 有 限 数 . 假定 (与 需要 证 明 的 相反 ) 恒 有 f(x%) < MM, 即 限界 M 不 
能 被 达到 , 在 这 种 情形 可 以 考察 辅助 限 数 


1 
?7) = HF Fz) 
和 零 , 故 四 数 是 连续 的 , 因此 ( 依 前 一 定理 ) 是 有 界 的 : 
wp(z) < w(4 > 0). 但 由 此 很 易 得 
ju 
HH 


有 一 小 于 M 的 MM 一 万 为 fta) 的 了 雪人 所 成 之 集 的 上 办 ,这 是 不 可 能 的 , 因为 
MM 是 这 数 集 的 上 确 界 . 所 得 的 矛盾 就 证 明了 定理 : 在 区 间 [a,8| 内 必 能 求 出 数值 zo， 
使 得 f(z0) = M 是 f(z) 的 一 一 切 数 信 中 的 最 大 者 

仿 此 勾 可 以 证 明 关 于 最 小 值 的 论点 . 

第 二 种 证 明 在 文 时评 个 内 有 尔 生 机 水 斯 知 拉 其 引 理 TO 出 发 生 限 于 最 
大 值 来 证 明 . 同 刚才 一 样 , 若 

M = sup{f (7x)}, 

则 依 上 确 界 的 性 质 [11], 对 于 任何 % 必 能 在 [a,9| 内 求 出 x = x), 使 


f(zn) > M 一 一， (3) 


于 是 从 序列 {za} 内 可 以 分 出 部 分 序列 {zw} 收敛 于 [a,4] 内 某 一 数值 zo : 
Tn 一 zo, 由 于 滑 数 的 连续 性 让 有 


f (Ln) 一 f (x0). 
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同时 由 (5) 有 
f(zn,) > M -一 ， 取 极限 ,得 f(z0) > M. 


Nk 


但 f(zo) 不 能 大 于 函数 值 集 的 上 界 4, 因此 
f(zo) 一 M 


此 即 所 要 证 的 . 

须 注 意 , 刚才 所 进行 的 两 种 证 明 都 是 纯粹 的 “存在 的 证 明 ”, 并 没有 给 出 任何 求 数 
值 z= zo 的 方法 . 以 后 | 第 四 章 8$1 内 ], 在 关于 函数 作 更 多 的 假定 下 , 我 们 将 学 会 实 
水 求 函 数 达 到 最 大 或 最 小 值 时 的 自 变数 的 数值 . 

右 六 数 f(z) 当 zz 在 任何 区 间 XX 内 变动 时 是 有 界 的 , 则 差 


w= N/m 


称 为 图 数 在 这 区 间 内 的 振幅 . 
此 外 , 振幅 w 也 可 以 定义 为 一 切 可 能 的 差 f(x”) - f(x 所 成 的 集 的 上 确 界 , 其 
中 x/ 及 x” 是 在 区 间 区 内 的 互 不 相关 的 任意 数值 ; 


w= sup {f(x’)— f(z)}. 
ZY/ ,Tr 在 七 内 
当 论 及 在 有 限 闭 区 间 = [6,49] 内 的 连续 函数 f(x) 时 , 则 由 已 证 明 的 定理 可 知 ， 
振幅 不 过 是 函数 在 这 区 间 内 的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 圈 了 . 
在 这 种 情形 , 函数 值 的 区 间 y 就 是 闭 区 间 [m, M1, 而 振幅 就 是 这 区 间 的 长 . 


86. 一 致 连续 的 概念 。” 若 函数 f(z) 是 在 某 一 区 间 兆 ( 闭 的 或 不 闭 的 , 有 限 的 或 
无 穷 的 ) 内 定义 着 而 且 在 这 区 间 内 的 一 点 zo 处 是 连续 的 , 则 


lim f(x)= f(xo0), 


或 [用 “一 6 的 语言 ",66]: 对 于 任 一 数 = > 0 必 能 求 出 数 5>0, 使 由 
Tz 一 Zo| <6 能 推出 |f(x) 一 f(zo)| < <. 


今 假定 函数 f(z) 在 全 区 间 XX 内 是 连续 的 , 即 在 这 区 间 的 每 一 点 z 处 是 连续 
习 ， 则 对 于 内 的 任 一 点 zo, 必 能 依 给 定 的 = 而 各 别 地 求 出 合 于 上 述 意 义 的 对 
的 5. 当 zo 在 “的 范围 内 变动 时 , 即使 = 不 变动 , 数 6 一 般 地 说 也 是 要 变动 
习 ， 要 相信 这 事 ， 只 要 一 看 图 34 就 够 了 图 中 在 函数 变动 得 很 慢 的 地 区 (图 像 表 
未 为 平 糙 的 曲线 ) 所 适用 的 6 比 在 函数 变动 得 很 快 的 地 区 (在 那里 图 像 峻 峭 地 上 升 
式 下 降 ) 所 适用 的 6 要 大 得 多 , 换 名 话说 , 数 6 一 般 地 不 仅 依赖 于 e, 并 且 亦 依赖 于 zu 
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奋 只 论 及 zo 的 有 限 个 数值 ( 当 e 不 ， 
去 动 时 ). 则 由 有 限 个 与 它 对 应 的 数 5 内 
可 以 选 出 最 小 的 一 个， 而 这 5 显然 同时 
可 适用 于 一 切 被 考察 的 点 wo. 

但 关于 包含 在 区 间 内 的 无 穷 多 个 
数值 zo 却 不 能 这 样 去 推断 :( 当 = 不 变动 
时 ) 与 它们 对 应 的 是 无 数 个 的 6, 其 中 可 
能 会 有 任意 小 的 . 这 样 , 关于 区 间 计 内 
的 连续 了 消 数 f(z) 就 发 生 一 个 问题 : 对 于 
已 给 的 = 是 否 存 在 这 样 的 5, 能 适用 于 这 
区 间 内 的 一 切 点 zo? 区 | 34 

若 对 于 任 一 数 = 能 求 出 数 6 > 0, 使 由 


一 zol<5 就 能 推出 |/ (zx) 一 f(x0)| < = 


不 论点 Zo 及 了 是 在 区 间 区 内 的 什么 地 位 , 则 品 数 f(x) 称 为 在 区 间 七 内 是 一 致 连 
续 的 . 

在 这 种 情形 , 数 5 仅 依赖 于 =, 而 且 可 以 在 选 定点 zo 以 前 就 指出 来 : 6 同时 适用 
于 一 切 v0. 

一 化 连续 表示 : 在 区 间 的 任何 部 分 只 要 变 元 的 两 个 数值 达到 一 定 的 接近 程度 , 就 
足以 使 对 应 的 冰 数 值 达 到 所 需 的 接近 程度 . 

可 以 举例 说 明 , 曲 数 在 区 间 内 一 邹 点 处 的 连续 性 不 能 必然 地 推出 它 在 这 区 间 内 
的 一 臻 连续 性 ， 例 如 , 设 f(z) = sin =,z 包含 于 0 及 2 之 间 , 但 0 除外 ， 在 这 


种 情形 ,> 的 变 8 动 区 城 是 非 区 间 (0 2 |, 目 在 它 的 每 一 点 处 两 数 是 连续 的 ， 今 令 
吃 


7T0 = nr 一 ( 式 中 是 任意 的 自然 数 ); 则 


f(x0) = sin(2n 十 1)- = 土 l,  f(7X) = sinnn = 0, 


于 是 
|f(z) — f(x0)| = 1 
虽然 |z 一 z0| = 一 一 可 以 随 n 的 增 大 而 成 为 任意 小 . 在 这 里 对 于 = ~ 1 不 能 


n(2n + 1)x 
求 出 5 使 同时 适用 于 (0. | 内 的 一 切 点 zo, 虽然 对 于 其 中 每 一 个 别 的 数值 zo, 由 
于 哺 数 的 连续 性 . 这 种 6 是 存在 的 ! 
非常 值得 注意 的 是 在 闭 区 间 [a,48] 内 已 不 再 有 与 此 类 似 的 情况 , 这 由 下 面 的 康 托 
(G.Cantor) 的 定理 可 以 明月 . 
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87. 康 托 定理 ” 若 品 数 f(x) 是 在 闭 区 间 [a,0 内 定义 着 而 且 和 连续 , 则 它 在 这 区 
i 内 也 是 一 臻 连续 的 . 
证 明 我 们 用 反 证 法 来 证 明 . 设 对 于 某 一 确定 的 数 。 > 0, 在 一 致 连续 性 的 定义 
内 所 论 及 的 那 种 数 6 > 0 并 不 存在 . 在 这 种 情形 , 不 论 取 怎样 的 数 6 > 0, 在 区 间 
4 机 内 必 可 求 出 这 样 的 两 个 数值 zh 及 x', 虽然 
sol Ey | je/ (so Se 
今 取 正 数 的 序列 {6%,}, 且 0 一 0. 
根据 已 讲 过 的 , 对 于 每 一 6% 可 在 [a,8] 内 求 出 数值 zy 及 zx" (它们 担任 着 x 
妈 注 "的 用 公里 兴 00 计 了 5 
Eh AE) 
尿布 尔 查 话 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 [41], 由 有 界 序 列 {z(?} 内 可 以 取出 部 分 序列 , 收敛 


于 区 间 [6,8] 内 的 某 一 点 zo. 为 着 不 使 记 法 繁复 , 就 算 序列 {z(")} 本 身 已 收敛 于 zo. 
因为 z0 一 x 一 0( 因 jz 中 一 z09| < 5 而 6% 一 0) ,所 以 序列 {z49} 也 同时 


六 伍 于 z0. 由 于 函数 在 点 xo 处 的 连续 性 , 应 该 有 
NO 


于 是 
f(z™) ~ zi) 一 0， 


日 这 违反 了 在 一 切 数 值 ”时 
= | 
的 事实 . 定理 证 明 完 毕 . 
由 已 证 明 的 年 理 直接 得 出 在 以 后 对 我 们 有 用 的 推论 : 
推论 设 骂 数 Az) 是 在 闭 区 间 [a,b| 内 定义 着 而 且 连 续 的 . 则 依 给 定 的 E>0 
能 求 出 这 样 的 6 > 0, 若 把 区 间 任 意 分 成 长 度 小 于 6 的 部 分 区 间 , 则 在 每 一 个 部 分 区 
辣 内 元 数 f(x) 的 振幅 将 小 于 & 
事实 上 , 知 依 给 定 的 s 而 取 在 一 致 连续 性 的 定义 内 所 说 及 的 那 种 数 作 为 5, 则 在 
长 度 小 于 6 的 部 分 区 间 内 , 任意 两 也 数值 之 差 的 绝对 值 就 小 于 e. 特别 , 若 取 这 两 也 
数值 为 限 数 在 部 分 区 间 内 的 最 大 值 与 最 小 值 , 则 它们 的 差 就 给 出 函数 在 该 部 分 区 间 


内 的 振幅 [85]. 
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88. 博 雷 尔 引 理 ”现在 我 们 将 证 明 一 个 有 趣 的 辅助 命题 , 它 与 布尔 查 诺 - 魏 尔 
斯 特 拉 斯 引 理 相似 , 在 进行 细致 的 讨论 时 常 是 有 用 处 的 , 它 属 于 博 雷 尔 (E.Borel). 

在 考察 区 间 [a,b] 时 , 同时 再 考察 诸 开 区 间 o 所 成 的 系 习 其 中 开 区 间 的 个 数 可 
以 是 有 限 的 也 可 以 是 无 穷 的 . 若 对 于 区 间 Je, 外 内 的 每 一 点 z 必 有 区 内 的 区 间 v 名 
全 七, 吻 约 定 说 系 区 覆盖 区 间 [a, 相 (或 这 区 间 被 系 区 所 覆盖 , 等 等 ) 这 种 说 法 将 简化 
我 们 对 于 上 述 命 题 的 叙述 及 证 明 . 

博 雷 尔 引 理 ”车 闭 区 间 [a,8| 被 一 个 开 区 间 的 无 穷 系 一 {fo} 所 覆盖 , 则 恒 能 
从 民 里 面 选 出 有 限 子 系 


> 一 {01, 02,- ” , On}, 


它 同 样 能 覆盖 全 区 间 [a,. 

第 一 种 证 明 ”应 用 布尔 查 诺 的 方法 [41] 从 反面 进行 . 假设 区 间 fc, 电 不 能 被 开 
内 的 有 限 个 区 间 o 所 覆盖 . 把 区 间 等 分 为 两 半 . 那 时 至 少 两 半 之 一 不 能 被 有 限 个 o 
所 窗 雷 ; 事实 上 , 奋 某 一 半 可 以 被 (内 的 ) 区 间 01,02,… ,om 所 覆盖 ,而 另 -一 半 可 
以 被 (2 内 的 ) 区 间 cm+t on+2…… ,on 所 覆盖 , 则 由 这 些 区 间 全 体 所 组 成 的 有 限 系 
2 怠 已 能 禾 盖 全 区 间 [中 了 , 这 是 违反 假设 的 . 今 用 [a1,b1] 表示 那 不 能 被 有 限 个 
0 所 揭 兰 的 半 区 间 ( 知 两 者 都 是 如 此 , 则 任 取 其 中 之 一 个 ). 再 把 这 区 间 等 分 为 两 半 ， 
并 用 [a2,b2] 表示 那 不 能 被 有 限 个 e 所 覆盖 的 半 区 间 , 余 依 此 类 推 

继续 不 断 进行 这 种 步 又 , 我 们 将 得 出 内 含 区 间 [oy,b,](n = 1,2,…) 的 无 穷 序列 
其 中 每 一 区 间 是 前 一 区 间 的 一 半 . 所 有 这 些 区 间 都 是 这 样 选取 的 , 它们 之 中 没有 一 
个 可 以 锌 有 限 个 区 闻 c 所 覆盖 . 依 内 含 区 间 的 引 理 [38], 它们 有 一 个 公共 点 c 端点 
an:bn 都 趋向 于 这 点 为 极限 . 

这 点 c, 像 区 间 [a,8] 内 的 任 一 点 一 样 , 必 位 于 某 一 个 区 间 ce 内 , 就 说 是 在 oo = 
(a,B) 内 , 于 是 a <c < 8. 但 趋向 于 ec 的 整 序 变量 a,, 及 b,, 从 某 一 序号 开始 它们 本 
号 就 将 包含 在 a 与 8 之 间 [26,1°], 于 是 由 它们 决定 的 区 间 [a, ba] 显然 只 要 用 一 个 
区 则 co 就 可 全 部 被 覆盖 住 , 违反 了 这 些 区 间 [a,,b,] 的 选 法 , 所 得 的 矛盾 就 证 明 这 
引 理 . 

骨 引 入 一 种 证 明 , 它 建立 在 新 的 观念 上 ; 它 属 于 勒 贝 格 (H.Lebesgue). 

第 二 种 证 明 考察 区 间 [a,9] 内 具有 那 种 性 质 的 点 x*, 使 得 区 间 [a,x*] 能 用 有 


限 个 区 间 o 来 覆 善 , 这 种 点 x* ,一 般 地 说 , 是 存在 的 : 因为 , 例如 , 点 a 位 于 某 一 个 
0 内 , 则 一 切 接近 于 它 的 点 就 都 含 在 这 o 内 , 因此 , 就 都 成 为 点 zx*. 


我 们 的 任务 是 要 证 明 点 5 亦 属 于 点 z* 之 列 . 
因为 一 切 x* < 25, 故 亦 存在 着 [11] 


sup{z*}=c<b. 


像 区 间 [a,8| 内 的 任 一 点 那样 ,c 必 属 于 某 一 co = (a6),a <c< 6. 但 依 上 确 界 
的 性 奈 , 束 能 求 出 x 使 a < x5 < c. 区 间 [ez 已 能 用 有 限 个 区 间 e 来 覆盖 ( 依 点 
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zr* 的 定义 ) 现在 只 要 再 把 co 加 入 这 些 区 间 去 , 他 们 就 能 覆盖 住 全 区 间 la, cl 了， 因 
此 c 也 属于 点 x* 之 列 . 

而 且 很 明显 地 ,c 不 能 小 于 5b, 因为 否则 在 c 与 6 之 间 将 能 再 求 出 点 z*, 违反 数 
c 古 一 切 z* 的 上 确 界 的 定义 . 这 样 , 必须 b=c; 意 即 b 是 x* 中 的 一 点 , 即 区间 a, 
能 用 有 限 个 区 间 o 来 覆盖 , 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

必须 注意 , 基本 区 间 [w, 是 闭 区 间 以 及 克 中 的 区 间 o 是 开 区 间 这 两 个 假定 对 
于 引 理 的 结论 的 真实 性 是 同等 重要 的 . 例如 , 开 区 间 


1] 3 1 3 1 3 1 3 
(53) (112) (si8) EE3 由 
的 全 体 徐 主 区 间 (0,1], 但 从 它们 中 间 就 不 能 选 出 具有 同样 性 质 的 有 限 子 系 . 类 似 于 
北 ， 闭 区 间 


1 1 3 37 27—1 27+1—1 
下 于 下 


发 羡 住 区 间 [0,2], 但 也 不 能 从 它们 中 间 选 出 具有 同样 性 质 的 有 限 子 系 


89， 基本 定理 的 新 证 明 今 将 指出 博 雷 尔 引 理 怎样 被 应 用 着 去 证 明 连 续 函 数 的 
基本 定理 一 一 布尔 查 诺 - 柯 西 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 及 康 托 的 定理 . 

1” 布尔 查 诺 - 柯 西 第 一 定理 [80] 这 次 的 证 明 将 要 从 反面 着 手 . 设 在 
遵守 定理 的 假定 之 下 - 印 数 f(z) 始终 不 在 任何 一 点 等 于 零 . 则 依 [80] 的 引 理 ， 
XX 则 [a,4] 内 的 每 一 点 2 可 以 用 这 样 的 邻 域 r' = (z' 一 6,z' 十 5) 盖 住 , 使 f(z) 在 
文 范 围 内 保持 确定 的 符号 @. 

这 种 邻 域 所 成 的 无 穷 系 了 = {o} 自然 就 覆盖 住 全 部 给 定 区 间 fa. 引 . 因此, 依 博 
吉尔 引 理 , 只 要 其 中 有 限 个 区 间 所 成 的 子 系 2* 也 就 够 用 了 . 

给 定 区 间 的 左 端点 a 属于 系 3* 中 的 某 一 个 邻 域内 , 就 说 是 邻 域 go = (zi - 
)1,Z1 十 01). 这 和 邻 域 的 右 端 2Z1 十 0 义 属 于 2* 中 的 另 - 邻 域 02 = (Za — 02, X22 十 02 )， 
并 Z2 十 02 又 属于 23* 中 的 领域 os = (73 一 63;X3 十 63), 等 等 (图 35) ， 


图 35 


经 过 有 限 次 同 右 移动 的 步 又 以 后 , 我 们 将 到 达 2* 中 的 邻 域 cr = (zu 一 6, zn 十 
im) ,在 它 里 面 已 经 含有 给 定 区 间 的 右 端点 5. 若 除 去 区 间 


O01,02,'*" ,On (6) 


“@ 即 在 这 邻 域 与 区 间 fo, 中 的 公共 部 分 , 因 x 仅 能 在 它 里 面 变动 
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以 外 3* 还 包含 任何 劳 的 区 间 , 则 显然 可 以 把 它们 省 略 去 了 . 

在 邻 域 0 内 函数 f(z) 保持 着 确定 的 符号 , 就 是 f(a) 的 符号 . 但 在 oo 内 函数 
亦 有 确定 的 符号 , 它 也 应 当 和 (a) 的 符号 一 致 , 因为 cl 与 ca 有 互相 重 冯 的 部 分 . 
同样 可 知 , 卫 数 在 次 一 邻 域 cs 内 也 将 保持 与 f(a) 同样 的 符号 , 因为 os 与 ca 也 有 
互相 重 矢 的 部 分 , 等 等 . 最 后 达到 结论 , 在 最 后 的 邻 域 rw 内 函数 亦 有 与 (a) 同样 的 
竺 号 , 于 是 f(b) 与 f(a) 的 符号 一 致 , 这 就 违反 了 假定 . 定理 证 明 完 毕 . 

2” 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 [8 和 4 由 于 明 数 f(z) 的 连续 性 , 不 论 在 区 间 fa, 外 内 
取 怎 样 的 点 zw, 当 给 定 了 。 > 0 以 后 , 可 以 用 适当 小 的 邻 域 2 = (x 5,w' +5) 六 
住 这 点 . 使 得 对 于 一 切 属于 这 邻 域 的 x 成 立 不 等 式 

f(z)— f(x)| <e 
或 
f(z)—e < fr) < fr )+s. 

这 样 , 在 每 一 个 这 种 邻 域 的 范围 内 , 因数 f(z) 显然 是 有 界 的 : 它 以 f(x 一 为 
下 赛 , 以 f(z 十 e 为 上 界 . 

读者 一 定 明日 , 在 这 里 对 于 具有 上 述 性 质 的 邻 域 的 无 穷 系 2 也 必须 应 用 博 雷 尔 
5| 理 ， 从 这 引 理 推 得 , 在 区 内 存在 有 限 个 邻 域 (6), 其 全 体 亦 同样 能 覆盖 住 全 区 间 
[a.0|. 大 . 


存 Cr] 内 mi < f(x) < Mi, 
在 02 内 m2 < f(x) < Mo, 


则 从 数 p,m2,… .mn 内 取出 最 小 者 当 作 m, 从 数 M1, Mo,… ,AM 内 取出 最 大 者 
当 作 M, 显然 在 全 区 间 fa.91 内 将 有 


m < f(r) < MM. 


这 就 足 我 们 所 要 证 明 的 . 
3” 康 托 定 理 [87] 给 定 作 意 数 = > 0. 在 这 次 对 于 区 间 la, 熙 内 的 每 一 点 x 我 
们 用 这 样 的 邻 域 o' = (x' -oz 上 2) 来 盖 住 它 , 使 得 在 它 的 范围 内 成 立 不 等 式 


f(7) ~ f(z )| < 3 
若 zo 同样 是 这 邻 域 中 的 点 , 则 同时 也 有 

f(z') — f(xo)| < > 
这 样 , 对 于 c' 内 的 任意 两 点 > 及 zo 将 有 

LAz) — f(zo)| < e: 
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把 每 一 邻 域 o' 同 中 心 缩 短 一 半 , 即 不 考察 邻 域 o' 而 考察 邻 域 


这 些 邻 域 同 样 能 组 成 覆盖 全 区 间 [a, 有 ] 的 系 豆 而 且 我 们 正 是 要 对 来 应 用 博 震 
引 理 . 这 样 , 区 间 fo, 中 就 能 用 豆 内 的 有 限 个 区 间 


0i 0i 
0i 一 (a 一 i (i = 1,2,...… ,Nn) 


今 设 是 - - 切 数 2 . 中 的 最 小 者 ， 而 zo,z 是 给 定 区 国内 满足 条 件 ， 


4z 一 zol<5 (7) 


| 任意 两 点 . 点 zo 应 当 属 于 某 一 个 被 选 出 的 邻 域 , 设 为 
Oio 0i0 
0io 二 (rs oTio 十 了 ; 

-是 [zo — Tio | < 了 

因为 5<=56, 故 由 (四, jz 一 zo < 各 ,由 此 jz 一 zo| < 656 即 点 z( 点 zo 当然 也 

:) 属于 那 最 初 取 出 的 邻 域 

(Tio — io0, Tio 十 bo) 
: 邻 域 收 缩 了 以 后 就 得 出 邻 域 5;,, 这 时 , 依 那些 最 初 取出 的 邻 域 的 性 质 , 有 


f(z) — f(ro)| < a. 


由 于 选取 5 并 不 依赖 于 点 zo 的 地 位 , 函数 了 (x) 的 一 致 连续 性 就 已 证 明 . 
由 上 述 论 证 很 吻 看 出 , 当 个 别 点 的 邻 域 的 “局 部 ”性 质 必须 扩充 到 全 部 所 考察 的 
.加 时 , 博 雷 尔 引 理 就 第 能 很 成 功 地 用 来 达到 这 目的 . 
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81. 导数 及 其 求法 


90. 求 动 点 速度 的 问题 我们 将 从 特殊 的 例题 开始 , 就 是 考察 有 重量 的 质点 在 
真空 中 (为 着 不 计 空气 的 阻力 ) 的 自由 降落 . 
右 时 间 t( 秒 ) 是 从 开始 降落 的 时 候 计 算 起 的 ， 则 在 这 段 时 间 内 所 经 过 的 路 程 
s( 米 ) , 依 已 知 的 公式 可 表示 为 
5 一 <t’, (1) 


式 中 9 = 9.81( 米 / 秒 ”). 由 此 出 发 , 需要 确定 质点 在 时 刻 t[ 即 当 质 点 在 位 置 
M 时 (图 36)] 的 运动 的 速度 由 0 
给 变量 t 加 一 增 星 At, 并 考察 时 刻 t 十 At, 其 时 质点 在 位 置 Mi. 在 
时 间 At 内 的 路 程 的 增 量 M Mi 记 成 As. 
在 (1) 内 用 t+ At 代 换 t, 则 得 路 程 的 新 值 的 表达 式 


5 十 As== 2 (t+ At)’, 人 
由 此 
As s = S$ (2t At + At2). 
用 At 除 As, 我 们 就 得 出 质点 在 区 间 MA 内 降落 的 平均 速度 : 
As 多 36 
42) 一 AT = 9 十 At. 


oe 这 速度 随 厦 At 的 变动 而 变动 着 , 故 知 在 时 刻 tt 以 后 所 经 过 的 时 间 At 愈 少 , 就 
能 更 好 地 表达 出 质点 在 时 刻 t 的 降落 情况 . 
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当 At 趋向 于 零 时 质点 在 时 间 At 内 的 平均 速度 五 的 极限 v 称 为 质点 在 时 刻 
的 速度 . 
在 日 前 的 情形 , 显然 


g 
Es (gt At) = gt. 
Ce 9 


类 似 地 , 可 以 算出 质点 在 一 般 直 线 运动 中 的 速度 v, 质点 的 位 置 由 它 到 某 一 始点 
O 的 距离 s 所 确定 ; 这 距离 即 称 为 它 所 经 过 的 路 程 . 时 间 二 由 某 一 起 始 的 时 刻 算 起 ， 
而 且 并 不 一 定 要 从 质点 在 位 置 O 的 时 刻 算 起 . 当 已 经 知道 运动 方程 : s = f(t) 时 , 运 
动 束 作为 完全 给 定 的 了 . 质点 在 任何 时 刻 的 位 置 即 可 由 运动 方程 确定 ; 在 刚才 考察 
汐 例 题 内 , 方程 (1) 就 担任 着 这 种 角色 . 

要 确定 在 所 给 时 刻 t 的 速度 必须 同上 面 那样 给 t 以 增 量 A 路 程 s 就 对 应 
SO AN TN 


As 
2 
表示 出 在 时 间 At 内 的 平均 速度 去 由 此 , 使 趋同 极限 , 就 得 出 在 时 刻 二 的 真实 速度 


以 下 我 们 将 考察 另 一 重要 的 问题 , 也 将 导致 相似 的 极限 运算 . 


91. 在 曲线 上 作 切 线 的 问题 设 已 给 曲线 (K) 及 其 上 一 点 M( 图 37) ; 今 将 建 
六 曲线 在 点 M 处 的 切线 的 概念 . 

在 中 学 教 本 内 , 圆 的 切线 即 定义 为 “与 曲 
浅 只 有 一 个 公共 点 的 直线 ”. 但 这 定义 有 特殊 
生 . 不 能 说 明 相 切 的 本 质 . 例如 , 奉 企 图 应 用 这 
二 义 于 抛物 线 y = ax?( 图 38, a), 则 在 原点 O 
让 两 坐标 轴 都 适合 这 定义 ; 但 在 这 时 大 概 读 者 
辽 能 立刻 明白, 事实 上 仅 x 轴 是 抛物 线 在 点 O 


六 的 切线 ! 图 37 
现在 我 们 就 将 给 出 切线 的 普遍 定义 . 在 曲 
(K) 上 (图 37) , 除 点 M 以 外 再 取 一 点 Mi, 并 引 制 线 MA . 当 点 Mi 沿 曲 线 移 


2 
习 时 , 这 荐 线 将 绕 点 M 而 转动 . 

当 点 Mi 沿 曲线 (KK) 而 趋 于 与 M 重合 时 , 割 线 MM 的 极限 位 置 MT 就 称 为 
习 线 (K) 在 点 M 处 的 切线 (这 定义 的 意义 就 是 , 只 要 弱 MMi 充分 小 ，LZM1MT 就 
避 成 为 任意 小 ). 


例如 , 应 用 这 定义 求 抛物 线 y = az? 在 任意 点 M(z,%) 处 的 切线 . 因为 切线 经 过 
之 点 , 那么 , 要 正确 地 表示 它 的 位 置 , 只 要 再 知道 它 的 斜率 就 够 了 , 这 样 , 问题 就 归结 


=: 来 在 点 M 处 切线 的 斜率 tga. 


. 154: [91] 


给 横 标 x 以 增 量 Az, 即 由 曲线 上 的 M 点 移 至 Mi, 这 点 有 横 标 x + Ax 及 纵 标 
y+ Ay=a. (z+ Az) 
(图 38,a). 割 线 Ma 的 斜率 tgp 由 人 MN Mi 内 确定 . 在 这 三 角形 内 直角 边 MN 
等 于 横 标 的 增 量 Az, 而 直角 边 NWAm 显然 是 纵 标的 对 应 增 量 


Ay = a(27x: Ax + Az”), 


人 
tgp = 4 = 2ar + a: Ax. 
人 Ax 


要 得 出 切线 的 斜率 , 很 易 理解 , 需要 求 上 式 当 Az 一 0 时 的 极限 . 这 样 , 我 们 就 
得 结果 
tga = Aim (2a7 十 a.Azr) = 2ax. 
| 顺便 指出 , 由 此 推 得 抛物 线 的 切线 的 实际 作 图 的 简 法 . 就 是 , 由 和 人 MPT( 图 38,6), 线 
段 


2 _7 
人 tga 2ax ”2， 
于 是 了 是 线段 OP 的 中 点 . 因此 , 要 作出 抛物 线 在 点 M 处 的 切线 , 只 要 平分 线段 


OP, 把 它 的 中 点 同 M 连接 起 来 就 是 . 
在 任意 曲线 的 情形 , 设 曲线 有 方程 


y = f(x), 


其 切线 的 斜率 可 用 相似 的 方法 来 确定 . 与 横 标的 增 量 Ax 对 应 的 纵 标的 增 量 是 Ay 


比 式 
SY 


Arxz 
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故 示 割 线 的 斜率 tg wo. 求 这 比 式 当 Az -0 时 的 极限 , 就 得 出 切线 的 斜率 
本 0 Ay 
0 2 J A A 


92. 导数 的 定义 ”在 解决 上 面 所 考察 的 两 个 基本 问题 时 , 我 们 所 施行 的 演算 , 把 
它们 对 照 起 来 , 就 很 容易 看 出 ,在 两 种 情形 内 一 若 抽 去 变量 的 意义 上 的 差别 -一 本 
质 上 是 同一 个 做 法 : 函数 的 增 量 除 以 自 变量 的 增 量 , 再 算出 这 比 式 的 极限 . 用 这 种 方 
法 我 们 就 达到 微分 学 的 基本 概念 一 导数 的 概念 

设 函 数 y = f(z) 是 在 区 间 xX 内 定义 着 的 从 自 变 量 的 某 一 数值 x = zo 出 友 ， 
给 它 加 一 增 量 Az < 0 使 不 越 出 区 间 Xx, 于 是 新 值 zo + Az 亦 属于 这 区 间 . 那 时 消 
数值 y = f(zo) 将 换 成 新 值 y+ Ay = f(zo + Az), 即 毋 得 增 量 


Ay AA 人 = 


若 函 数 的 增 量 Ay 与 引起 这 增 量 的 自 变 量 的 增 量 Az 的 比 式 当 Az 趋向 于 0 时 
约 极 限 存 在 , 即 


1 AY jim F(R A (0) 

Az 一 0 AZ Azx—0 AZ 
存在 , 这 极限 就 称 为 函数 1 = f(z) 当 Z=zo 时 (或 在 所 给 点 二 xo 处 ) 关于 自 变 
量 这 的 导数 . 


这 样 , 对 于 自 变量 的 定 值 > = zo, 函数 的 导数 一 如 果 存 在 的 话 一 是 一 个 
消 定 的 数 ©; 若 在 全 区 间 4 内 , 即 对 这 区 间 内 的 每 一 x 的 数值 , 导数 总 存在 着 , 则 它 
尹 是 z 的 了 图 数 . 

应 用 刚才 引入 的 概念 , 则 在 90 内 讲 过 的 动 点 的 速度 就 可 以 简 括 地 说 成 

速度 是 动 点 所 经 过 的 路 程 s 关于 时 间 t 的 导数 若 在 更 普遍 的 意义 上 来 理 
疗 “ 盖 度 ” 这 名 词 , 就 可 以 永远 把 导数 当 作 某 一 种 “速度 ” 来 处 理 . 就 是 , 有 了 自 变量 
; 的 函数 ， 就 可 以 提出 变量 y 关于 变量 > ( 当 已 给 z 值 时 ) 的 变化 率 (变动 的 速度 ) 
芭 问 题 . 

若 加 于 z 的 增 量 Az 引起 y 的 增 量 Ay, 则 仿照 90, 比 式 人 就 可 以 作为 当 z 
变动 一 数量 Az 时 y 关于 z 的 平均 变化 率 : 


— Ay 
VV 
当 Az 趋向 于 0 时 这 比 式 的 极限 自然 就 称 为 y 在 所 给 x 值 时 的 变化 率 : 


a J Vs i 
和 


下 刚好 是 y 关于 x 的 导数 . 
D 暂 时 限于 上 述 极 限 为 有 限 的 情形 [参阅 101]. 
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在 91 内 我 们 曾 考 察 由 方程 y = f(x) 所 给 定 的 曲线 , 并 已 解决 在 给 定点 处 引 一 
切线 的 问题 , 现在 我 们 可 以 把 所 得 的 结果 叙述 为 : 

切线 的 斜率 tg a 是 纵 标 y 关于 横 标 z 的 寻 数 . 

导数 的 这 一 几何 说 明 经 常 是 有 用 处 的 . 

我 们 再 补充 几 个 类 似 于 上 面 已 考察 过 的 例子 以 说 明 导 数 的 概念 . 

在 运动 的 速度 " 不 是 常量 , 它 本 映 亦 随 着 时 间 t 的 过 程 而 变动 ; vy = j 太 坟 , 则 
称 * 速 度 的 变化 率 ” 为 加 速度 

就 是 , 知 对 应 于 时 间 的 增 量 Al 速度 的 增 量 为 Av, 则 比 式 


a Av 
A 
表示 出 在 时 间 At 内 的 平均 加 速度 , 而 它 的 极限 就 给 出 在 有 所 给 时 刻 的 运动 的 加 速度 : 
en Av 
RR 


这 样 , 加 速度 是 速度 关于 时 间 的 导数 . 

在 热学 方面 , 我 们 将 用 导数 以 建立 物体 在 所 给 温度 时 的 热 容 量 的 概念 . 

用 下 面 的 记号 表示 这 问题 内 引入 的 物理 量 : 9 是 温度 (摄氏 上 度 ) , W 是 使 物体 从 
0% 加 热 至 6 和 所 需要 的 热量 ( 卡 ) . 显然 W 是 6 的 函数 : W = f(9). 给 9 以 一 增 量 
Ab , 则 丈 亦 得 一 增 量 AW. 物体 从 0% 加 热 至 (9 + A0) 人 时 的 平均 热 容 量 就 是 
AW 
Ab- 
但 一 般 地 说 , 因为 当 Ab 变动 时 这 平均 热 容 量 亦 变动 着, 我 们 就 不 能 用 它 作 为 在 所 给 
温度 9 时 的 热 容 量 . 要 得 出 后 者 , 必须 将 上 式 取 极限 : 

AW 


c= lim c= lm —. 
Ab 一 0 Ag 一 0 人 0 


因此 , 可 以 说 , 物体 的 热 容量 是 热量 关于 温度 的 导数 . 
最 后 , 从 电学 内 取出 一 个 例子 : 建立 在 所 给 时 刻 的 电流 强度 的 概念 . 

用 上 表示 从 某 一 时 刻 算 起 的 时 间 ( 秒 ) , 用 @ 表示 在 这 时 间 内 流 过 导线 的 横 玲 

面 的 电量 (库仑 ) . 显然 Q 是 t 的 函数 : 9 = f(#). 仿照 以 前 的 论断 , 可 得 在 时 间 At 

内 的 平均 电流 强度 是 


AQ 
“二 
而 在 所 给 时 刻 的 电流 强度 则 可 由 极限 
”AQ 
Re 


来 表示 . 即 电流 强度 是 流 过 的 电量 关于 时 间 的 寻 数 ， 
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一 切 这 些 导数 的 应 用 (很 容易 再 多 举 一 些 ) 十 分 鲜明 地 表明 着 一 个 事实 , 即 导 数 
的 概念 与 各 种 和 芭 识 领域 内 的 基本 概念 是 很 陛 密 地 关联 大 的 . 
导数 的 求法 ， 其 性 质 的 研究 及 应 用 就 是 微分 学 的 主要 的 人 研究 对 象 . 
时 级 的 大 下 法 党 使 用 各 种 记号 : 
2 或 站 莱 布 尼 次 (G.W .Leibniz) : 
， f’' (xo) 拉 格 天 日 (J.L.Lagrange) : 
Dy 或 Df(zo) 柯 西 (A.L.Cauchy) . 
以 后 我 们 使 用 拉 格 明日 的 简单 的 表示 法 为 主 . 大 应 用 哨 数 表示 法 f(zo), 则 在 括 
号 内 的 字母 zo 就 指 在 取 导 数 时 的 那个 自 变 量 的 数值 . 人 有 时 , 当 关 于 哪 
一 个 变量 而 取 导 数 ( 同 它 比 较 以 确定 “少数 的 变化 率 ”) 都 可 能 发 生 怀 疑 时 , 这 变量 就 
导 下 标的 形式 写 出 : 
yes 0) Dy Dn) 
并 且 下 标 z 与 正在 取 导 数 的 自 变 量 的 特殊 数值 zo 并 无 关系. 
(在 某 种 意义 上 , 可 以 说 , 整个 记号 
人 


DD 
示 扯 任 着 导 玖 数 的 函数 记号 的 角色 
现在 应 用 刚才 引信 的 表示 导数 的 记号 , 记 下 前 面 得 出 的 茶 些 结果 . 对 于 运动 的 速 


对 于 加 速度 就 有 : 


类 似 地 , 曲线 y = f(z) 的 切线 的 斜率 就 写成 : 


dy 
tga= 了 或 tga= 久 ， 


dz 
LN 
. 求 导 数 的 例题 ” 现 求 一 4 | 的 初等 图 数 的 导数 作为 例题 . 
1" 首先 注意 到 明显 的 结果 : 若 y = c = 常量 ,， 则 不 论 Az 是 怎样 的 , 恒 有 


A 刚 A 人 
2 今 设 y = zx", 此 处 n 是 日 然 数 . 
给 z 以 增 量 Az2; 则 y 的 新 的 数值 就 是 
y+ AY= (e+Azm = 人 non Ar 3 ja 


乌 我 们 暂时 把 莱 布 尼 茨 的 记 法 当 作 整个 记号 看 待 ; 下 面 [104| 我 们 将 看 到 , 它们 也 可 以 当 作 分 式 
看 得 . 

巴 若 所 求 的 是 变 元 的 任意 值 时 的 导数 , 则 通常 就 用 那 表示 变 元 的 字母 来 表示 它 ， 而 不 加 任何 下 
标 . 


. 158 ， [93] 


而 
AY 


如 一 n(n 1) n—2 和信 六 
人 AZ 1 .2 ” 


因为 当 Ax 一 0 时 除 首 项 以 外 的 一 切 项 都 趋向 于 夫 , 改 


， | 
y= lim 一 -一 mp 一 
Az 一 0 AZX 


1 
在 y= 二 , 则 y+ 人 Ay= 


T+Ar 于 年 
A = 1 1 一 AZ 
J AL r Xr+Ar) 
而 
AYy _ 1 
Ar ZZ(z+ Ax) 
由 此 
“一 ji 人 工 
Y 一 Az2oAz 2 


这 时 当然 假定 z 夫 0 
4° 考察 打数 y= Vz(z > 0). 就 有 : 


y+ AYy = V+ Az, 


AZ 
N= VA VT ORG 
AYy 1 


Kr VET AT 
最 后 , 利用 根 式 的 连续 性 , 器 得 
/二 1]i Ay_ 工 
7 一 AZ0 Ar DT 
一 切 这 些 结 果 , 都 可 包含 在 下 面 的 情形 内 作为 它 的 特殊 情形 . 


5° 需 函 数 : y = zx( 此 处 y 是 任意 实数 ).z 的 变动 区 域 依赖 于 j; 它 已 在 48, 2° 
内 被 指出 . 我 们 有 (zx 关 0 时 ) 


:93] §1. 导数 及 其 求法 ‘159. 


大 利用 77[5) (a) ] 内 已 算出 的 极限 , 便 有 


人 
.i a na 


Az—0 AXx 
在 特殊 情形 
和 1 | 
a 中 人 二 二 ee 
We 3 
= vz=za， 则 
Ai 


6"” 指数 曙 数 : y = az(a > 0, 一 00 < x < 十 oo0). 此 处 


利用 77[5) (6) ] 内 已 算出 的 极限 , 可 得 : 


yi = 


OY 
Az 一 0 A 人 zy 
行 浆 情形 ， 

2 

因此 , 指数 函数 (在 a > 1 时 ) 的 增 大 率 与 消 数 值 成 比例 : 哺 数 达到 愈 大 的 数值 
过, 它 在 该 时 刻 就 增 大 得 愈 快 . 这 就 表 出 指数 了 淆 数 增 大 的 准确 性 质 , 我 们 在 前 面 也 已 
经 讲 到 过 它 了 [参阅 65]. 

7 对 数 图 数 : y = log, z(0 <a 关 1,0 <x<++o0). 在 这 情形 


. 
Ay logal(¥+Ax)—logas 1 | ‘og @ . 3 
As AZ 多 AZ 


化 


利用 77[5)(a)] 内 已 算出 的 极限 : 


Ay log,e 
一 lim 一 一 一 2 
Y A Ax 


特 丈 情形, 对 于 目 然 对 数 就 得 出 非常 简单 的 结果 : 
在 
yy 二 hx 时 有 = = 


这 是 作 理 论 人 研究 时 宁愿 采用 自然 对 数 的 一 种 (虽然 在 本 质 上 并 非 新 的 ) 根据 . 

对 数 函 数 (在 a > 1 时 ) 的 增 大 率 与 变 元 的 数值 成 反比 , 且 在 变 元 无 限 增 大 时 它 
采 持 着 正 值 而 趋 于 零 , 这 情况 与 以 前 [65] 所 讲 过 的 是 符合 的 . 
”@ 车 p> 1 则 很 易 直 接 求 得 在 = = 0 时 的 导数 值 : y = 0 


: 160 ， 第 三 章 导数 及 微分 [94] 


8” 三角 限 数 设 y= sinzx, 则 


A 
Ay sin(z+Azx)—sinz S13 | 2 
A = SR 入 COS ， 


Sin CQ 


利用 消 数 cos z 的 连续 性 及 已 知 的 极限 [54, 8) ] im 


AYy 
= lim -一 = Sa 
VA 7 


类 似 地 , 我 们 可 以 求 : 
W082 Ny = ln 
EE 
sin(Z + 人 Ax) sinz 
Ay. ‘ter Ar) toy. COL AS) CO 


Ax Ax AZ 
(D007 A ny 


AzX:cosz.cos(z+t+ Az) 
A 1 


Ar coszx:cos(t+ Ax) 


y = lim 二 一 sec2 Zz. 
Az 一 0 Ar cos2zx 
类 似 地 ; , 
在 y=ctgx， 则 yy =- 一 5 一 = 一 csc”x. 
sin“ Zz 


94. 反 函 数 的 导数 ”在 求 反 三 角 限 数 的 导数 之 前 , 先 证 明 下 面 的 普遍 的 定理 . 


定理 设 1) 函数 f(x) 满足 83 中 关于 反 函 数 存 在 的 定理 的 条 件 , 2) 在 点 zo 有 
了 (zo). 于 是 在 对 应 点 yo = jzo) 反 函 数 g(y) 的 导数 g'(yo) 也 存 

人 
在 , 且 等 于 pro) 

证 明 给 数值 y = yo 以 任意 的 增 量 Ay, 则 也 数 zx = g(y) 亦 将 获得 对 应 的 增 量 
Az. 注意 ,在 Ay 关 0 时 , 由 于 盟 数 y = f(x) 的 单 值 性 , 让 必 有 Az 关 0. 号 有 


A 1 
Ay Ay 
人 并 


CD 注意 , 这 公式 的 简洁 性 应 归功 于 用 弧度 来 做 角度 的 单位 , 假使 我 们 用 度数 来 做 角度 的 单位 , 则 
正弦 与 角 的 比值 的 极限 将 不 等 于 1, 而 很 易 看 出 是 那 时 我 们 将 有 


(sinzZ) = 一 一 cas Z. 


180 
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今 若 ( 依 任意 规律 ) 使 Ay 一 0, 则 一 一 由 于 假定 函数 z = g(y) 是 连续 的 
Az -0. 但 那 时 上 式 右 端的 分 母 趋 于 极限 /(zo) 关 0, 因此 , 左 端的 极限 存在 , 且 等 
于 其 倒数 二 5; 它 就 是 导数 yyo) 


因此 , 就 有 简单 的 公式 : 


v= 
1 


/ 


很 易 说 明 它 的 几何 意义 . 我 们 知道 , 导 
阔 y 是 图 数 y = f(z) 的 图 像 上 的 切线 与 x 
独 间 的 角 a 的 正切 . 但 反 涌 数 z = g(y) 有 
着 同一 的 图 像 , 不 过 它 的 月 变量 是 y 墨 了 . 
因此 导数 x 等 于 同一 切线 与 y 轴 间 的 角 8 
的 正切 (图 39) . 这样, 上面 导 出 的 公式 就 
去 成 大 家 知道 的 关系 式 


1 
YE 
tg a 图 39 
其 中 与 4 之 和 等 于 
令 y = a* 作为 例子 . 它 的 反 函 数 就 是 x = log。 y. 因为 (参阅 6°) 多 = or :Ina, 
六 依 目 前 的 公式 , 有 
，_ 1 1 log, e 


ee 一 ”一 一 
4 Y 


号 7% 全 用 
现在 要 转 到 求 反 三 角 限 数 的 导数 , 为 了 方便 , 我 们 把 变量 z 与 y 互相 对 调 , 把 已 
汗 明 的 公式 改写 成 


RR 
一 一 一 一 ae 一 洁 2 了 a Cm EE 
9 反 三 角 隧 数 考察 也 数 yy = arcsinzx(--1 < x <1), 其 中 se De ~. 它 是 


负数 = = siny 的 反 函 数 ， 函数 > = siny 当 y 在 刚才 指定 的 范围 内 时 有 正 什 的 导数 
w= cosy 在 这 种 情形 导数 多 也 存在 , 且 依 我 们 的 公式 
NR ee 
Ty Cosy Vsiny Vil- 
对 cosy > 0, 根 式 前 应 取 正 号 . 
我 们 除去 > = 1 的 数值 , 因为 与 它 对 应 的 数值 是 y = 土 5， 在 这 时 导数 zy = 
-DSY 三 0. 
羡 数 y = arctg x( 一 00 < < 十 00) 是 郧 数 z = tey 的 反 申 数 . 依 我 们 的 公式 


/ 
人 Oe 
J 人 Sec2 1/ 1 toy 1] 二 zx? 
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类 似 地 可 以 得 出 


对 于 
/ 
1 = ATCCOS LT YY = 一 一 一 一 一 一 —]<z<1). 
Y 5 ( 让 
对 于 
pe Ce | 
1 = arcctg ww YY = 和 (一 cc 人 coj. 


95. 导数 公式 一 览 表 ”现存 把 我 们 已 求 出 的 一 切 导数 公式 列 成 一 览 表 如 下 : 


j， 注 芝 忆 oR 
2 4 一 化 i 量 | 
有恒 ny yy = 
] 1 
必 T= 
= 妈 和 2 
= eh np = 
7 
4 y= "+ 
Y= i es 
log,e 
5. 2/ 本 yy = a” 
~ 
. 4 
a rs gL 91 ss 
Gh 
dg ww ON w 
2 三 COS 也 洲 一 一 Sin 2 
1 
S y= te y = sec 1 = 一 一 
COS 
J 
9. y= ctew VY = 一 CSC 2 一 一 一 
有 Sh” 这 
| 六 二 
Vl—2? 
L 
有 
] -2 
人 
2. 2 三 arctg 2 
13 arcct / 
. 一 AlC TT 1 se 
“ , 4 EE 


项 数 的 增 量 的 公式 先 在 这 里 证 明 两 个 简单 的 命题 , 它们 在 以 后 是 有 用 的 . 
设 图 数 y = f(z) 人 完 Se 的 . 从 这 区 间 内 的 一 个 固定 值 z = zo 出 
发 , 用 Az > 0 表示 x 的 任意 增 量 , 但 须 限 制 zo 二 Az 使 不 越 出 区 的 范围 以 外 . 于 
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是 对 应 的 函数 的 增 量 就 是 
Ay = Af(zo) = f(xo + Azx)— f(x0). 
1” 车 函数 y = f(x) 在 点 zo 处 有 (有 限 的 ) 导数 内 = f(z0), 则 函数 的 增 量 可 
尺 表示 为 如 下 的 形式 : 
Ajtzo) = jlzo).Az+a:Az (2) 
弘 更 简短 地 
Ay = VY ArT+oa: Az, (2a) 
式 中 的 a 是 依赖 于 Az 的 量 , 且 随 着 Az 一 同 趋 于 零 . 
因为 由 导数 的 定义 ,在 Az 一 0 时 


人 yy 
Arz 2 


Ay / 
一 人 六 一 yz 
束 看 出 也 有 a 一 0. 由 此 解 出 Ay, 即 得 公式 (2a) . 
因为 量 a .Az( 存 Az 一 0 时 ) 是 较 Az 更 高 阶 的 无 穷 小 , 故 使 用 在 60 内 引入 
的 记 法 , 我 们 的 公式 就 可 以 改 号 成 


(Y 


Af(z0) = f(x0): Ax+o(Az) (3) 


Ay = ,Arto(Ar). (3a) 


附注 “到 现在 为 止 , 我 们 算 作 Az z 0; 故 量 a 在 Az = 0 时 是 不 曾 定义 的 . 当 
我 们 说 在 Az 一 0 时 a 一 0, 必 已 预先 假设 ( 像 通常 那样 ) Ax 系 依 任意 规 律 趋 于 委 ， 
但 并 不 取得 零 值 . 现在 就 令 在 Az = 0 时 a = 0; 那 时 公式 (2) 在 Az = 0 时 自然 仍 
为 有 效 . 然 除 此 以 外 , Az 一 0 时 a 一 0 这 一 关系 却 可 比 以 前 得 到 更 广义 的 理解 , 就 
是 在 Az 趋 于 零 的 过 程 中 , 它 也 可 以 取 等 于 零 的 数 信 了 . 


由 已 证 明 的 公式 直接 推 得 : 
2。 车 函数 wy = f(z) 在 点 zo 处 有 (有 限 的 ) 导数 , 则 函数 在 这 点 必然 是 连续 的 ， 
实 因 , 由 (2a), 很 清楚 地 , 由 Azx 一 0 的 关系 束 立 即 引 出 Ay 一 0. 
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97, 求 导数 的 几 个 简单 法 则 ”在 前 几 目 内 我 们 已 求 出 初等 函数 的 导数 . 在 这 一 
日 肥 下 面 一 是 内 , 我 们 将 建立 一 系列 的 法 则 , 用 了 它们 就 可 以 求 任何 由 初等 函数 经 过 
有 限 次 的 算术 运算 及 琶 置 [51] 所 得 出 的 函数 的 导数 . 

I 设 函 数 凡 = 9(Z)( 在 定点 z 处 ) 有 导数 w. 我 们 要 证 明 , 函数 yy = cu(c = 常 
数 )( 在 同一 点 处 ) 也 有 导数 , 并 求 出 它 . 

右 自 变量 x 得 一 增 量 Az, 则 函数 亦 得 一 增 量 Aw, 而 由 开始 的 数值 v 变 为 数 
值 4 十 Av. 因数 y 的 新 值 就 是 y + Ay = clw 十 At， 

由 此 Ay = c.Auv 而 


Ay Au ， 
1 一 一 一 Cnm 一 -一 C 2， 
Arzr 一 0 Azx Az—0 人 六 


因此 , 导数 存在 且 等 于 
y = (cu) =e.v. 
这 公式 表示 这 样 一 条 法 则 : 常数 因子 可 以 从 导数 的 符号 内 取出 . 
I[， 设 哆 数 4 二 p(T)u = W(X),( 在 定点 xz 处 ) 有 导数 由 ,由 今 证 明 , 函数 y = 
四 也 有 和 导数, 并 求 出 它 
合 x 以 增 量 Az; 于 是 wwv 及 21 3 就 对 应 /地 各 得 增 量 AL Av 及 Ay. 它们 的 新 值 
人 十 A v 十 Av 及 y+ Ay 可 用 同样 的 关系 式 连接 着 : 


y+ Ay= (ut Av) + (+ Ay), 


由 此 


而 人 A 和 
4 . v  ， / 
alm Az ™ AlDo Ax AZ A Az «YY) 


于 是 导数 y 存在 且 等 于 
y =(Utv) =w tv. 
这 结 末 可 以 很 容易 地 推广 到 任意 有 限 个 加 数 的 情形 (用 同样 的 方法 ) . 
III. 在 关于 函数 wu 的 同样 的 假定 下 , 我 们 证 明 , 函数 = va 也 有 导数 ,并 来 


出 它 
同上 面 样 , 对 应 于 增 量 Az 有 增 量 Aw, Av 及 Ay; 六 这 时 y+ Ay = (w+ Aw(v+ 
Av), 于 是 
AYy = Au:vV+u: Au 二 Au :An 
~ 人 和 人 人 和 人 
Ay Au AD Au A, 
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因为 根据 96, 2°, 当 Az 一 0 也 有 Av 一 0, 故 


Av ) , 
-一 人 人 十 UV 


0 人 7 


Az 一 0 AZ Az 一 0 AX Am 
即 导 数 y 存在 并 等 于 
y = (Vw) = + 
右 4= wvw, 并且 wv',w’ 都 存在 , 则 


y = [vw) ww) = (uv) w+ (Ww = vw + + vw 


很 易 判 断 , 在 n 个 因子 相 习 时 将 类 似 地 有 : 


[vw S$ = wv UV 二 UVW 8 二 十 UUW 83/ (4) 
要 证 明 这 事 , 我 们 利用 数学 归纳 法 . 假定 公式 (4) 在 ”个 因子 相 乘 时 是 真实 的 ， 
再 证 明 它 在 (” + 1) 个 因子 相 乘 时 也 是 真实 的 : 


nn 十 1 7 
WU40 stl = [Vw 8) t = (Vw 8) t+ uw 3) 


将 导数 (uvw…s) 依 公 式 (4) 展开 , 就 得 出 公式 
[uvw st = uw st + uw ttt vw st 


完全 类 似 于 (4) . 因为 公式 (4) 在 n= 2 及 3 时 的 真实 性 我 们 已 直接 证 明了 , 所 以 这 
公式 对 于 任意 的 n 也 是 真实 的 . 

IV. 最 后 , 车 u,v 满足 于 前 面 的 假定 , 此 外 , 又 假定 v 异 于 零 , 则 我 们 将 证 明 , 函 
数 y 二 二 也 有 导数 , 并 求 出 它 . 

用 同上 面 一 样 的 表示 法 , 就 有 


入 Ut+ A 
y 7 A 
于 是 
入 Avu:v—%u Am 
v(v+Av) | 
而 
A 人 Av 
Ay Ar “ Arxz 


Ar Us 十 Auv) 
在 此 处 使 Az 趋向 于 零 ( 则 同时 亦 有 Awv 一 0), 就 证 明了 导数 的 存在 ， 
且 


, UN UV ou 
2 二 一 一 ， 
人 v2 
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98. 复合 函数 的 导数 ”现在 我 们 可 以 建立 一 条 在 实际 求 导 数 时 十 分 重要 的 法 则 . 
只 要 馈 组 合 的 各 个 限 数 的 导数 已 经 知道 时 , 我 们 就 能 够 按 这 法 则 来 求 复 合 珊 数 的 导 

V. 设 1) 前 数 = p(X) 在 茶 一 点 Z0 处 有 导数 w= 二 p'(z0),2) 函数 = f(w) 在 
对 应 点 uo = p(T0) 也 有 导数 Y = f/(W). 于 是 复合 画 数 y 二 f(p(z)) 在 上 述 的 点 x 
处 亦 将 有 导数 , 它 等 于 f(w) 的 导数 与 o(z) 的 导数 的 乘积 : 


[etzo 让 = 态 (o(lzo)) 2(zo)o， 
慌 更 向 短 地 


Ys = Yu Us 
为 了 证 明 , 给 z 以 任意 增 量 Az; 设 Aw 是 图 数 v = ofz) 的 对 应 增 量 , 又 最 后 ， 
Ay 是 由 增 量 Av 所 引起 的 图 数 y = f(w) 的 增 量 . 利用 关系 式 (2a), 把 zx 换 成 久 , 就 
改写 成 
Ay=Y,:Aut+a.:.Au 
(a 依赖 于 Au 并 与 它 一 同 趋向 于 零 ) . 用 Az 除 各 项 , 就 得 
Ay ,Au A 
和 7 一 VY 入 7 十 QQ: 和 7， 
若 Az 趋向 于 零 , 则 Aw 亦 趋向 于 零 [96, 2°], 于 是 , 我 们 知道 , 依赖 于 Av 的 量 
a 亦 将 趋同 于 零 . 因此 , 有 极限 存在 


它 就 是 所 求 的 导数 yy. 


附注 在 此 处 束 表 现 出 96 中 的 附注 的 用 处 了 : 当 Az 是 自 变量 的 增 量 时 , 我 们 
可 以 假定 它 异 于 零 , 但 对 于 z 的 函数 v = p(x) 的 增 量 Au 来 说 , 即使 在 Az 闫 0 时 
我 们 也 没有 权利 设想 Au 关 0 了 . 

99. 例题 S 先 举 几 个 应 用 法 则 工 ~ IV 的 例题 . 

1) 考察 多 项 式 : 


—1 


?7 7 2 
2 一 QoT 十 QT1 人 名 十 …… 十 Qmn 一 2 全 二 Qn-1T 十 Qn. 


先 依法 则 II, 再 依法 则 I 就 有 
y =(a0r”) + {or 十 :十 (an 27) + (an_17) + (an) 
=a0(2”) +a(z™ ) + + on 2(2) + oni1(z) + (an). 


吕 须 看 重 指 出 , 记号 fL (yp(z0)) 表示 上 因数 f(w) 关于 变 元 u( 并 非 关 于 zx) 的 导数 在 这 个 变 元 取 值 
v0 = p(T0) 时 的 值 . 
所 以 下 用 字母 x,y,u,v 表示 变量 , 而 别 的 字母 就 表示 篆 量 . 
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利用 [95|] 公式 1,2,3, 最 后 得 


y 一 naoz”" 十 (7 一 jaaz2 十 :… 十 2an 20 十 Qn-1. 


2) y 二 (2z” 一 57 十 1) ez. 依法 则 III 


根据 前 一 例题 及 [95| 公式 4, 求 出 


y = (47— 5):e’+(2x* -57+1):e 一 (2z 一 了 一 和 :ez 


3) y = 加 十 >, 依法 则 IV， 


T+ 
(ar +b) (z+1)— (ar+b)(r +1) 
和 (Z2 + 1)? 
a(z*+1)—(ar+b):.27 -az 一 207 + a 
ND 


ee 出 发 . 应 用 法 则 IV( 及 95 的 公式 6, 7) 得 


C 


4) 再 求 画 数 y = tgz 的 导数 , 从 公式 y = 


(sinzZ) :cosz— sinz. (cosz) 


COS2 并 
COS< 工 十 sin2 zx 1 
一 一 一 一 三 一 (参阅 95, 8). 
COS“< 代 COS<T 


5) y = 7 co 在 这 里 必须 先 应 用 法 则 TV, 再 应 用 法 则 工 及 HII( 及 95 公式 6, 7): 
TCOST— sinz 
(zsinz 二 cosz)'(zcosz 一 sinz) 一 (zsinz 十 cosZ)(zcosZ 一 sinZ) 
(rz cosz — sinZz)? 
zcosz (zcosz 一 sinz) 一 (zsin2Z 十 cosZ) (一 ZSsin2Z) 
(zcoszx— sinz)’ 


/ 


zx 


这 里 分 子 与 分 母 的 导数 是 立刻 算出 的 , 并 未 分 开 为 两 个 步骤 . 通过 习题 必须 达到 一 般 地 能 立 
刻写 出 导 效 的 地 步 . 

求 复 合 清 数 的 导数 的 例题 : 

6) 设 y = ln sin zx, 换言之 , y = Inw,w = sin x. 依法 则 V, ys = Yu Wz. 导数 二 (nt = 
(公式 5) 应 当 对 4 二 sinz 来 取 . 这 样 


/ ] . ) COSZX 、 
一 . (sin x) 一 = ctgwx. 公式 6). 
yr sinz (sin 2) sinz “2 (26) 
7) y= 二 Vi 十 2x2, 即 yy = Vu 式 中 心 =1+ 2 依法 则 V， 
/ } / 、 
(L+z2) = 一 一 一 (公式 3, 例 1). 


' = 一 一 (+Tz) = . 
1 2VIT VI 
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/ zr? 2\/ zx? 
人 (4 有 


当然 , 把 被 至 置 的 函数 各 别 地 写 出 来 在 事实 上 没有 这 种 必要 


9) y = Sin QZ; 


ys = cos az (az) = a cosazx. (VT 
10) y= (Z + z+1)"; 
y=n(z +r+1) .+r+1) =n( r+1)r +i+1)". (V;3, 例 1). 
11) y = 2in®, 
ys = 2 7,1n2., (sinz) 一 in2.cos £.2°"7, (V; 4, 6) 


1 
12) y = arctg 一 ; 
Z 


pp 1 De Le 1 人 
6 一 =- ia 
1+ (=) 
MS 
人 碰 到 儿 层 益 置 的 复合 滑 数 , 就 要 至 无 遗漏 地 逐次 应 用 法 则 V: 
1 ys tg37: 本 二 


1 \ 
Ce ca 
24/ tg~7 
1 1 1 / sec” Sv 
一 一 .sec’ pa 的 = (V:8) 
214/ tg=7 44/tg=z 
14) y = esin =*; 在 这 情形 
Sin 1 " 
Yr 一 e 了 (sin =) (V; 4) 
, ] \/ 
e”™ x.2sin Ly (sin =) (V2) 
L Z 
4 / 
一 esm .2sin - COS : (=) (V:6) 
1 sin2 上 
= 3 Sin ~ (Yi3) 


再 举 几 个 例题 来 应 用 一 切 的 法 则 : 


e 
1 1 一 sh ee 各 
ER 人 
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[99] 


反之 , 硬 yy = 二 ch z, 则 vy = sh z. 最 后 , 同 4) 那样 , 很 易 得 出 : 


Ue 


16) y = 一 log(Z 十 VZ2 十 1); 


1 E 
7 
i ( ) 

1 


1 I 
a a 
| a 
果 亦 可 以 从 别 的 想法 得 出 . 我 们 已 在 49, 4) 内 看 到 , 函数 y = In(z + VO 二 了 ) 就 是 函 


数 z= 二 sh y 的 反哺 数 ; 因此 [94; 例 15; 48, 6 ”| 
zy chy shy+1  Vz2 十 1 


1 . VZ2 十 0” 一 2 一 一 一 
VE 


) 1 
人 (Vr? + a2)? (x2 + a2)3/2 
1 
18) y = 5arctg- 人 
| 1 1. (一 zZ) 一 zZ. (一 2z) 1 
六 27 \3 (1 — x2)2 1+4 x2 
A 
1— xz? 
Ye 1 » Voz+b — Vb—ac 
a Ts 二 Vb—ac 
(我 们 假定 : 5 一 ac > 0); 
一 
二 7 Se 
Veo-ac | VaZ 十 5 一 一 ac Var 十 8 十 VB 一 0c (zz 十 c)Vaz 十 六 
20) y = pte 一 
(此 处 假定 : ac 一 5 > 0) ; 
2 1 1 a a 1 
人 Fb Vac—b 2Varzi+b (z+ce)vVar+b 
ac—b 
21) a (<w-z<z<); 
和 ey a bsinz 一 " 息 人 
Y= 
Va J We 
ee 
acosZ' (aa 十 bsinZ) 一 (asinZ 十 内 .pcoszZ 
a+bsinw 


(a + bsin zx)? 
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1 b+asinz— Vb — a?.cosz 
22 一 一 一 一 -一 < |D| 
) y= -天 EY (al < 0); 
， 1 | acosz+Vb? -asinz bcos7 1 
” 5 一 02 10 十 asinz 一 Vb2 一 azcosr at+bsinz| a+bsinz. 


23) 作为 一 个 习题 , 我 们 青 来 研究 关于 和 之 指数 式 y = wu”(w > 0) 的 导数 的 问题 , 式 中 心 及， 
是 z 的 昂 数 , 并 在 所 给 点 有 导数 w',v. 
把 等 式 y = w” 取 对 数 , 就 得 
Iny = v1nw. (5) 
这 样 , y 的 表达 式 可 以 改写 成 为 y = e*"*, 由 此 已 经 很 清楚 , 导数 wy 存在. 它 的 求法 还 可 以 更 简 
单 地 做 出 , 就 是 使 等 式 (5) 两 边 的 关于 z 的 导数 相等 . 这 时 我 们 利用 法 则 V 及 II( 记 住 w v 及 
y 是 z 的 晃 数 ) ,就 得 到 


1 1 
-yy =v .nut+v: ~ .yu, 
1 1 


由 此 


或 用 y 的 表达 式 代 换 它 ， 


‘二 wu” (+o) (6) 
u 
这 公式 是 莱 布 尼 菊 和 J. 伯 努 利 (Johann Bernoulli) 首先 建立 的 . 
例如 , 若 y = zsemz 则 yy = ZSI 一 二 CosT.:lInz|. 


24) 假定 函数 f(z) 有 导数 f(z), 写 出 下 列 函 数 的 关于 z 的 导数 式 
(a) sin f(z), (6) ef™, (a) Inf(z), 
并 写 出 下 列 函 数 的 关于 t 的 导数 式 
(r) flsint), (2) Fe9， (e) Fn9) 


咏 


(a) cos f(z) f'(z); (6) ef(®).f’(z); (a) 


(D) f(sint) :cost 四 (et) es (0) fnd). >. 


关于 最 后 的 三 个 例题 (r),(n), (e), 请 读者 注意 , 记号 f(:…) 表示 函数 f(x) 关于 它 所 依赖 的 变 元 
7 的 导数 , 但 在 这 变 元 的 数值 各 为 x = sint et lnt 时 , 1(…) 已 经 依赖 于 + 了. 参阅 72 目 6° 
的 脚注 . 

25) 细 数 f(x) 是 在 关于 0 为 对 称 的 区 间 内 定义 的 , 车 f(x) = f(x), 它 就 称 为 偶 函 数 ; 若 
f( 一 z+) = 一 f(z), 它 束 称 为 奇 隔 数 ( 侦 肖 数 的 例子 , 如 偶 次 寡 图 数 zx*, zx,.…. ,以 及 cosx,ch z; 奇 
疯 数 的 例子 , 如 奇 次 舌 图 数 xz, ,sin zx, shz.) 

试 证 明 , 偶 浮 数 的 导数 (假如 存在 ) 为 奇 函 数 , 而 奇 陋 数 的 导数 为 偶 防 数 . 

26) 求 出 孙 数 yy = In|z| 在 z z 0 时 的 导数 . 

在 7X>0 时 , 显然 y = :; 今 将 指出 这 公式 在 z < 0 时 仍 为 适用 . 实际 上 , 把 函数 


I 


y= in|z|= ln(-—z7) 
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当 作 复合 六 效 而 求 其 导数 , 那么 , 在 这 种 情形 , 铝 办 有 


27) 考察 曲线 
yy 一 QZ (n> 0). 


在 其 上 某 一 点 (zx,y) 处 的 切线 的 斜率 是 [91~92]: 
tga=Yy = nar™ 


由 图 40 看 出 , 线段 了 P( 所 谓 “ 次 切 距 ”) 等 于 


ni 
' QT 人 
TP=— -= 一 一 一 = 二 . 
tga NUT™T Nn 


利用 这 事实 可 得 到 切线 的 简易 作 图 法 (91 的 纺 东 的 推广 )， 
28) 对 于 曲线 (“ 悬 链 线 ”) 


y 一 ach>(a > 0), 

玉 相 似 的 方法 , 得 图 40 
化 
tga = Y = Sn 一， 


在 这 次 定义 (设想 x > 0) 


1 1 1 
COS 4 二 一 天 -一 一 一 天 一 一 到 一 


化 
VI+tgza 1 + sh2* ch- y 
a 化 


于 是 y :cos a = a. 若 从 纵 标 y= DM 的 足 D( 图 41) 作 
切线 MT 的 重 线 D5, 则 线段 DS 就 等 于 a. 由 此 再 推 得 
在 所 考察 的 曲线 上 作 切 线 的 简易 作 图 法 ; 把 纵 标 DM 当 
作 直 径 作 一 半圆 ,以 点 D 为 中 心 , a 为 半径 截取 交 扣 5; 
直线 MS 就 是 切线 . 

29) 设 质点 沿 着 一 轴 在 某 一 中 心 点 的 附近 依 下 列 规律 
而 振动 ; 


9 一 4.sin(wt 二 al) (A,w > 0). 
这 种 振动 称 为 简 谐 振动 ; 4 是 它 的 振幅 , w 是 频率 , a 是 初 
相 . 图 41 
取 路 程 S$ 关于 时 间 上 的 导数 , 求 得 运动 的 速度 : 
y= Aw.cos(wt+ a). 
当 5 = 0, 即 点 经 过 中 心 时 , 速度 达到 最 大 的 数值 土 Aw. 反之 , 当 点 的 位 置 离 中 心 最 远 时 (5S = 土 4) 
速度 v = 0. 
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求 v 关于 的 导数 : 
a = —Aw’ .sin(wt+a) 
给 出 点 的 运动 的 加 速度 ; 显然 
a=—w .5S. 


由 此 , 引入 动 点 的 质量 mm, 依 牛 顿 定律 , 大 简 谐 振动 是 由 于 力 的 作用 而 发 生 , 则 这 力 下 可 表示 
为 : 
太一 一 mw2 .9. 
由 此 看 出 , 它 永远 指 同 着 中 心 (因为 有 与 9 相反 的 符号 ), 并 与 点 离 中 心 的 距离 成 比例 . 
30) 依 规律 
S= Ae :sinwt (A,k,w > 0) 
而 发 生 的 运动 称 为 阻尼 振动 , 因为 有 因 式 e-Y 存在 , 虽 则 质点 也 在 中 心 点 附近 作 振 动 , 但 总 是 逐 
渐 趋 器 于 和 中 心 点 重合 : 
lim 5 = 0. 


在 这 种 情形 


v= 8/= Ae ™i(w .coswt—k.sinwt) 


a = = —Ae “(wsinwt+ 2wk.coswt— ksinwt). 


册 在 插 号 内 引入 二 kz .sin wt, 在 明显 的 变形 以 后 , 就 得 


Qa=—Ae “(w+ hk)sinwt t+ 2k(w. coswt— k.sinwt) 
=—(w +k).S— 2k.wv. 


若 这 种 振动 是 由 于 力 F 的 作用 而 发 生 , 则 下 等 于 
F=-(w +k)m.S— 2km.v. 


我 们 看 出 ， 下 1) 与 质点 离 中 心 的 距离 成 正比 且 指 疝 着 这 中 心 的 力 ( 同 在 调和 振动 的 
情形 一 样 ) , 及 2) 与 速度 成 正比 且 与 速度 方向 相反 的 阻挠 运动 的 力 , 相 加 而 成 的 . 


100. 单 侧 导 数 ”在 结束 这 一 节 时 , 我 们 来 考察 一 些 关 于 导数 可 能 产生 的 特殊 情 
形 . 先 从 建立 单 侧 导 数 的 概念 开始 若 所 考察 的 数值 > 就 是 函数 y = f(z) 的 定义 
区 间 区 的 端点 之 一 则 在 求 比 式 全 的 极限 时 , Az 接近 于 零 就 仅 限于 从 右 ( 当 讲 到 
多 间 的 左 端 点 时 ) 或 从 左 ( 右 端点 时 ) ， 在 这 种 情形 若 极限 存在 , 就 称 为 右 导数 或 左 
导数 . 函数 的 图 像 在 对 应 点 处 就 有 单 侧切 线 . 
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也 可 能 碰 到 , 在 内 点 x 处 比 式 分/ 仅 各 有 单 , 7 
侧 极限 存在 (在 Az 一 +0 或 Ax 一 -0 时) , 且 并 | 
不 相等 ; 它们 也 称 为 单 侧 导 数 . 函数 的 图 像 在 对 应 | 


1 


忌 处 将 仅 有 两 单 侧切 线 存在 , 它们 组 成 一 角 ; 该 点 
纺 是 外 点 (图 42) 

考察 函数 y = f(x) = |z| 作为 一 例 . 从 数值 z=0 ? 
出 发 , 将 有 


Ay = f(0+ Az)— 10)= f(Az) = |Azl. 


主人 zx > 0. 则 
本 Be 
A Aim, ee 上 
又 在 Az < 0, 则 有 
二 :1 
~ A Az 
这 上 明 数 的 图 像 由 第 一 及 第 二 象限 角 的 分 角 线 所 组 成 , 原点 就 成 为 角 点 . 


De 》 -了 HH- 上 一 和 了 2 Dy AN 
101. 无 穷 导数 ” 若 增 量 的 比 式 一- 在 Az 一 0 时 趋 于 +oo(-co), 则 这 一 广义 


的 数 也 称 为 导数 ( 且 像 通常 那样 表示 着 ) . 单 侧 无 穷 导数 的 概念 也 可 类 似 地 建立 起 来 . 
导 效 的 几何 说 明 (作为 是 切线 的 斜率 ) 也 可 推广 到 这 一 情形 ; 但 在 此 处 , 切线 是 平行 
于 yy 轴 的 (图 村 3 a 6, B, 开 ) 

在 (a) 及 (6) 的 情形 , 这 导数 各 
等 于 二 00 及 -ooc( 两 个 单 侧 导 数 符 号 


， (a) (6) (B) (D) 
相同 ) ; 而 在 (a) 及 (r) 的 情形 两 个 单 
侧 导 数 符 号 相 异 . 
| 列 台 二 全 zs, 在 zz 关 0 时 ， 
95 的 公式 3 给 出 
Flz)= zz $= 
0O 


3 373 , 
但 它 在 x = 0 时 是 不 能 用 的 .我 们 要 求 
在 这 点 处 的 导数 , 就 应 直接 从 导数 的 定义 出 
2 


图 43 


户 0+Az- 户 0 _ (Ar)s _ 1 
Az A 


我 们 看 出 , 当 Az 一 0 时 它 的 极限 就 是 十 oo. 同样 可 以 相信 , 对 于 函数 户 (z) = x3 在 z=0 时 ， 
左 导数 等 于 -ooc, 而 右 导 数 等 于 十 oc. 

应 用 导数 概念 的 推广 , 可 以 补充 94 中 关于 反 哨 数 的 导数 的 定理 , 指出 即使 在 那 
种 情形 , 即 当 f(x0) 等 于 0 或 oo 时 , 反 果 数 的 导数 g'(yo) 仍 存 在 , 而 且 各 等 于 co 
或 0. 例如 , 因为 了 消 数 sinz 在 z= + 时 有 导数 cos (+=) = 0, 故 反 曙 数 arcsiny 在 
y = 土 ] 时 有 无 穷 导 数 (就 是 +oo) 存在 . 
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102， 特 殊 情 形 的 例题 1? 导数 不 存在 的 例题 已 经 说 过 函数 y= |z| 在 点 z = 0 处 [ 参 
疝 100] 并 无 通常 的 双 侧 导数 . 但 更 有 趣 的 是 这 样 的 例题 ,函数 


f(z) 一 Csin 一 人 天 0 时 )， f(0) = 0， 


在 x ==0 时 也 是 连续 的 [70,5) ], 但 在 这 点 却 连 单 侧 导数 都 没有 . 事实 上 , 比 式 
f(0+ 人 Ax)— f(0) _ f(Az) 1 


= 一 一 一 = sin 一 


Azx AZ Ay 

人 在 Az 一 土 0 时 不 趋 于 任何 极限 . 

由 这 限 数 的 图 像 (图 24) 很 容易 看 出 , 从 原点 O 引出 的 割 线 OjM1, 在 Mi 趋 于 O 时 并 无 极 
限 位 置 , 因此 曲线 在 原点 处 没有 切线 (即使 是 单 侧 的 也 没有 ) . 

在 以 后 [第 二 卷 ] 我 们 将 青 举 一 个 值得 注意 的 例题 , 一 函数 在 变 元 的 一 切 数值 时 是 连续 的 , 但 
在 其 中 任何 数值 时 都 没有 导数 . 

2” 导数 间断 的 例题 ”和 阁 所 给 函数 y = f(z) 在 某 一 区 间 XX 内 的 每 一 点 处 有 有 限 导数 y == 
矿 (z) 存在 , 则 这 导数 本 号 就 也 是 .区 内 的 z 的 函数 . 到 现在 为 止 , 我 们 所 碰 到 的 例子 内 , 函数 户 (z) 
都 是 连续 的 . 然而 , 这 也 可 能 并 不 如 此 . 例如 , 考察 函数 


f(z) = x .sin = 人 和 0 时 )， f(0)=0. 


奋 Z 夭 0, 则 用 通常 的 方法 就 求 出 它 导 数 


1 1 
f'(7) = 27 .sin ~ 一 cos 二 ， 
z eh 


但 所 得 的 结果 在 z = 0 是 不 能 用 的 . 在 这 种 情形 , 直接 用 导数 概念 的 定义 来 讨论 , 就 有 


A Vd es ER 
0 Arz 本 tb en Arz 


同时 , 清楚 地 , 广 (z) 在 xz 一 0 时 并 不 趋 于 任何 极限 , 因此 在 x = 0 时 函数 f(z) 有 间断 . 
这 对 于 任意 的 函数 
flz) = ze .sin 人 @ 关 0 时 )，J(0) = 0 
只 要 2>a>1, 也 同样 是 真实 的 . 
在 这 些 例 题 内 , 导数 的 间断 都 是 属于 第 二 类 的 . 这 并 非 偶然 的 事件 : 下 面 [113] 我 们 将 看 到 ， 
导数 不 能 有 第 一 类 的 间断 , 即 跃 度 . 


82， 微分 


103. 微分 的 定义 ” 设 函 数 y = f(z) 是 在 某 一 区 间 xX 内 定义 , 并 且 在 所 考察 的 
点 zo 处 是 连续 的 . 于 是 对 应 于 变 元 的 增 量 Azx, 函数 的 增 量 


Ay = Af(7x0) = f(xo + Az) — f(zxo) 
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就 随 着 Az 一 同 成 为 无 穷 小 . 现在 提出 一 个 非常 重要 的 问题 : 对 于 Ay 是 否 存在 着 
一 个 关于 Az 为 线性 的 无 穷 小 4.Az(4= 常数 ) ,使 它 与 Ay 的 差 是 较 Az 更 高 阶 
的 无 穷 小 : 

Ay = A.: Azxzt+to(Az). (1) 


等 式 (1) 在 4 关 0 时 成 立 就 表明 , 无 穷 小 4 .Azx 等 价 于 无 穷 小 Ay 也 就 是 说 ， 
符 取 Az 作为 基本 无 穷 小 时 [62,63], 4 . Az 就 可 当 作 Ay 的 主 部 . 

若 等 式 (1) 成 立 , 则 函数 y= f(z) 称 为 (在 所 给 数值 x = zo 时 ) 可 微 的 , 表达 式 
A.Az 就 称 为 函数 的 微分 , 用 记号 dy 或 df(xo) 表示 . 

(在 后 一 种 记号 中 , 括号 内 的 zo 表示 z 的 初 值 @ 

下 重复 一 裔 , 函数 的 微分 有 两 个 特性 :(a) 它 是 变 元 的 增 量 Az 的 线性 ( 齐 次 ) 函 
数 , 并 且 (6) 它 与 函数 的 增 量 相差 一 个 数量 , 这 数量 在 Az 一 0 时 是 较 Az 更 高 阶 的 
无 穷 小 19)， 

考察 几 个 例子 ， 

1) 半径 为 + 的 圆 的 面积 8Q 由 公式 8 = zr? 所 给 定 . 若 半 径 > 增 大 Ar, 则 数量 
Q 的 对 应 增 量 AQ 就 是 在 半径 为 7 与 了 + Ar 的 两 个 同心 加 之 间 的 圆 环 的 面积 . 由 

AQ=7(r+Ar) 一 一 2xrr .Ar 十 T(Ar)” 

立刻 看 出 ,在 Ar 一 0 时 AQ 的 主 部 是 2rr .Ar; 而 这 就 是 微分 dQ. 在 几何 意义 上 
它 表 示 底 等 于 圆周 的 长 2rr 而 高 为 Ar 的 矩形 的 面积 (好 像 是 把 圆 环 “ 拉 直 ”所 得 出 
的 矩形 ) . 

2) 类 似 地 , 半径 为 > 的 球 的 体积 了 = nr 在 半径 增 大 Ar 时 获得 增 量 


4 
AV = Sr(r + A7r)? 一 Srr3 一 4rr2 .Ar 十 47rr (Ar)?+ 5r(Ar) ， 


在 Ar 一 0 时 它 的 主 部 显然 是 dV = 4rr2 . Ar. 这 是 底 等 于 球 的 表面 积 4rr2 而 高 为 
Ar 的 一 块 薄片 的 体积 ; 它 好 像 是 由 半径 为 > 与 r + Ar 的 两 个 同心 球面 之 间 的 部 分 
所 展开 的 一 般 . 

3) 最 后 , 考察 质点 依 定律 * = 乡 - 的 自由 降落 在 由 时 刻 t 至 ++ At 的 一 段 时 
间 At 内 , 动 点 经 过 路 程 


人 2 2 
As = OH gt Att A) 


中 此 处 df 是 一 整个 的 记号 , 表示 函数 f(z) 的 微分 . 

16) 用 斜体 字 (中 译本 是 用 楷体 字 ) 印 出 的 (a) 与 (6) 两 点 一 起 构成 了 枉 数 f 在 固定 点 zo 微分 
的 定义 的 拆 开 形式 .我 们 要 强调 的 是 函数 dy = df(zo) 的 定义 域 (如 同 所 有 的 线性 函数 一 样 ) 是 
整个 实 直 线 丸 . 这 意味 着 每 一 个 实数 Az 都 对 应 着 微分 dy 的 确定 的 值 ; 这 个 值 通过 Az 用 公式 
dy=4.Azr 表示 , 其 中 数 4 是 线性 函数 dy 的 斜率 . 


本 第 三 章 导数 及 微分 [104] 


当 At 一 0 时 它 的 主 部 是 ds = 9%t AL 回想 在 时 刻 t 的 速度 是 v = gt[90], 就 看 出 , 路 
程 的 微分 (近似 地 代替 着 路 程 的 增 量 ) 好 像 是 质点 在 全 部 时 间 At 内 就 是 用 这 速度 % 
移动 着 所 经 过 的 路 程 . 

104. 可 微 性 与 导数 存在 之 间 的 关系 ”现在 很 易 建 立 下 列 命题 的 正确 性 : 

要 使 函数 y= 二 f(z) 在 点 zo 处 是 可 微 的 , 其 充 要 人 条件 是 它 在 这 点 处 有 有 限 的 导 
数 y 二 了 (zo0) 存在 . 当 这 条 件 获 得 满足 时 , 等 式 (1) 就 在 常数 A 刚好 等 于 这 导数 时 
成 , 立 : 


Ay = yAZX + o(Ax). (1a) 
必要 性 ” 若 (1) 成 立 , 则 由 此 
A o(Az) 
Az i A 
于 是 使 Az 趋 于 0, 实际 上 就 得 出 
AU _,, 
A= lim A = Vz: 


充分 性 立刻 可 从 96,1?[ 参 阅 那里 的 (3a)] 内 推 得 . 
因此 , 函数 y = f(z) 的 微分 永远 等 于 
dy = Ye A (2) 
在 这 里 还 需 着 重 指出 , 表达 式 内 的 Az 被 我 们 理解 为 和 变量 的 任意 增 量 , 就 是 一 个 任 
意 数 (把 它 当 作 并 不 依赖 于 x 常常 更 为 方便 ) . 在 这 时 完全 不 必 假 定 Az 是 无 穷 小 ， 
但 假如 Az 一 0, 则 微分 dy 也 是 无 穷 小 , 也 (在 y 关 0 时 ) 就 是 函数 的 无 穷 小 增 量 
Ay 的 主 部 . 这 就 使 近似 等 式 


“Ye (3) 
获得 根据 ，Az 愈 小 则 近似 的 准确 度 愈 大 . 我 们 将 在 [107] 内 再 回头 考察 近似 等 


了 

为 厦 要 用 几何 图 形 说 明 消 数 y = f(z) 的 微分 dy 及 它 与 增 量 Ay 的 关系 , 试 考 
察 这 随 数 的 图 像 (图 44) ， 谈 元 的 数值 x 及 函数 的 数值 y 确定 着 曲线 上 的 一 点 MM. 
在 曲线 上 的 这 一 点 处 引 切 线 MT; 正如 我 们 已 看 到 过 的 [92], 它 的 斜率 tga 等 于 导 
数 光 . 知 给 模 标 z 以 增 基 Az, 则 曲线 的 纵 标 y 就 得 增 量 Ay = NA . 同时 切线 的 纵 
标 就 得 增 量 NK. 把 NK 看 作 直 角 三 角形 MNK 的 一 直角 边 而 计算 其 长 度 , 就 得 出 


天 着 


@ 很 易 验证 ,在 前 段 内 所 考察 的 一 切 情形 就 都 是 这 样 组 成 微分 的 . 例如 , 在 情形 1) , 就 有 
Q = Nr QO.. = 27 VA 


[105] 82. 微分 -177 


因此 , 当 Ay 是 曲线 的 纵 标的 增 量 时 ,dy 就 
是 切线 的 纵 标的 对 应 增 量 ， 

最 后 再 讨论 到 自 变量 z 本身: 称 为 它 的 微分 
的 就 是 增 量 Az, 即 约定 


A (4) 


假如 把 自 变 量 z 的 微分 认为 就 是 也 数 y= z 的 
微分 (这 同样 也 是 一 种 约定 ) , 则 公式 (4) 也 可 以 图 44 
证 明 , 根据 (2) : dz = x :Az=1.Az= Ax. 

利用 约定 式 (和 , 现在 就 可 以 把 给 出 微分 定义 的 公式 (2) 改写 成 为 


dy = Yr * ds, (5) 
我 们 通常 都 把 它 写 成 这 种 形式 18). 
由 此 得 
;dy 


于 是 , 我 们 以 前 把 它 看 作 整 个 记号 的 那个 表达 式 , 现在 就 可 以 当 作 分 数 来 处 理 了 . 读 
者 不 要 因为 在 等 式 左边 放 着 完全 确定 的 数 , 而 同时 在 右边 却 有 春 两 个 不 确定 数 dy 及 
az( 因 为 dz = Az 是 任意 的 ) 的 比 式 这 一 情况 感到 困惑 : 要 知道 dz 及 dy 本 是 比例 
地 变动 着 的 , 而 导数 yy 刚好 就 是 比例 系数 . 

微分 这 一 概念 及 “微分 " 吕 这 个 术语 产 于 六 布 尼 次 , 虽然 他 并 不 曾 给 出 这 概念 的 
准确 的 定义 . 莱 布 尼 次 在 考察 微分 时 , 同时 亦 曾 考察 “ 微 商 *, 即 两 个 微分 的 商 , 那 就 
相当 于 我 们 的 导数 ; 然而 对 于 莱 布 尼 洗 , 微分 却 是 原始 的 概念 . 从 柯 西 用 自己 的 极限 
理论 创立 一 切 分 析 的 基础 , 并 有 旦 首先 明确 地 定义 导数 是 一 极限 以 后 , 分 析 的 研究 通 
总 就 从 导数 出 发 , 而 微分 的 概念 已 经 是 从 导数 的 基础 上 建立 起 来 的 了 . 


105. 微分 法 的 基本 公式 及 法 则 ” 哨 数 的 微分 的 求法 称 为 微分 法 @. 因为 微分 
dy 与 导数 多 只 相差 一 个 因子 dz, 故 由 初等 限 数 的 导数 表 [95] 很 易 做 出 它们 的 微分 


也 由 拉丁 文 differentia 得 来 , 表示 “ 差 ”. 
马 而 且 通 常 亦 用 这 术语 表示 导数 的 求法 , 这 在 俄语 上 并 无 特殊 的 术语 . 在 多 数 的 外 国语 中 , 对 于 
这 两 种 运算 的 表示 法 存在 着 两 种 不 同 的 术语 ; 例如 , 法 文中 就 分 别 为 derivation 及 differentiation. 


17 公 式 (4) 意味 着 dz 是 日 变量 Az 的 肾 数 , 更 确切 地 说 是 Az 的 线性 函数 , 其 斜率 为 1. 

18) 这 里 请 庶 者 注意 dy 的 表示 法 的 某 些 特点 . 这 个 (传统 的 与 方便 的 ) 表示 有 采 些 缺陷 : 它 没有 
指出 尔 数 的 微分 是 在 哪 一 点 取 的 . 与 此 相应 , dy 的 值 实际 上 依赖 于 两 个 参数 : 在 其 处 考虑 微分 的 
点 z, 以 及 增 量 Az, 即 dy = qdy(z, 人 Ax)， 当 这 两 个 参数 之 一 固定 时 , dy 要 成 为 一 参数 的 吨 数 , 到 日 
前 为 止 , 仅仅 利用 了 符号 dy 的 一 个 解释 一 一 作为 Az 的 昧 数 , 然而 同一 符号 的 第 二 个 解释 一 一 
当 Az 固定 时 作为 z 的 吨 数 同样 重要 (例如 , 当 定 义 高 阶 微分 时 , 它 有 重要 的 应 用 ) . 


I, ad(cu) = cc: dv, 
II dl 士 v) = dvutt dv, 
II w(Lo) = do + vy dy, 


Tv 4 (2 Udy 


12 


中 大 说 及 的 正 是 微分 的 求法 . 
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表 : 
l]. Y=ce dy=0 
2. UV 三 2U dy = uxt i. dz 
1 dx 
y= 一 dy 二 一 一 
” d2 
= VZ dy = A 
” 
3. 4 三 0 dy 一 ax lga:.dz 
y=e” dy 一 ez .dz 
] dd 
4. v= log, 2 dy PBa EOF 
d 
y=lnz dy = ad 
y= sinz dy = cosw :dz 
2 一 COS 了 7 dy = —sinz. dz 
dx 
1. Y= tgz dy = sec?z .dr = ——— 
COS*Z 
dt: 
8, Y= ctgr Ay = — csc? rdz = —— 5 
Sin 全 
Q . 7 dx 
9. = arcsinz 二 一 -一 一 
dz 
10. 一 arCCOS 并 dy 三 一 一 一 -一 
“ V1l—z? 
dx 
11. 一 te d 二 一 一 
4 = arctez y= 二 
12 t d dr 
。 1 一 QTC 化 一 一 ~ 
2/ ctg V 1 十 75 
微分 法 则 名 就 是 : 
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它们 都 能 从 对 应 的 求 导数 法 则 容易 地 推出 , 例如 , 我 们 证 明 后 面 的 两 式 : 


du oO) 一 (oO dr = vu v) dr 
=v: (Ww ar)+u: (Vv dr)=v:dut+u. dv. 


d (= -)= (2) a de = .da 


(adD) 一 人 (0 02) Wd dad 


2)2 v2 


106. 微分 的 形式 不 变性 ”复合 清 数 的 微分 法 则 , 使 我 们 得 出 微分 的 一 个 显著 而 
重要 的 性 质 . 

假设 y = jz) 及 x = op 人 是 这 样 的 两 个 曙 数 , 从 它们 能 组 成 复合 \ 丽 数 ， a 
fo 人) 车 导数 yy 及 x 存在 , 则 依法 则 V[98], 亦 存在 着 导数 


是 (7) 


奉 把 x 当 作 自 变量 , 则 微分 dy 可 由 公式 (5) 表示 . 现在 改 用 了 土 作 月 变量 ; 这 样 
很 定之 后 , 就 有 微分 的 为 一 表达 式 


dy yt 


然而 , 和 蔡 用 表达 式 (7) 代 换 导数 y, 并 注意 到 zx/ .qt 是 x 当 作 二 的 顺 数 时 的 微 
dy 


即 又 回 到 微分 的 原来 形式 ! 

这 样 , 我 们 看 出 , 微分 的 形式 即使 在 原 米 的 自 变 量 挽 成 新 的 自 变量 以 后 仍然 可 
以 保持 着 .我 们 永远 可 以 把 y 的 微分 写成 (5) 的 形式 , 不 管 z 是否 朋 变量; 其 差别 仅 
在 于 , 符 选 取 t 作为 自 变 量 , 则 dz 并 不 表示 任意 增 量 Az, 而 是 表示 z 作为 t 的 峭 
效 时 的 微分 . 这 性 质 就 称 为 微分 的 形式 不 变 性 . 

因为 由 公式 (5) 直接 得 出 用 微分 dz 及 dy 表示 导数 yy 的 公式 (6) , 所 以 不 论 那 
些微 分 是 依 着 怎样 的 自 变 量 而 求 出 的 (当然 , 在 第 一 种 情形 都 是 依 关 同一 的 日 变量 )， 

后 一 公式 亦 仍 有 效 . 
例如 , 设 y=V1-z2(-1<z<1T), 则 


I 
-一 se 
今 假定 x = sint (一 5 到 了 ) 则 wj = V1 一 sin?t = cost 而 我 们 就 有 : dz = 
cost .dt,dy = 一 sint.dt. 很 易 检 验 , 公式 


St dt sint 
cost:dt cost 


/ 


yz = 


“30 第 三 章 导数 及 微分 [107] 


过 给 出 上 面 已 经 求 出 的 导数 的 另 一 个 式 子 女 了 . 
当 y 对 于 z 的 关系 不 是 直接 给 定 , 而 是 由 x 及 y 两 者 对 于 第 三 辅助 变量 ( 称 为 
参 变 量 ) 的 关系 所 给 定时 : 


T= p(t), y= Y(t). (8) 
应 用 上 述 论点 以 求 多 最 为 便利 , 今 假定 这 两 函数 都 有 导数 , 而 且 第 一 个 又 存在 反 范 
数 上 = 90(z), 它 也 有 导数 [83, 94], 很 易 看 出 , 那 时 y 亦 成 为 x 的 函数 : 


一 OZ) = f(2), (9) 


它 也 有 导数 存在 . 这 导数 的 计算 可 以 由 上 述 的 法 则 完成 : 


a 1 at y(t 
而 不 必 重 新 建立 y 对 于 z 的 直接 关系 . 

例如 , 若 z = sint,y = cost (一 <t< 万), 则 导数 妈 可 以 依 前 法 确定 , 完全 不 
必 应 用 关系 式 y = V1 一 x2. 

硅 把 xz 及 y 看 作 平 面 上 点 的 直角 坐标 , 则 对 于 参 变 量 t 的 每 一 数值 ,方程 (8) 就 
对 应 地 给 放 上 一 点 , 这 点 随 着 上 的 变动 在 平面 上 画 出 一 曲线 . 方程 (8) 就 称 为 这 曲线 
的 参 变量 方程 . 

当 曲 线 由 参 变量 方程 给 定时 , 用 公式 (10) 就 可 以 直接 依 方 程 组 (8) 确定 切线 的 
科 率 , 而 不 必 把 (8) 先 转换 成 方程 (9) ; 就 是 


Ys 
tea = 尝 . ] 1 
ga CL 


附注 依 任 意 变 量 而 取 的 微分 可 以 表示 导数 , 这 一 可 能 性 , 在 特殊 情形 , 就 引出 


下 面 的 事实 : 就 是 公式 
dy 1 dy dy du 


dU" dr du dx’ 


原来 依次 表示 在 莱 布 尼 效 记 法 下 的 反 函 数 及 复合 函数 的 微分 法 则 , 而 现在 却 已 成 为 
简单 的 代数 恒等式 了 (由 于 在 此 处 一 切 微分 都 可 依 同一 变量 取 之 ) . 可 是 不 要 以 为 这 
吻 给 反 困 数 及 复合 函数 微分 法 公式 的 新 的 推导 法 . 首先 , 在 此 处 并 没有 证 明 等 式 左 
边 的 寻 效 的 存在 , 而 且 主要 的 是 : 我 们 基本 上 已 应 用 了 微分 形式 的 不 变性 , 而 它 本 身 
却 是 法 则 V 的 推论 . 


107. 微分 是 近似 公式 的 来 源 ”我们 已 看 到 , 在 Az -0 时 函数 y 的 微分 dy( 只 
要 由 关 0) 是 函数 的 无 穷 小 增 量 Ay 的 主 部 . 这 样 Ay ~ dy, 于 是 


Ay = dy, (3 


-一 


107] §2， 微 分 181. 


或 更 详细 些 
Aj(zo) = f(xo+ Azx)— f(z0)= f(x0): Ax. (3a) 
其 不 准确 度 是 较 Az 更 高 阶 的 无 穷 小 ， 就 是 说 [62], 这 等 式 的 相对 误差 可 以 小 到 任 
意 程 度 , 只 要 Az 充分 小 . 
考察 一 个 简单 的 例子 : 设 y= zx. 则 


Ay = (zo 十 Azj 一 za =3z2.Az+3zo.Az + Ar’, 


而 成 为 Ay 的 线性 部 分 的 ( 像 我 们 在 前 面 曾 用 普遍 形式 所 确定 的 那样 ) 实际 上 就 是 
第 分 dy = 3z3 .Az = YW. Az. 具体 地 假定 zo = 2.3; 石 取 Az = 0.1, 邦 么 束 有 
Ay 二 2.43 -2.33 二 1.657 及 dy = 3.:2.32.0.1= 1.587, 于 是 由 第 一 数 换 成 第 二 数 时 的 
泥 差 是 0.070, 而 相对 误差 超过 4%. 在 Az = 0.01 时 得 Ay = 0.159391 及 dy = 0.1587， 
折 得 相对 误差 已 小 于 0.5%: 在 Ax = 0.001 时 , 相对 误差 小 于 0.05%, 余 依 此 类 推 . 

类 似 的 状况 亦 可 从 图 44 中 微分 的 几何 说 明 直 接 看 出 . 在 图 像 上 很 明显 地 可 以 看 
出 , 若 我 们 把 曲线 的 纵 标的 增 量 换 成 切线 的 纵 标的 增 量 , 则 在 Az 愈 小 时 这 种 和 蓓 换 的 
相对 准确 度 就 愈 大 . 

读者 自 能 明了 , 把 图 数 的 增 量 Ay 换 成 它 的 微分 dy 时 , 其 好 处 在 于 dy 对 于 Az 
是 线性 关系 , 而 Ay 通常 却 是 Az 的 很 繁复 的 限 数 . 

车 假定 Az = x 一 zo, 而 zo 十 Az = 7, 则 等 式 (3a) 的 形式 就 成 为 


f(x) — f(x0)= f(x0): (2 — x0) 


f(x)= f(x0) + f (x0): (2 — Yo). 
依 这 公式 , 在 接近 于 zo 的 x 的 数值 , 函数 f(z) 可 以 用 一 线性 函数 近似 地 来 代 

换 . 在 几何 上 , 这 对 应 于 将 邻接 于 点 (zo, f(z0)) 的 曲线 y = f(x) 的 小 段 改 以 曲线 在 
这 点 的 切线 的 小 段 来 代 换 , 这 切线 表示 为 

y= f(z0) + f (x0): (2 — ro) 
(参阅 图 44). 为 简单 起 见 , 取 zo = 0, 并 限于 zx 的 微小 数值 , 就 有 近似 公式 : 

f(x) = f(0) + f°(0) :2. 
DD 实 际 上 , 经 过 点 (zo,yo) 而 有 斜率 到 的 直线 方程 是 


y 一 2o 十 KZ — zo); 


在 切线 的 情形 , 应 置 yo = f(z0),k = f"(zo). 
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由 此 , 用 各 种 初等 员 数 代 换 这 里 的 f(z), 很 另 获 得 -一 系列 的 公 天 


(I 十 2 三 1 二 x, 特别 情形 V1 十 zz 三 工 十 = 


e” 二 让 "i 类推 


(它们 之 中 有 很 多 是 我 们 已 经 知道 的 ) . 

和 冉 引 入 一 些 其 他 类 型 的 近似 公式 的 例子 , 它们 也 是 根据 等 式 (3) 得 来 的 . 

1) 设 有 两 缮 悬挂 着 的 有 重重 的 线 (电线 , 销 索 , 皮带 ) , 用 2s 表示 其 长 度 , 用 2! 表示 跨度 , 用 
f 表示 垂 度 (图 45) , 则 在 求 s 时 经 常 应 用 着 (近似 的 公式 ) 


ek 
$= C al 3° 1 到 
现在 把 数量 有 当 作 自 变量 , 而 把 s 当 作 上 的 函数 . 要 求 建 立 长 度 s 的 改变 量 As 与 垂 度 f 的 改 


变量 人 Ff 之 间 的 天 系 . 
把 As 换 成 ds, 就 得 


从 二 全 7 人 由 此 , Af = 了。 As. 
例如 , 若 能 估计 到 电线 由 于 温度 或 负荷 所 引起 的 长 度 的 变动 , 就 可 以 由 此 而 预见 到 垂 度 的 变 
动 . 
2) 已 知 贺 形 电路 (图 46) 作用 证 其 轴 上 与 中 心 O 距离 z 的 单位 磁极 的 力 是 : 
0 
(Co 


此 处 是 常 系 数 , a 是 半径 , 试 求 此 图 形 电 路 作用 于 沿 轴 放置 的 长 度 为 Azx 的 磁铁 NS 的 力 . 这 
时 算 作 在 NV 极 集中 着 正 磁 量 m, 而 在 9 极 集 中 着 与 它 相 等 的 负 磁 量 一 m. 


图 45 图 46 


电流 作用 于 人 磁 铁 的 总 力 F 可 表示 为 : 


0 | 
(a2 + 70) [a? + (+ Az)?]? (a2 + 22)3 
用 滑 数 的 微分 代 换 它 的 增 量 (假定 Az 很 微小 ), 就 得 
] 克 


P= -komd | | 2mAe. 二 
(二 2 [0 


[108] 82， 微 分 183 . 


108， 应 用 微分 来 估计 误差 ” 应 用 微分 概念 于 近似 算法 中 的 估计 误差 , 是 特别 方便 而 且 自 然 
的 . 例如 , 设 数量 z 可 以 直接 地 度量 或 计算 , 而 依赖 着 它 的 数量 y 则 依 公式 y = f(z) 来 决定 . 在 度 
量 数量 x 时 通常 发 生 误 差 Az, 它 就 引起 数量 y 的 误差 Ay. 由 于 这 些 误差 是 微小 数量 , 可 以 假定 


即 用 微分 代替 增 量 . 设 gz 是 zx 的 最 大 绝对 误差 ; |Az| < 6z( 在 通常 的 条 件 仆 , 此 类 度量 时 的 误差 
限度 是 可 以 知道 的 ) . 那 时 显然 可 以 采用 


0 | | 0%. (12) 


作为 y 的 最 大 绝对 误差 (误差 的 限度 ) . 
1) 例如 , 设 要 确定 球 的 体积 , 首先 (用 游标 测 径 器 , 公差 仪 , 螺旋 测 径 器 等 ) 直接 来 量 球 的 直 
径 DD, 再 依 公 式 
TT 
V = = 
计算 体积 V. 
因为 V5 = DD?， 所 以 在 这 情形 , 根据 (12) ， 


Ss 5D’ .6D. 


用 前 式 除 这 等 式 , 就 得 
V Di 

因此 由 计算 得 来 的 体积 的 (最 大 的 ) 相对 误差 比 由 量度 得 来 的 直径 的 (最 大 的 ) 相对 误差 大 了 两 倍 . 

2) 设 得 到 z 时 有 一 误差 , 则 由 z 而 求 它 的 以 十 为 底 的 对 数 y = lgz 时 , 亦 就 造成 y 的 误差 . 

在 此 处 yy = 二 (M 9 是 依 公 二 人 95 

6y = 0.4343 、 

这 样 , z 的 对 数 y 的 (最 大 ) 绝对 误差 就 单纯 地 依 数 x 本 身 的 (最 大 ) 相对 误差 而 确定 . 反 过 来 说 
栗 正 确 . 

这 结果 有 各 种 各 样 的 应 用 . 例如 , 借 此 可 以 获得 关于 常用 的 25 厘米 = 250 至 米 对 数 扩 的 准 
确 度 的 概念 . 在 放置 瞄准 器 或 读数 时 可 能 发 生 错 误 , 例如 在 这 一 方 或 男 一 方 错误 0.1 毫米 , 则 在 对 
数 上 对 应 者 误 兰 


0.1 
00 
57/ ot 0.000 
由 此 , 依 我 们 的 公式 i 
r+ 0.0004 | 
es 0.0009 00 


读数 的 相对 准确 度 在 算 尺 的 任何 部 分 是 相同 的 ! 
3) 在 依 三 角 函 数 的 对 数 表 而 求 角 yp 时 发 生 这 样 一 个 问题 , 用 正弦 表 或 正切 表 那 一 种 更 为 有 
利 , 假定 
n=lgsinp 及 vy = lgtgy, 
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并 且 假定 最 大 误差 yl 及 6y2 是 相等 的 (就 说 是 , 等 于 数 标的 末 位 数字 的 一 半 ) . 若 用 51% 及 bao 
表示 角 wp 的 对 应 的 最 大 误差 , 则 同上 面 一 样 , 就 得 


M M 
Yi = .coswp:bw, 6y2 =—. 020， 
41 sin COS P01%, 2/2 人 SeC % ' 02 


于 是 
bp2p 一 bp ,cos < 610， 


由 此 可 见 , 在 对 数值 有 同等 的 错误 时 , 正切 对 数 表 所 
给 出 的 角 比 正弦 对 数 表 所 给 出 的 角 有 较 小 的 误差 , 因此 用 
前 者 就 是 更 有 利 的 @， 

4) 作为 最 后 一 个 例题 , 考察 用 惠 司 登 电 桥 (图 47) 量 
未 知 电阻 y 的 准确 度 的 问题 , 在 这 时 , 把 接触 器 D 沿 着 
刻度 尺 4C 移动 , 直至 电流 计 指 出 没有 电流 通过 为 止 . 确 
定 电阻 y 的 公式 是 图 好 


Rz 


全 三 站 


二 (13) 


此 处 a = 4C,z = AD, RR 是 支线 BC 上 的 已 知 电阻 . 
依 公 式 (12) ,就 得 


右 在 这 等 式 两 端 各 用 等 式 (13) 两 端 来 除 , 就 得 y 的 (最 大 ) 相对 误差 的 表达 式 : 


yh a: 07 
y za—7x) 


因为 分 母 r(a 一 z) 在 x = 5 时 达到 自己 的 最 大 数值 @ ， 而 在 度量 长 度 时 误差 5z 可 以 当 作 是 并 
不 依 及 于 z, 所 以 正 是 在 x = 时 相对 误差 达到 最 小 数值. 因此 , 为 着 获得 尽 可 能 准确 的 结果 , 设 
置 电阻 RR 时 (用 电阻 箱 ) 总 要 想法 使 得 当 电流 消失 时 接触 器 D 的 位 置 尽 可 能 地 更 接近 于 尺 4C 
的 中 点 . 


包 在 这 种 算法 时 , 我 们 假定 角 是 用 弧度 表示 着 的 . 但 是 显然 , 不 论 量 角度 时 用 哪 一 种 单位 , 结 
总 是 正确 的 ， 
包 由 明显 的 不 等 式 
zZ2 一 az 十 = = (z 之 0 
4 2 
直接 可 得 


这 束 证 明了 我 们 的 命题 . 
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83. 微分 学 的 基本 定理 


109. 费 马 定理 ”知道 了 某 一 函数 f(z) 的 导数 f(z), 往往 就 能 作出 关于 函数 
f(z) 本 屿 的 性 在 的 绪论 在 一 目 及 下 一 目 就 将 讲述 这 一 类 的 问题 
直下 用 间 卫 时 的 | 下 


引 理 设 品 数 f(x) 在 点 zo 处 有 有 限 导 数 . 若 这 了 导数 万 (zo) > 0[f'(zo) < 0], 则 
当 2 取石 方 充 分 接近 于 zo 的 数值 时 就 有 f(z) > f(zxo)[f(x) < f(zxo)], 而 当 立 取 左 
方 充分 接近 于 zo 的 数值 时 就 有 jz) < f(zxo)[f (zx) > f(zxo)]. 


换言之 , 这 事实 表示 : 函数 f(z) 在 点 zo 处 增 大 ( 减 小 )， 若 所 考虑 的 是 单 侧 导 
效 , 例如 右 导 数 , 则 只 有 对 于 zo 布 方 的 x 的 数值 时 , 命题 方才 有 效 . 


证 明 依 导 数 的 定义 ， 
Fi Flo) 


f' (zo) = lim 一 一 一 一 一 一 ， 
TTO 一 0 


若 广 fzo) > 0 (限于 这 情形 ), 则 根据 [55, 2%], 能 求 出 点 zo 的 邻 域 (zo -5 zo 二 6), 使 
在 其 中 ( 当 x 关 xo 时 ) 成 立 


a 
2 


7) (iy 、0 
= 
自 先 设 zo < x < zo 二 6, 于 是 zz 一 zxo > 0; 由 上 上面 的 不 等 式 推 得 f(z) 一 f(zo) > 0， 
好 f(z) > f(zo). 又 大 X00 一 6<x<zo 而 zz 一 zo <0, 则 显然 亦 有 f(x) 一 f(xzo) <0， 
即 f(x) < f(xo). 证 明 已 完毕 . 
费 马 (P.Fkrmat) 定理 设 函 数 f(z) 是 在 某 一 区 间 之 内 定义 的 , 并 且 在 这 区 间 
的 内 点 c 取 最 大 (最 小 ) 值 . 若 在 这 点 处 存在 着 有 限 导 数 7(c), 则 必须 fr(c) = 0Q@. 


证 明 为 了 明确 起 见 , 设 f(x) 在 点 c 处 有 最 大 值 . 假定 f'(c) 关 0, 就 可 引出 了 矛 
层 : 设 J/(c) > 0, 则 当 xz > e 而且 充分 接近 于 c 时 ( 依 引 理 ) 就 有 f(x) > fl(c), 又 若 
慷 f/(c) < 0, 则 当 x < 而 且 充 分 接近 于 c 时 亦 有 f(x) > f(c). 在 这 两 种 情形 , fl(e) 
部 不 能 是 消 数 f(z) 在 区 间 之 内 的 最 大 值 . 所 得 的 矛盾 就 证 明了 定理 . 


回想 [91, 92] 导数 y = 了 (z) 的 几何 说 明 是 曲线 y = f(z) 的 切线 的 斜率 . 导数 
f'{c) 等 于 零 , 在 儿 何 上 表示 在 这 曲线 上 的 对 应 点 处 切线 平行 于 zx 轴 . 图 48 使 这 情 
况 显得 十 分 清楚 

证 明 内 所 应 用 的 假定 : c 是 区 间 的 内 点 , 是 很 重要 的 , 因为 它 使 我 们 不 得 不 同时 
考察 在 c 右 方 的 点 和 在 ec 左 方 的 点 . 没有 这 一 假定 , 定理 就 不 成 立 : 若 函 数 f(x) 是 
” @ 这 命题 当然 仅 是 根据 费 马 用 来 求 函 数 的 最 大 值 及 最 小 值 的 方法 的 要 点 而 重新 产生 的 ( 费 马 并 
不 曾 有 导数 的 概念 ). 
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在 财 区 间 内 定义 的 , 并 且 在 这 区 间 的 一 端 , 达到 它 的 最 大 (最 小 ) 值 , 则 在 这 端点 的 导 
数 (xz)( 寿 存在 着 ) 也 可 以 不 是 零 . 建议 读者 去 找寻 适当 的 例题 , 这 事实 的 几何 说 明 
见 图 49. 


多 48 图 49 


作为 费 马 定理 的 应 用 , 我 们 将 证 明 一 个 关于 连续 函数 的 导数 的 有 趣 的 定理 . 


110. 达 布 (G.Darboux) 定理 ” 若 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 内 有 有 限 导 数 @@, 则 
函数 f(T) 必 至 少 有 一 次 取得 介 于 f(a) 及 f'(b) 之 间 的 每 一 个 值 


证 明 首先 假定 f/(a) 及 f(b) 有 不 同 的 符号 , 例如 fr(a) > 0 而 f(b) < 0, 要 证 
明 在 wa 与 b 之 则 存在 着 一 点 c, 在 这 点 处 导数 等 于 零 . 实际 上 , 从 有 限 导数 f/(zx) 的 
存在 可 以 推 得 清 数 f(z) 的 连续 性 [96, 2°], 于 是 依 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 [85], f(z) 
在 菜 一 点 c 处 取得 最 大 值 . 这 点 c 不 能 重合 于 a, 也 不 能 重合 于 b, 因为 根据 预备 定 
理 , 在 a 扣 的 近 处 ( 右 方 ) f(x) 大 于 f(Q), 而 在 b 点 的 近 处 ( 左 方 ) f(z) 也 大 于 f(b). 
因此 a < c <5b, 然后 依 费 马 定理 , 就 得 f'(c)=0. 


转 到 普遍 的 情形 , 取 位 于 f'(a) 及 (5) 之 间 的 任意 数 C; 为 了 确定 起 见 , 设 
f(a) > C > 了 f(b). 考察 辅助 水 数 p(z) = f(z) - Cz, 它 在 区 间 [a,b| 内 是 连续 的 并 且 
有 导数 wo'(z) = f(x)—C. 

因为 yg'(@) = f(a)-C>0, 而 yg'(0) = 了 (5) -0C <0, 故 依 已 证 明 的 定理 , 有 -- 
点 c 存在 (a <c< 中 ,在 这 点 处 

pO)=f(c)—C=0, 即 jc)=C 

所 证 明 的 定理 与 柯 西 第 二 定理 [82] 很 相似 , 根据 柯 西 第 二 定理 任 一 连续 函数 从 
一 个 数值 变 到 另 一 数值 时 , 必须 经 过 全 部 中 间 数 值 . 然而 达 布 定理 决 不 就 是 柯 西 定 
理 的 推论 , 因为 连续 消 数 的 导数 f(z) 也 可 以 不 是 连续 函数 . 

111. 罗 尔 定理 ”作为 微分 学 的 许多 定理 与 公式 及 其 应 用 之 基石 的 , 有 着 下 面 的 
简单 而 重要 的 以 罗 尔 (M.Rolle) 命名 的 定理 @. 

D 这 时 我 们 设想 在 点 a 处 存在 着 右 导 数 , 而 在 点 b 处 有 左 导 数 . 它们 在 以 后 简单 地 表示 为 f(a) 


及 fF’'(b). 
多 在 实际 上 , 罗 尔 说 出 这 命题 时 , 仅 是 对 多 项 式 而 言 . 
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罗 尔 定理 设 1) 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a,0| 内 定义 着 而 且 是 连续 的 ; 2) 至 少 在 开 
区 闻 (a,b) 内 , 存在 着 有 限 导 数 六 (z); 3) 在 区 间 的 两 端点 处 函数 值 相 等 : f(a) = f(b). 
那么 在 w 与 8 之 间 必 能 求 出 一 点 cla <c<b), 使 六 (ce) = 0 由. 


证 明 f(z) 在 闭 区 间 Ia, 吕 内 是 连续 的 , 因此 , 依 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 [85] 
f(z) 在 这 区 间 内 必 有 最 大 值 M 亦 必 有 最 小 值 m 


1，M = m, 这 时 f(zx) 在 区 间 [ww 刀 内 保持 为 常数 : 事实 上 , 这 时 不 等 式 m < 
f(z) < M 对 于 一 切 x 都 变 成 f(z) = Mi; 因此 在 全 区 间 内 f(z) = 0, 于 是 可 以 取 
(ao 人 内 的 任意 一 点 作为 c. 

2，M > m, 我 们 知道 函数 必 能 达到 这 两 个 数值 的 , 但 因为 f(a) = f(b),; 所 以 至 
少 会 在 a 与 5 之 间 的 某 一 点 c 处 达到 其 中 一 个 数值 . 这 时 , 从 费 马 定理 就 推 得 , 在 这 
点 的 导数 fr/(c) = 0. 定理 就 已 证 明 . 

用 几何 的 语言 , 罗 尔 定理 表示 为 : 各 曲线 y = 
f(x) 的 两 端 纵 标 相等 ， 则 在 曲线 上 必 能 求 出 一 点 ， 
此 处 的 切线 平行 于 x 轴 (图 50) . 

注意 , 函数 f(x) 须 在 闭 区 间 [a,83] 内 连续 , 且 在 
全 部 开 区 间 (a,5) 内 须 有 导数 存在 , 这 对 于 定理 结 
论 的 成 立 是 很 要 紧 的 . 函数 f(x) = xz 一 B(x) 在 区 间 
0,1] 内 除去 在 z = 1 时 有 间断 以 外 满足 定理 的 一 
切 条 件 , 但 在 (0,1) 内 处 处 都 是 f(x) = 1. 由 等 式 


fw) =z(0<e<3) Ri)=1-s (3 <<1) 


所 定义 的 函数 , 在 这 区 间 内 除去 当 x = . 时 ( 双 侧 的 ) 导数 不 存在 以 外 它 也 满足 定 
理 的 一 切 条 件 : 可 是 导数 Prfz) 在 左 半 区 间 内 等 于 +1 而 在 右 半 区 间 内 等 于 -1， 
定理 的 条 件 3) 也 是 很 要 紧 的 : 函数 f(z) = z 在 区 间 [0,1] 内 除去 条 件 3) 以 外 
满足 定理 的 一 切 条 件 , 而 它 的 导数 到 处 是 f(z) = 1 
这 些 函 数 的 图 留 给 读者 自己 去 夯 


112. 拉 格 朗 日 公式 ” 转 而 讨论 罗 尔 定理 的 直接 的 推论 . 

拉 格 朗 日 定理 ” 设 1) f(x) 是 在 闭 区 间 lo, 中 内 定义 着 的 而 且 是 连续 的 , 2) 至 
少 在 开 区 间 (a,b) 内 有 有 限 导 数 f/(x) 存在 . 那么 在 a 与 b 之 间 必 能 求 得 一 点 c(a < 
c 之), 它 满足 等 式 


f(b) 一 f(a) 


= fo) (1) 


OD 当然 , 在 1) 内 所 假定 的 函数 f(z) 在 (a,b) 内 的 连续 性 , 已 可 从 2) 推 得 , 但 我 们 不 论 在 此 处 或 
以 后 都 不 拟 把 定理 的 条 件 分 解 成 互 不 相关 的 假定 . 
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证 明 引入 辅助 函数 , 它 在 区 间 [a,4] 内 用 等 式 
by = 
pho) a Fo HO 
定义 . 这 函数 满足 罗 尔 定理 的 一 切 条 件 . 事实 上 , 它 在 [4] 内 是 连续 的 , 因为 它 是 连 
续 函 数 f(z) 与 一 线性 函数 的 差 . 在 区 间 (a,5) 内 它 有 确定 的 有 限 导数 , 等 于 : 
Sh 
po) = fe) Of) 
最 后 , 用 a 和 直接 代入 , 证 实 F(a) = F(b) = 0, 即 F(z) 在 区 间 的 两 端点 处 具有 相 
等 的 数值 


因此 , 可 以 把 罗 和 尔 定 理应 用 于 函数 F(x),， 并 肯定 在 (a,b) 内 有 点 c 存在, 使 
F"'{c) = 0. 这样 


(z 一 oj 


PO 
由 此 

EO 
此 即 所 要 证 的 ， 


已 证 明 的 定理 也 称 为 (微分 学 中 的 ) 中 值 定 理 . 
罗 和 尔 定理 是 拉 格 衣 日 定理 的 特别 情形 ; 前 面 所 作 关 于 罗 尔 定理 的 条 件 1) 及 2) 
的 附注 在 此 处 仍 为 有 效 . 

转 而 讨论 拉 格 朗 日 定理 的 几何 说 明 (图 51) , 须 指 
机 纺 y 
f(b)— f(a) _ CB 

b—a AC 
是 割 线 4B 的 斜率 , 而 fr(c) 是 曲线 y = f(z) 上 横 标 
z = 上 的 点 的 切线 的 斜率 . 这 样 , 拉 格 朗 日 定理 的 论断 


就 相当 于 : 在 弧 4B 上 恒 能 求 出 至 少 一 点 M, 在 这 点 0 2? 
处 切线 平行 于 弦 4B 图 51 
已 证 明 的 公式 
pb) 一 . 
OHO po) 或 0) -fo) = f(O -0) 


称 为 拉 格 朗 日 公式 或 有 限 增 量 公式 . 它 显然 在 a > b 时 仍 为 有 效 . 

取 在 区 间 [a,3] 内 的 任意 数值 zo, 并 给 以 增 量 Az z 0, 以 不 致使 它 超出 区 间 的 
泄 十 者 为 限 . 当 Az > 0 时 应 用 拉 格 朗 日 公式 于 区 间 [zoyzo 二 Az], 当 Az < 0 时 应 
用 这 公式 于 区 间 [zo + Az, zol. 这 时 介 于 zo 与 zo 上 Az 之 间 的 数 c 可 以 表示 为 


6 三 人 于 人 人 六 此 处 0 有 <0&10. 
中 有 时 说 ,9 是 “ 真 分 数 ”; 但 不 要 以 为 它 一 定 就 是 有 理 分 数 , 数 6 亦 可 以 为 无 理 数 . 
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从 而 拉 格 明日 公式 就 可 写成 : 


Meo + Oo) — 20) = f(xo+ 0Az7). (1a) 
或 

Af(xzo) = f(zo Az)— f(z0) = f’' (xo + 0Ax): Azx(0 <0< 1). (2) 
这 等 式 给 出 在 变 元 的 任意 有 限 增 量 Az 时 的 函数 增 量 的 准确 表达 式 . 它 自 然 是 与 近 
似 等 式 [107,(3a)]: 


Af(z0) = f(zo + Az) — f(z0) = f(z0) -Ar 


相对 立 着 的 , 在 近似 等 式 里 , 只 有 当 Az 无 限 小 时 相对 误差 方才 趋 于 零 . 由 此 就 产 
生 “ 有 限 增 量 公式 ”这 名 称 ， 
拉 格 表 日 公式 的 缺点 是 在 公式 内 有 我 们 所 不 知道 的 数 909 (或 c) . 但 这 并 不 妨 
三 这 公式 在 分 析 竺 内 的 各 种 各 样 的 应 用 . 


113. 导数 的 极限 ”下面 的 附注 就 给 出 这 种 应 用 的 有 用 处 的 例子 . 假定 也 数 f(x) 
在 区 加 [zxo, zo 十 石 |( 瑟 > 0) 内 是 连续 的 , 并 且 当 x > zo 时 有 有 限 导 数 f/(z). 若 存在 
着 (有 限 或 无 穷 ) 极 限 

lim f'(x)=K, 


也 一 20 十 0 
则 在 点 zo 处 f(z) 的 右 方 导数 也 等 于 K. 事实 上 ,在 0<Ax<H 时 (1a) 成 立 . 
Az 一 0, 则 由 于 数量 9 的 有 界 性 导数 的 变 元 zo + 9Az 趋 于 zo 于 是 等 式 的 右 端 , 
之 而 左 端 , 就 趋 于 极限 KK, 此 即 所 要 证 的 . 对 于 点 zo 的 左 方 邻 域 也 可 建立 类 似 的 论 
断 [. 
作为 例子 , 考察 在 区 间 [1,1] 内 的 函数 


f(z) = zarcsinz+ V1 7?. 


若 一 1 < x < 1, 则 依 微分 学 的 普通 法 则 , 很 易 求 出 : 
2 一 -一 
1— zw* 


广 (z) = arcsin z 十 二 二 arc sin Z， 


当 2 一 1 一 0(z 一 -1+0) 时 这 导数 显然 趋 于 极限 5 了 就 是 在 x = 士 1 时 也 存在 着 ( 单 侧 
的 ) 导数 : 
f'(+1) = +7. 


上 述 的 附注 最 常 应 用 于 下 面 的 情况 : 由 所 求 的 导数 式 当 z 由 这 一 方 或 男 一 方 趋 
于 zo 时 而 趋 于 oo ) 这 一 事实 , 就 可 作出 结论, 在 点 zo 本 号 的 对 应 的 单 人 出 导数 
等 于 二 oo( 一 oo)， 


巴 仅 在 少数 的 情形 中 我 们 可 以 确定 它 ; 例如 , 对 于 二 次 函数 f(z) = az? 十 bz 十 c, 很 易 验 证 0 = 
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例如 , 春 回 顾 101 中 考察 过 的 函数 用 (z) = zs 及 f(x) = x3, 则 得 
/ ] “J 2 
/1(7) = 有 273， J2(2) = si78: 

因为 第 一 式 在 z 一 土 0 时 趋 于 +ee, 而 第 二 式 在 x 一 十 0 与 x 一 一 0 时 分 别 趋 于 二 ec 
与 ~00, 故 知 f(x) 在 点 x = 0 处 有 双 侧 的 导数 : +coc, 而 所 (x) 在 该 点 处 只 有 单 侧 
的 导数 : 右 方 的 导数 +oo, 左 方 的 导数 -oo 

由 上 述 的 论断 束 可 推 得 , 大 有 限 导 数 f'(z) 在 某 一 区 间 内 存在 , 则 它 本 身 也 必 为 
2 的 函数 , 且 这 消 数 不 能 有 通常 的 间断 或 牙 度 : 在 每 一 点 处 ， 全 或 是 连续 , 或 是 有 第 
二 类 间断 [比较 102,2?]. 

114. 柯 西 公式 ”有 限 增 量 的 公式 将 依 下 列 方式 来 推广 : 

柯 西 定 理 设 1) 函数 f(x) 及 g(x) 在 闭 区 间 [a,0| 内 连续 ; 2) 至 少 在 开 区 间 
(a,b) 内 有 有 限时 数 f/'(z) 及 g(x); 3) 在 区 间 (a,b) 内 g'(z) 关 0. 

那么 在 a 与 5 之 间 必 能 求 出 一 点 c(a <c<b), 使 


这 公 邢 称 为 柯 西 公 式 ， 


证 明 首先 将 确定 , 等 式 左 端 的 分 母 不 等 于 零 , 因为 否则 , 这 表达 式 就 没有 意义 . 
假 符 g(5) = g(a), 则 依 罗 尔 定理 , 导数 g'(x) 在 区 间 内 的 某 一 点 处 就 要 等 于 零 , 这 是 
违反 条 件 3) 的 ; 因此 g(b) # g(a). 


现在 考察 辅助 旺 数 


这 消 数 满足 罗 尔 定理 的 一 切 条 件 . 实际 上 , F(z) 在 [a,9| 内 是 连续 的 , 因为 f(x) 及 
g(x) 都 是 连续 的 ; 导数 F(z) 在 (a,b) 内 存在 , 就 是 , 它 等 于 

fo) f(a) ee 

ea) 9 

最 后 , 用 a 和 bb 直接 代入 , 得 知 F(a) = F(5) = 0. 由 于 这 样 , 在 区 间 (a,6b) 内 存在 着 
一 点 c, 使 F'(c) = 0. 即 


CE 


/ J )= (0) / 站 
. (c) og(b) — g(a) 9 (6 =0 
或 
f’(e) 过 f( js LO g'(c) 
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用 g'(c) 去 除 (这 是 可 以 的 , 因为 g'(c) 关 0), 就 得 出 所 求 的 等 式 . 
很 明显 地 , 拉 格 明日 定理 是 柯 西 定理 的 特别 情形 . 要 从 柯 西 公式 得 出 有 限 增 量 
公式 , 只 需 令 g(x) = z. 柯 西 定理 常 称 为 (微分 学 中 的 ) 广义 中 值 定理 . 
柯 西 定理 的 几何 说 明 亦 同 拉 格 朗 日 定理 的 一 样 ， 要 使 读者 很 容易 地 看 出 这 点 ， 
换 成 为 一 种 表示 法 : 把 z 换 成 而 肾 数 改 记 为 p(t) 及 y(). 若 t 在 区 间 [a, 8] 内 变 
动 , 则 柯 西 公式 就 写成 : 
v6)— Yo) VO 


OG pM YM 9 


z= p(t), y= Vt) (aosgtgb) (5) 


所 给 定 的 曲线 . 于 是 公式 的 左边 在 这 里 就 表示 着 连接 曲线 两 端的 弦 的 斜率 , 而 右 端 则 
表示 弧 上 对 应 于 t= 的 那 一 点 处 的 切线 的 冬 率 [106, (11)]. 


附注 ”这些 想法 暗示 着 由 拉 格 天 日 公式 导出 柯 西 公式 的 可 能 性 . 推导 的 要 点 在 
于 : 如 末 不 用 参 变 天 系 式 (5) 而 改 用 直接 关系 式 ; y = f(z), 则 公式 (4) 显 出 是 与 (1) 
有 同等 意义 的 . 
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115. 高 阶 导数 的 定义 ” 夯 消 数 y = f(z) 在 某 一 区 间 内 有 有 限 导 数 y = 
f(z), 则 后 者 本 身 就 代表 z 的 另 一 图 数 , 于 是 可 能 过 到 这 函数 在 内 的 某 一 点 zo 
处 也 有 有 限 或 无 穷 寻 数 . 它 台 称 为 图 数 y = f(z) 在 该 点 处 的 二 阶 导数 , 并 以 下 列 记 
号 之 一 来 表示 : 


qa2? qd2- 
SY, yy, Dy SEY, pr(zo), Drf(zo0) 
例如 , 我 们 已 在 92 内 看 到 过 , 动 点 的 速度 是 它 所 经 过 的 路 程 关于 时 间 t 的 


2 


导数 : v= 亿 , 加 速度 a 是 速度 v 关于 时 间 t 的 导数 : a = 包 ， 这 就 是 说 , 加 速度 是 


dt 
2 
路 程 关 于 时 间 的 二 阶 导数 : 二 5 
类 似 地 , 若 函 数 y = f(z) 在 整个 区 间 区 内 ( 即 在 这 区 间 内 的 每 一 点 ) 有 有 限 二 


阶 导数 , 则 它 在 内 任意 点 zo 处 的 有 限 或 无 穷 导 数 就 称 为 图 数 y = f(x) 在 这 点 处 
的 三 阶 导数 , 并 记 成 : 
diy df (zo) 


dr3) 2 ， 万 2y; cr3 ) f” (zxo), D* f(z0). 
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“II92 . 

用 相似 的 方法 由 三 阶 导数 可 得 出 四 阶 导 数 , 等 等 . 若 假定 (” - 1) 阶 导数 的 概念 
已 定义 过 , 且 (nn 一 1) 阶 导数 在 区 间 内 存在 而 且 是 有 限 的 , 则 它 在 这 区 间 内 某 一 点 
zo 处 的 导数 称 为 原来 函数 y = f(z) 的 n 阶 导 数 ; 它 的 表示 法 , 采用 记号 


f(zo) ff‘™) (x0), D™ f(zxo). 


dy n 
y™, Dy 


) 


drn ， 
有 时 在 应 用 拉 格 明日 或 柯 西 的 表示 法 时 , 可 能 需要 指出 依 那 种 变量 而 取 导数 ; 那 


时 它 就 写成 下 标的 形式 : 
. 是 代 蔡 zz zzz,:… 的 约定 简写 法 . 例如 , 可 以 写成 a = 3 人 


其 中 Z2 ,73，,， 
(读者 明白 , 此 处 的 整个 记号 
太 或 及， Df 或 Dr 


anf 
dr ) 
可 以 看 成 是 也 数 记号 .) 
用 这 种 方法 , 从 一 阶 导 数 依次 推 到 后 一 导数 , 我 们 就 “归纳 地 ”定义 了 n 阶 导 数 


的 概念 . 确定 n 阶 导数 的 关系 式 : 


g = vy" 


i 
2 》 


也 称 为 递 推 大 系 式 , 由 于 它 可 以 使 我 们 从 ” 阶 导数 还 原 到 (”- 1) 阶 导数 
n 阶 导 数 的 求法 , 在 已 给 定 n 时 , 就 依 读者 所 已 经 知道 的 法 则 及 公式 去 进行 . 例如 , 若 


1 4 1] 3 2 4 
二 一 一 一 2 个 一 -一 
1/ 5 6Z 十 < 十 本 7 
= 12, 


: 4 
y 一 223 一 二 22 十 47 十 二 ， yy =67 z+4, y= 127 一 1 o 


则 
1 
2 3 
于 是 以 后 的 各 阶 导数 都 恒 等 于 0 
或 设 
yy 一 In(zZ 十 VZ2 十 1); 
出 
/ ] 1/ 必 /1/ 2z” 一 Py 
4 一 5 ; VY 二 一 3)5 2 一 ; 等 等 . 
Vz2 十 1 (z2 + 1)3 (z2 + 1)3 


须 指出 , 关于 高 阶 导数 亦 可 以 归纳 地 建立 单 侧 导 数 的 概念 [参阅 100]. 车 函数 
y = f(z) 仅 在 菜 一 区 间 + 内 定义 着 , 则 当 说 及 它 在 区 间 的 端点 的 任意 阶 导数 时 , 总 


是 指 的 单 侧 导数 
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116. 任意 阶 导数 的 普遍 公式 ”一 般 说 来 , 要 计算 任何 顺 数 的 ” 阶 导 数 , 必须 预 
和 完 求 出 前 面 一 切 阶 的 导数 . 然而 在 有 许多 情形 , 却 能 顺利 地 建立 n 阶 导数 的 普遍 式 ， 
它 直 接 依 赖 着 n, 而 不 再 包含 前 面 各 阶 导数 的 记号 . 

在 推导 这 种 普遍 式 时 , 下 列 公式 有 时 是 有 用 处 的 : 


(cu) = ecu, vtv) = + v0" 
它们 是 读者 所 已 经 知道 的 97 中 法 则 了 工 及 II 推广 到 高 阶 导 数 时 的 结果 . 逐次 地 应 用 
这 些 法 则 , 就 很 容易 得 出 它们 . 
1) 首先 考察 窒 哨 数 y = x*, 其 中 是 任何 实数 . 我 们 依次 有 


// 


”三 HU 一 也 以 


由 此 也 很 多 看 出 普 明 的 规律 : 


Ve yn 
本 


J i 


ye 


但 严格 说 来 , 它 必须 再 加 证 明 . 为 此 , 可 利用 数学 归纳 法 . 假设 在 n 的 某 一 数值 时 这 
公式 是 对 的 , 再 微分 它 一 次 , 我 们 就 得 到 : 
EO sh 
= 
因此 , 如 果 我 们 的 公式 对 于 nn 阶 导 数 时 是 对 的 , 则 对 于 (十 1) 阶 导 数 也 是 对 的 . 由 
此 也 就 推 得 它 对 于 一 切 自 然 数 ”的 数值 是 正确 的 . 
例如 , 夺取 j= -1, 则 得 


(= (7) 人 (—D)™ mal 


x Tn+1 
[7 时 ， 
-0 0. 
余 依次 类 推 . 


”人 @ 记 号 ml 表示 自然 数 的 连 乘积 , 这 些 自然 数 不 超 过 n 并 且 每 两 数 间 的 差 都 是 二 , 例如 ， 


Te 1 30.7 .10 S224:068710. 
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当 /本身 是 自然 数 mm 时 , 则 zm 的 mm 阶 导 数 已 经 就 是 常数 ml 而 一 切 以 后 的 
导数 束 部 是 等 . 由 此 , 明显 可 知 , 对 于 mm 次 整 多 项 式 亦 有 相似 的 情况 . 
2) 对 于 略为 普遍 的 一 些 式 子 


y= (a++bz)* (6,6= 第 量 ) 
仍旧 很 容易 求 出 : 
yt =h(K— 11) (4 n+1):.b6. (a+br) ™. 


特别 情形 , 同上 面 那样 , 得 出 


EE 一 Drnlbn 1 ) = (—1)"(2n — To 
et VOD 2n(a + br) ?Vatobr 


3) 今 设 y= Inzx. 首先 有 
/ / l 
y = (In2) = 二 
由 此 式 依 1) 内 的 对 应 公式 取 (n 一 1) 阶 导数 , 在 它 里 面 把 n 换 成 n 一 1: 那 时 我 
们 亦 就 得 出 


人 TT 


J DD 


很 容易 用 数学 归纳 法 证 明 . 
特别 情形 , 显然 有 


Ce 全 


5) 假定 y = sin zx; 则 


V0 YW ms V0 
Val 二 Sin zx. yy 二 0057， 
由 这 一 途径 去 求 ” 阶 导数 的 普遍 式 是 比较 困难 的 ， 但 若 把 一 阶 导数 的 公式 改写 成 


i 和 二 了， 事情 就 立刻 简单 化 了 ; 很 清楚 的 , 每 微分 一 次 以 后 , 就 只 要 在 变 元 
i 


(sin 2)(™) = sin (z 十 n- 二 8 
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类 似 地 又 可 得 出 和 公式 


(cos £2)‘") = cos (z 十 2 ) ; 


Ee 1 Re 


1 1 1 
2 2a 人 二 
我 们 就 有 利用 例 2) (以 及 在 开始 时 已 经 就 指出 的 一 般 法 则 ) 的 可 能 性 . 最 后 
1 (人 (1)"n! 1 i 
全 三 忆 人 20 ( — a)ntl 下 (7 + ajnti 


7) 在 师 数 y = e*? sin bz 的 情形 , 我 们 将 利用 更 巧妙 的 方法 . 就 是 , 有 


y = ae” sin bz 十 be cosbz,; 
大 引入 由 下 列 条 件 所 定义 的 辅助 角 y 


b 


a 
Sina wp 王 一 ， C0SY = 一 一， 
* Va bo i Va2+b: 


则 一 阶 导数 的 表达 式 就 可 以 改写 成 


y = /a?+b?2.e”.(sinbr.cosw+ cosbr .sing) 
一 va2 十 02.e….sin(bz 十 O). 
重复 地 微分 , 很 易 根 据 数 学 归纳 法 而 建立 普 过 的 规律 


zt 一 (a” 站 0 .e”… .Sin(bz + np). 


8) 再 讨论 函数 y = arctgz. 首先 让 我 们 设法 用 y 表示 y". 因为 x = tgy, 故 


. 
‘= T= y= cosy.sin (y+ 73) 


2 
再 关于 z 而 微分 它 (并 记 住 y 是 zx 的 函数 ) , 则 得 


y 


Ye 一 sing .sin (y+ | 十 cos .COs (y+ ;> yy 
一 cos2y/ COS (2y 十 3) = cos” 31 .Sin 2 (y+ 3 , 
又 一 次 的 微分 给 出 


人 |-2singy .cosy .sin2 (y+ | 十 2668” i002 (y+ | vy 


2 
~—2c0s yy . cos (3y + 2- 多 


虽 = 2cossy .sin3 (y+ 53) 
普遍 的 公式 


y(n 1)cos"y.sinn (y 十 5 ) 


2 
可 由 数学 归纳 法 证 明 . 
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若 (在 z>0 时 ) 引入 角 


1 1 
2 之 一 arctg 一 一 一 一 2 
2 


则 这 公式 可 以 改写 成 


(二 (人 一 1 2 sin7mz(T 一 2 
y 人 [12 (x — 2) 
或 最 后 ， 
y= (Gp “Sinnarctg—. 
( 工 十 Z2)2 2 
9) 最 后 , 可 作为 一 个 练习 题 来 建立 公式 
1 
nn/ nl. n C7 
Dp ge (st) a 


它 在 nn 二 1 及 nn 二 2 时 的 正确 性 可 以 直接 验证 . 现在 假设 , 它 对 于 的 一 切 数值 , 直到 n 之 2 的 
某 一 数值 为 止 都 是 对 的 , 要 证 明 它 当 n 换 成 nn 十 1 时 仍旧 也 对 .为 这 目的 , 考察 表达 式 
D+! (zes)= DID(r"e*) 
全 Drfnznz-les 一 x" -2e5| 


1 


= D"(z"-!ez) = DID” "(yeéz), 
应 用 我 们 的 假设 , 可 以 改写 这 表达 式 为 


D"ti1(y"ez) = (= ez 


Tn+1 Tn 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
因此 , 这 公式 对 于 一 切 自 然 数 值 n 时 都 是 对 的 . 


117. 莱 布 尼 菊 公式 ”我 们 在 前 一 目 开 始 时 曾 指出 97 的 法 则 工 及 II 可 以 直接 
移 用 到 任意 阶 导数 的 情形 . 但 处 理 关 于 乘积 的 导数 的 法 则 III 却 较 为 费事 . 

假定 u,v 是 z 的 函数 , 且 各 自 有 直到 n 阶 为 止 的 各 阶 导 数 ; 我 们 将 证 明 这 时 它 
们 的 乘积 y = wv 亦 有 m 阶 导数 , 并 将 求 出 它 的 表达 式 . 

应 用 法 则 II 逐次 微分 这 乘积 ; 我 们 就 求 出 : 


yy 三 Uy”, yy Ee 于 Be EE Uv”, i = 于 六 区 刘 移 于 LO 加 


很 多 看 出 导出 一 切 这 些 公式 的 规律 : 它们 的 右边 使 我 们 想起 二 项 式 的 各 次 寡 久 4 十 
v, (4 十 9)*, (4 十 23,…， 的 展开 式 ， 只 把 w,v 的 各 次 千 换 成 对 应 阶 的 导数 罢了 . 车 
在 所 得 的 公式 内 把 w,v 写成 wo ,vt0 ,其间 的 相似 性 就 更 为 完全 . 推广 这 一 规律 到 


中 请 读者 注意 数学 归纳 法 在 应 用 上 的 这 一 独特 的 形式 ; 实际 上 (参阅 下 面 的 课文 ) , 我 们 将 利用 
这 公式 在 n 及 n 一 1 时 的 正确 性 . 
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任意 的 n 的 情形 , 即 得 普遍 的 公式 9: 


y= (0) = 5 Olu dv 
i=0 
一 Wo nu Dy 十 2 本 本 


a i ce 
RL a a eR (1) 


要 证 明 它 的 正确 性 , 可 再 运用 数学 归纳 法 . 假设 对 于 某 一 n 值 上 式 是 对 的 . 者 
消 数 wu 的 (n 十 1) 阶 导 数 也 存在 , 则 可 以 依 zx 将 上 式 再 币 分 一 次 ; 我 们 就 得 : 


ye es 全 [wv] 


1 二 0 
ST Civ itl) yd) i > Ciu Dvitl). 
2 二 0 ?一 (0 
今 将 合并 在 最 后 两 个 总 和 内 含 函 数 w,v 的 同 阶 导 数 的 各 个 乘积 (很 易 看 出 , 在 
每 一 乘积 内 , 导数 的 阶 的 总 和 始终 是 等 于 n 十 1). 乘积 vt*+Dw(%) 仅 包 含 在 第 一 个 总 
和 内 (在 ;= 0 时 ) ; 在 这 总 和 内 , 它 的 系数 是 C9 = 1. 完全 与 此 相同 , wwv(*+D) 仅 
包含 在 第 二 个 总 和 内 (有 序号 =n 的 项 ) , 它 的 系数 是 C7 = 1. 包含 在 这 两 个 总 和 
内 的 其 他 的 一 切 乘积 , 它们 的 形式 是 w+1-Rjv(*) 并 且 1 < kk < n. 每 一 个 这 种 的 乘 
只 , 在 第 一 个 总 和 内 能 遇 到 (有 序号 i = 的 项 ) , 在 第 二 个 总 和 内 亦 能 遇 到 (有 序号 
i 二 上 一 1 的 项 ) . 对 应 的 系数 的 和 是 Cx 十 CR-1. 大 家 都 已 经 知道 ， 


Ot Te 
这 样 ， 最 后 求 出 : 


Yt) = ut Dy) 十 SC yuh) Ay) + wo vent 
k=1 
nn 十 1 
=5 Ok, iulntD) -y(t), 
k=1 


DD 记号 2 表示 同一 类 型 的 诸 项 的 总 和 . 当 这 些 项 都 依赖 着 一 个 标 数 , 而 这 个 标 数 是 在 确定 界限 
内 变动 着 时 , 这 些 界 限 就 必须 (在 下 面 及 在 上 面 ) 指示 出 来 . 例如 = 


8， 第 三 章 导数 及 微分 [118] 


为 = 世 册 

我 们 已 得 到 yt"+95 的 表达 式 , 它 完 全 类 似 于 表达 式 (1) ( 仅 nn 换 成 n+1) ; 这 样 
就 证 明了 公式 (1) 对 于 一 切 自然 数值 ”的 正确 性 . 

已 建立 的 公式 (1) , 称 为 莱 布 尼 茨 公式 . 在 推 求 n 阶 导数 的 普遍 式 时 , 它 经 常 是 
有 用 处 的 . 

须 指 出 对 于 许多 因子 的 连 乘积 y = wv.…t 的 n 阶 导数 , 也 可 建立 这 样 的 公式 
它 己 多 项 式 的 需 (4 十 v 十 … 十 ” 的 展开 式 相 类 似 . 


118. 例题 1) 用 莱 布 尼 芯 公式 (1) 求 


的 导数 . 令 v == x*,w = cos ax. 那 时 


1(*) a . COS (az + k= ) s vy 一 27， 二 全 re = 0. 
2 
这 样 , 在 公式 (1) 内 除去 首 三 项 外 , 其 余 各 项 都 等 于 零 , 于 是 我 们 就 得 到 
5 
(uv) 450) 一 22 .a .cos (az 十 50. 7) 二 了 -Dw a p08 (az 十 49. 可 
50 . 49 


48 .| 天 
和 “2.:Q .COS (az + 48 | 
=a’ |[(2450 — a2z2) cosaz — 100az . sin az]， 
2) 回 到 116, 7), 现在 我 们 就 能 够 由 莱 布 尼 茨 公式 直接 得 出 函数 
y=e” .Sinbr 


的 n 阶 导数 的 普遍 式 : 


| —1] 
y= ee sin bz 避 = ) gn 2p? i ) 


1 .2 
十 COS bz (nor 一 Le 十 … 上 
3) 求 滑 数 y = arcsinz 的 (n 十 1) 阶 导数 的 表达 式 . 
首先 , 我 们 有 
a 1 加 1 1 
” VI—zi 1 十 工 1 
于 是 依 莱 布 尼 茨 公式 ， 
Vili 二 Zz 1—zx 1 二 zx 1—z 
) 
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今 车 应 用 在 116, 2) 内 所 得 的 公式 去 求 -二 = 及 -用 二 = 的 各 阶 导数 , 就 得 结果 
(n+1) 1 [2 1)1 CH 
dvi (lta) (1+2)"-1(1—z) 
| 
1.2 (1 + xX)7-2(1 — 17)? ，。。 ， 


4) 求 函 数 y = arctgz 在 x 二 0 时 的 各 阶 导数 的 数值 . 


内 为 洲 = 了 二 三; 故 (1 十 2) 一 1 在 这 等 式 两 端 取 n 阶 导数 (应 用 莱 布 尼 获 公式 ): 


(1 + 2 十 2n7 y+ n(n om 1)- y=0. 


在 此 处 令 zx = 0; 若 以 添加 下 标 0 来 表示 在 z = 0 时 的 导数 值 , 则 得 


yt _ _n(n 加 1) | go 
2 . 二 米 /1/ 2 Ai - /1 1 AAA Fr 一 一 my 
在 z 二 0 时 ,导数 y= Ty 等 于 0; 友 = 0. 由 已 求 出 的 关系 式 易 见 恒 有 yy>” = 0， 


至 于 奇 阶 导数 , 就 有 递 推 公式 : 
y+) 一 —(2m 1) . Dp . gm 


注意 2 = 1, 由 此 就 得 : 
y= (1)"™ (2n), 
这 一 结果 也 可 以 从 116 例 8) 的 普遍 公式 内 得 出 ， 
5) 对 函数 y = arcsinz 也 一 样 . 
提示 ”应 用 莱 布 尼 交 公式 于 关系 式 : 


(1—-2).y ry =0. 


答案 : 


gm) 一 0 一 12.32. (2m 12 = [(2m 一 1 由 2 


要 从 3) 的 普遍 式 内 得 出 这 一 结果 , 却 没有 这 样 简单 . 
勒 让 德 多 项 式 ” 最 后 , 我 们 来 考察 以 勒 让 德 (A.M.Legendre) 命名 的 重要 多 项 式 , 它 由 下 
列 等 式 


d" (zx* — 1)” 
Xn (7£) = Cr 一 一 一 一 
(2) 


来 定义 , 其 中 常 系数 Cn 的 值 可 看 情形 根据 怎样 能 够 方便 的 原则 而 给 定 . 

首先 要 证 明 : (n 次 ) 多 项 式 Xa(z) 有 mn 个 不 同 的 实 根 , 这 些 根 都 在 一 1 与 +1 之 间 . 为 简便 
起 见 , 暂 设 C% = 1. 

不 难看 出 , 多 项 式 (z2 一 11)" = (z 一 1)”(z 十 1)” 和 它 的 n 一 1 个 相继 各 阶 导 数 在 x = 土 1 
时 变 为 零 . 于 是 根据 罗 尔 定理 [111], 它 的 一 阶 导数 也 将 有 根 在 -1 与 +1 之 间 ; 依 同 一 定理 , 一 
阶 导数 将 有 两 个 根 在 -1 与 +1 之 间 , 这 样 一 直到 n 一 1 阶 导 数 , 它 除了 有 根 一 1 与 十 1 外 , 还 有 
n 一 1 个 根 介 于 其 间 . 再 对 这 导数 应 用 一 次 罗 尔 定理 , 便 得 到 所 要 证 的 结论 . 

仍 令 系 数 Cu = 1, 我 们 来 确定 多 项 式 Xu(z) 在 x = 土 ] 时 的 数值 . 


(n = 1,2,..:) 
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把 需 (x? 一 1)” 看 成 (z 十 1)* 乘 (x 一 1)™ | 的 积 , 依 莱 布 尼 茨 公式 可 以 写成 : 


n d"(z—1)” 1 d(z+1)" 
X, (7x) = DC 
(Z) 王 (Z 十 1) 了 十 C 
qd (7 一 1)” d"(z +1) 
a a D)" 


因为 从 第 二 项 起 的 各 项 都 含 因 式 xz 一 1, 它们 在 x = 1 时 都 等 于 0, 所 以 显然 有 : 
Xn(l)= 2 .nl. 


类 似 地 可 得 : 
Xn(—1) = (1)" .2 .nl. 


磊 在 定义 勒 让 德 多 项 式 X, (x) 的 一 般 公式 中 设 cv = 二 5 则 得 到 特别 常见 的 多 项 式 , 今 
后 我 们 将 把 这 多 项 式 记 为 P,(z), 其 特征 是 在 点 z = 1 和 z = -1 处 取 值 P,(1) = 1,P(—1) = 
(—1)". 

用 莱 布 尼 世 公式 很 易 进 一 步 证 明 勒 让 德 多 项 式 X, (x) 满足 下 列 关系 式 : 


(T° — 1)X/ +27. Xi — nn+1)X,=0, 


它 在 这 类 多 项 式 的 理论 中 担任 着 重要 的 角色 . 
实际 上 , 邻 y = (z* - 1)”， 就 有 


y 二 2nz. (zx? 一 1)”-!， 于 是 (tT — 1).y = 2nz.Y. 


今 在 最 后 的 等 式 的 两 端 各 取 (n + 1) 阶 导数 ; 依 莱 布 尼 茨 公式 ， 
位 加 1)y™+2) 十 (n 十 1) .D7 . yt mt) 十 es 1) .9. yt™) 
一 27T WP 十 1) 十 (nn 二 1).:2n. yt 
由 此 
(x 1)y'™+2?) 十 27y(™ 1) 一 n(n 十 1)7 (n) = 0, 
再 以 cn 滋 之 , 就 得 到 所 要 证 明 的 关系 式 . 
119. 高 阶 微分 今 转 而 讨论 高 阶 微分 ; 它们 也 是 归纳 地 来 定义 的 ， 函 数 y == 
f(z) 的 (一 阶 ) 微分 在 某 一 点 处 的 微分 称 为 函数 在 这 一 点 处 的 二 阶 微分 ; 记 为 : 
0d2y = d(dy). 
一 阶 微分 的 微分 称 为 三 阶 微分 : 


dy = d(d2y). 
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一 般 地 说 , 函数 y = f(x) 的 (n -了 阶 微分 的 微分 称 为 函数 y = f(z) 的 n 阶 微分 : 
dy = d(d™ -1y)19). 
奋 应 用 函数 记号 , 则 各 阶 微分 可 以 表示 为 : 
A A 


在 这 里 我 们 还 可 以 指出 这 些微 分 是 在 x 的 特别 值 x = zo 处 取 值 的 . 

在 求 高 阶 微分 时 很 重要 的 一 件 事 , 是 要 记 住 dz 是 不 依赖 于 z 的 任意 的 数 , 关于 
z 而 微分 时 必须 把 它 看 成 常数 因子 . 在 这 种 情形 , 将 有 (始终 假定 对 应 的 导数 是 存在 
的 ): 


d2y = d(dy) = d(y' .dr)= dy .dr = (ydr).dr=y .dr’, 
a /0 A 


等 等 . 很 易 猜 出 普遍 规律 是 
dy = .dr"™, (2) 


这 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 由 它 就 推 得 


dr 
CQ 
y dr 
于 是 从 今 以 后 , 这 记号 就 可 以 看 成 分 数 了 . 
利用 等 式 (2) ,现在 很 容易 改造 莱 布 尼 欧 公式 使 适用 于 微分 .只 要 在 它 的 两 边 
各 来 以 d(x”), 就 可 得 出 


d™ (uv) -> Om to ed ey 


莱 布 尼 小 当初 所 建立 的 公式 , 原来 就 是 关于 微分 的 ， 


120. 高 阶 微分 的 形式 不 变性 的 破坏 ”回想 起 函数 的 (一 的 微分 具有 形式 不 变 
的 性 质 , 自然 就 要 问 高 阶 微分 是 否 也 具有 相似 的 性 质 . 今 将 指出 , 即使 二 阶 微分 就 已 
不 具有 这 种 性 质 了 . 


wdz2,dz3,… 等 等 恒 理 解 为 微分 的 寄 : (dx)?, (dz)3,.… . 逢 的 微分 则 记 成 : d(x?), d(z3),…. 


19) 我 们 强调 指出 : 在 公式 d2y = d(dy) 与 dry = d(d?-1y) 中 , 当 Az 固定 时 所 有 的 微分 都 看 成 zx 
的 函数 , 为 了 使 微分 能 重复 施行 , 这 是 必要 的 . 我 们 发 现 [参看 104 目的 脚注 18) ], 当 Az 固定 时 ， 
dy 是 z 的 函数 , 而 dz 是 常数 ; 同时 dy = 2 dz， 这 样 就 可 以 谈 困 数 dy 作为 z 的 田 数 的 可 微 性 , 并 
| (dy)’ = (ydz)’ = Ydz; d(dy) = (dy) dz = WW- (dz)? 等 等 , 由 微分 求 时 
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因此 , 设 y= f(z) 而 z= y(t), 于 是 y 可 以 看 成 t 的 复合 函数 : y = f(gp(t)). 它 
关于 二 的 (一 阶 ) 微分 可 以 写成 : dy = wdz, 此 处 dx = z! .dt 是 t 的 函数 . 再 求 关 
于 上 的 二 阶 微分 d2y = ddz) = dy dz 十 妈 …d(dz). 微分 dy/ 可 以 再 应 用 (一 阶 ) 
微分 形式 的 不 变性 , 化 为 dy = W' . dz, 于 是 最 后 得 


dy = 2 ， 0 Yd, (3) 
然而 当 z 是 目 变量 时 , 二 阶 微分 的 形式 却 是 d2y = yi :dx?. 当然 , 表达 式 (3) 是 d2y 


的 更 普 忆 的 表达 式 : 符 在 特别 情形 , x 是 自 变量 , 则 dz = 0, 于 是 仅 留 下 第 一 项 了 . 
上 且 举 一 例 . 设 y = x*, 于 是 当 x 是 自 变 量 时 : 


Uy = 2 d*y = 2d7*. 


~ 人 2 
ea 


a 


二 


dy =46dz， dy = 1212dt2. 


dy 的 新 表达 式 可 以 从 原 式 得 出 , 只 要 把 z = 如 ,dx = 2tdt 代入 即 得 . 但 对 于 d2y 却 并 不 如 此 : 作 
同样 的 代 换 后 , 我 们 得 到 的 是 8t2dt? 而 不 是 1212dt2. 但 若 依 + 微分 等 式 dy = 2zadz, 设想 x 是 + 
的 函 效 , 则 与 (3) 相似 , 得 公式 

dy = 2dz2 十 27d27， 


在 此 处 代入 了 = 刀 ,dz = 2tdt, ad2z = 2dt?*, 这 才 得 出 正确 的 结果 : 1212dt2. 

因此 , 硬 x 不 再 是 和 目 变 量 时 , 二 阶 微分 dq?y 就 要 用 x 的 微分 的 二 项 式 (3) 来 表 
示 . 对 于 三 阶 以 后 各 阶 微分 (在 转变 成 新 变量 时 ) 附加 的 项 数 还 要 增加 . 因此 , 在 用 
微分 表示 高 阶 导 数 yy …. 的 表达 式 


2 人 
人 (4) 


1 J 
Vr? a adr?2 》 Vr3 Be 
内 , 已 不 能 依 任意 变量 取 微分 , 而 仅 能 依 变量 > 了 ， 


121. 参 变量 微分 法 ”虽然 如 此 , 我 们 仍 可 以 把 关于 x 的 导数 用 依 任意 变量 上 而 
取 的 微分 写 出 来 , 只 是 它们 将 繁复 得 多 . 就 是 , 设想 一 切 下 面 所 写 的 微分 是 依 t 而 取 
的 , 则 依次 地 有 
1 (到 az.ad2y — dr .dy 


a E21 1 
3 dU dz 


BB 


dr. d*y — d2x .dy 
We ee (5) 


[122] $4， 高 阶 导数 及 高 阶 微分 * 203 ， 


以 后 ， 
dd2y 一 ad2z dy 
mf dz dy 一 dz do az3 
yrs dx’ dz 
dx’ (drd3y — d3zdy) 一 3dz2d2z(dzd2y — dzdy) 
— dze 
dz 
而 最 后 有 : 


my dz (dzrd3y — dszxdy) — 3d27(dzd2y — d*xdy) 


风 CU 一 CT) (9 
等 等 . 公式 (5) , (6) , .… 是 最 普遍 的 公式 ; 若 在 它 里 面 设想 x 是 月 变量 , 则 dz, diz， 
等于零, 而 我 们 就 回 到 公式 (4) ， 

我 们 所 得 的 y 关于 z 的 导数 公式 就 实现 了 所 谓 参 变量 微分 法 . 大 z 及 y 给 定 


T= p(t), Y= Y(t), 


则 如 同 我 们 在 106 内 已 看 见 过 的 , 在 已 知 条 件 下 , 由 此 定义 y 为 zz 的 限 数 : y = f(x). 
当 z 及 ?关于 上 上 的 各 阶 导 数 存 在 时 , y 关于 z 的 对 应 的 导数 亦 都 存在 , 而 且 可 用 前 
述 诸 公式 来 表示 . 

有 时 y 关于 z 的 导数 式 用 x 及 y 关于 + 上 的 导数 (不 是 微分 ) 来 表示 更 为 方便 . 
它们 可 以 很 容易 地 从 微分 表达 式 内 得 出 , 只 需 分 子 及 分 母 各 际 以 dt, dt3,dt?,.… .用 
这 方法 就 得 到 公式 


/ 
zx 一 /1 
QZ Tr 


dr dy dx dy 


1 at dt dt dat tia 一 Tre2Yt 


2Z2 


| dz ) 2 
at 
" (a 

122. 有 限 差分 “ 设 函 数 f(x) 定义 在 某 区 间 区 上 , 并 设 以 后 所 讲 的 x 值 都 是 属于 这 区 间 
的 . 将 自 变量 z 的 某 增 量 Az 固定 下 来 (为 确定 起 见 可 设 Az > 0, 但 是 设 Az < 0 也 至 无 关系 ) 
之 后 , 设 

Af(z) = f(t + Ar)— f(z), 

并 把 此 式 称 为 函数 f(x) 的 一 阶 差 分 . 一 阶 差 分 的 一 阶 差 分 称 为 二 阶 差分 : 


A*f(z) = AIAf(z) = Af(z + Az) — Af(x)= f(z+2A7x)— 2f(z+ 人 Ar)+ f(z). 
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高 阶 差 分 可 归纳 地 定义 如 下 : 


县 可 对 了 阶 差 分 建立 以 下 公式 


A"f(t)= 2 (I) Cnf(z + (ni)Az) 


1 二 0 


=f(e + nas) ~ THe tn DA + 3 fe tn AD) -+ (1)" /0) 
它 直接 用 函数 本 喘 在 等 距 分 点 
人 十 AT,ZT 十 2AZC ,2 十 PAz 


表示 出 n 阶 差分 . 这 公式 容易 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 该 者 可 以 自己 去 证 . 
现在 把 这 些 有 限 差分 跟 导数 和 微分 比较 一 下 . 
设 跑 数 f(z) 在 团 区 同 [zx60, zo 十 nAz] 上 有 n 一 1 阶 连 续 导 数 


Py ey lay 
至 少 在 开 区 间 (xo, zo 十 nAz) 上 有 有 限 的 nr 阶 导 数 f(z). 于 是 我 们 有 公式 
An f(xo) = f 0(€,) - Ax”, 其 中 zo < 6 < vo+nAx. (7) 


当 n = 1 时 , 这 就 是 有 限 差分 的 公式 , 故 有 限 差分 公式 是 公式 (7) 的 最 简单 情形 ， 为 了 要 
> 学 归纳 法 来 证 明 我 们 的 论断 ， 先 假定 公式 (7) 的 变形 , 即将 nn 换 为 ,一 1 且 对 假设 作 相应 

变 后 所 得 的 公式 成 立 , 然后 证 明 在 所 作假 定 下 , 公式 (7) 成 立 . 依 这 假定 , 可 知 函 数 Af(z) = 
0 一 了 f(z) 在 区 间 [xo, zo 十 (n 一 1)Az] 上 满足 使 (7) 的 变形 公式 得 以 成 立 的 更 多 的 条 件 ， 
因此 可 写 出 


An-I[Aj(zo)] = A*jffzo) = [fo 1 + Az)— fF DE Ar™, (8) 


其 中 zo< 6&1 < zo 十 (nn 一 1)Azx. 对 这 公式 的 右边 应 用 有 限 增 嫩 公式 吕 , 便 立 即 得 到 公式 (7) ， 
且 
TO En < En fai ATHot nAzx. 

要 注意 的 是 , 若 导数 1M(x) 在 点 zo 也 存在 而 且 在 该 点 连续 , 则 自 (7) 式 让 Az 一 0 (其 中 

En 一 T0)) 得 
(00) = lim, Hon A 下 

这 个 有 趣 的 公式 给 出 了 用 一 次 极限 步骤 求 得 n 阶 导数 的 可 能 性 , 同时 这 公 二 是 阶 导数 在 点 xo 
本 和 号 存在 这 个 唯一 的 假定 下 成 立 的 . 就 是 说 , 在 点 zo 的 茶 邻 域内 存在 导数 


Pi) 12 0 MY 


中 因 滑 数 ft*- 了 D(z) 在 区 间 [6&%-1,&w-1 二 Az] 上 连续 且 在 其 内 有 有 限 导 数 jn)(z), 故 可 应 用 有 
限 增 量 公式 ， 


[123] 8$85， 泰 勒 公式 . 205 . 


于 是 在 Az 足够 小 时 , 可 应 用 公式 (8) . 由 于 导数 f(zo) 存在 , 应 用 [96 目的 公式 (2) ], 可 写 
出 


f° OE ff Dro) = f(z0): (nt ~ zo) + a(én-1 — zo0) 
与 
fn DE i+ Ar)— FY Dg0) = jzo (t+TAz-zo+Hp + Ar— zo), 
其 中 a 与 8 依赖 于 Az 且 随 Az 而 趋 于 零 . 由 上 式 以 及 (8) 可 推出 号: 
A" f(z0) = [f°™ (zo) 十 中: Ar”, 


其 中 y 是 新 的 无 穷 小 . 最 后 , 用 Ax” 除 这 等 式 的 两 边 , 并 取 Az 一 0 的 极限 , 便 得 公式 (9) . 
但 必须 指出 (9) 只 有 在 导数 f(Y(zo) 存在 时 才 成 立 . 但 在 这 导数 不 存在 时 , 右边 的 极限 也 可 
能 存在 中. 例如 , 我 们 考察 如 下 定义 的 函数 : 


f(z) =23.sin-(z #0), f(0) =0, 
而 取 xo = 0. 这 孙 数 有 一 阶 导数 
f(z) = 32° . sin 二 一 Z CoS =-(z #0),，f'(0)=0, 
但 在 点 0 没有 二 阶 导 数 , 因此 式 


1 1 
/ pp/ 3Az” sin -一 一 Azcos 一 
f (0+ Azx) O07 Ar Ar Aren ll eol 


Ar Az Arz Arz-” 
在 Az 一 0 时 无 极限 . 但 


A*f(0) f(0+2Az)— 2f(0+ Az)+ (0) 


人 7z2? 人 Arz2 
1 1 
8Arza sin 一 2Axz3 .sin 一 
一 3 ~ 8Ax sin DA 2Axsin 和 一 0. 


85， 泰勒 公式 
123. 多 项 式 的 泰勒 公式 ” 知 p(x) 是 n 次 整 多 项 式 : 


D(Z) 一 ao 十 az 十 aoz2 十 as23 + an", (1) 


中 利用 0 <é_1-zo< (nl1)Azr(Axr > 0). 
包 因 而 (9) 式 根本 不 是 n 阶 导 数 这 一 概念 的 新 的 , 与 老 概 念 等 价 的 定义 . 
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则 逐次 将 它 微 分 次 : 
D(Z) 一 al 十 2.027 十 3.a3sZ2 十 十 见 . anZ2 一 1 
p(T)=1.2.a2+2.3.a37+ .+ (no 1n.a rc 2?, 


Dp” (7)=1:2.3.a3+ .+ (no2)n oo 1n.anr3, 


ae 


并 且 在 一 切 这 些 式 子 内 令 z = 0, 就 得 出 用 多 项 式 本 身 及 其 导数 在 x = 0 时 的 数值 
去 表达 这 多 项 式 的 系数 的 式 子 : 


a0 一 D(0)， al = 一 一 ， ao 一 


D/(0) pm) (0) 
3! | 


把 这 些 系数 的 数值 代入 (1) : 


Q3 二 


2D(Z) 一 D(0) 十 Ca 十 Py 


/// ( 7) 
+.£ (0) 3 .2 (0) (2) 
3| nl 
这 公式 与 (1) 的 区 别 只 在 于 系数 的 写法 不 同 . 
可 以 用 它 依 (x - zo) 的 罕 展 开 
p(Z)=4o 十 4 一 zZoj 十 4a(z 一 Z0) 
+Aa(z — Zo 十 :十 4n(z 一 Zo) (3) 
来 代替 它 依 x 的 宕 展开 的 多 项 式 , 这 里 的 zo 是 z 的 某 一 特殊 常数 值 . 令 z -zo 二 
&,p(7) = p(x0 +é£) = P(A), 对 于 多 项 式 


P(é) 一 Ao + A1€ + A2E? + 4363 十 .， + 46 


的 系数 , 依 已 证 明 的 式 子 , 可 得 : 


/ 
(0) P(0) < 
A0= P00) Al= Hr: A = 
ed) _ PW (0) 
”31 ”nl 
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J 
P(0)= p(xz0), P’'(0)=p (x0), P’"(0)= 2 (zx0), 
而 
Ao=p(x0), Ai= 人 A2 = 0 
(4) 
nn p(xo) pW) (zo0) 
3 3 ; ) 7 | 
就 是 说 , 展开 式 (3) 的 系数 可 用 多 项 式 本 对 及 其 寻 数 在 xz = zo 时 的 数值 来 表达 . 
把 表达 (CAN (8 
p(s)=p(s0) + eI — no) + SP) to -ao 
Mf,, (7.) /7 
ee a/ 人 > a (5) 


公式 (5) 以 及 它 的 特别 情形 (在 zo = 0 时 ) (2) 都 称 为 泰勒 (B.Taylor) 公 式 . 它 在 代 
效 上 有 什么 重要 的 用 处 , 这 是 大 家 都 知道 的 . 
我 们 作 一 条 (对 以 后 有 用 处 的 ) 明显 的 附注 , 知 多 项 式 p(z) 可 表示 为 下 面 的 形 


式 
C C9 
DZ) 一 co 十 J T0) 十 a1 一 20) 
C3 i 3 | -nn ne 
tar(® 0] 十 证 (过 qa 
则 必 有 
Bro) 6 Do. We)= 0 Po) 


124. 任意 函数 的 展开 式 . 余 项 的 佩 亚 诺 式 ” 今 转 而 考察 一 般 并 不 是 多 项 式 的 
任意 汤 数 f(z). 假定 它 在 某 一 点 xo 处 存在 着 直至 n 阶 为 止 的 各 阶 导 数 . 准确 此 说 ， 
这 意思 就 是 , 图 数 在 含有 点 zo 的 某 一 区 间 [a,b| 内 是 有 定义 的 , 并 且 有 直至 (n 一 1) 
阶 为 止 的 各 阶 导 数 : 

,a 
除 此 以 外 , 在 这 点 xo 处 还 有 7 阶 导 数 f(z0)@ . J ) 的 形式 , 对 于 果 数 f(z) 
也 可 以 作出 多 项 式 


p(s)= f(a0) + H(z ~ 0) + op 
(人 
[en) ao 


也 可 是 公式 (2) 常 称 为 麦克 劳 林 (C.Maclaurin) 公 式 . 
@ 各 点 z0 是 区 辣 [a;9] 的 端点 之 一 , 则 说 及 在 这 点 处 的 导数 时 , 我 们 就 是 指 单 侧 导 数 而 言 . 


208 第 三 章 导数 及 微分 [124 


根据 前 面 一 目的 附注 , 这 多 项 式 及 其 导数 (直至 n 阶 为 止 ) 在 点 zo 处 与 函数 
f(z) 及 其 导数 各 有 相同 的 数值 

但 在 这 次 , 只 要 jz) 不 是 n 次 多 项 式 , 就 已 经 不 能 肯定 等 式 f(z) = p(z). 多 项 
式 p(x) 仅 给 出 晒 数 f(z) 的 某 一 近似 式 . 因此 , 研究 差 


rz = f (2) — p(7) (7) 
融 成 为 特别 有 趣 的 事情 . 
首先 要 证 明 , 在 x 一 zo 时 这 差 是 高 于 nn 阶 的 无 穷 小 (与 x 一 zo 比较 ): 
r(Z = o((z — 20)"). (8) 


依 多 项 式 p(x) 的 性 质 , 对 于 r(z) 显然 将 成 立 等 式 
r(x0) =7 (x0)=7 (xz0) = =r V(r0)= 0. (9) 


现在 确立 以 下 的 一 般 命题 : 对 任何 函数 r(zZ), 在 点 zo 有 直到 n 阶 导 数 的 , 如 果 
满足 条 件 (9) , 则 关系 式 (8) 成 立 ， 
用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 = 1 时 , 这 一 命题 的 形式 是 : 车 在 点 zo 具有 (一 阶 ) 
导数 的 函数 r(z) 满足 条 件 
r(Zo) = (7o) = 0， 
则 


Tr(£) = o(7X 一 2Z0). 
这 个 命 书 就 可 以 直接 证 明 
A Re A ast, 
TX0I— TO ZTO LT— TO 
今 假定 上 述 命题 对 某 -一 n > 1 成 立 , 而 来 证 明 当 nn 换 成 (n +1) 时 命题 也 成 立 ， 
即 : 若 在 点 zo 具有 直到 nn 十 1 阶 导 数 的 函数 r(z) 满足 条 件 


0 


r(zo) =7(z0) = 7 (70) = =7"(70) =7"t (0) =0 (9 ) 


则 
A 0 a : (8”) 


目 (9*) 可 看 出 函数 ”(z) 满足 (9) 这 种 形式 的 条 件 , 故 依 假 设 对 ”(z) 就 有 
r (2) = o((z — x0)"). 


但 依 有 限 增 量 公式 [112]， 


[124] §5， 泰 勒 公式 * 209. 


其 中 ec 在 zo 与 z 之 间 ; 故 jc- zol <|z 一 zol, 于 是 
7'(c) = 0((c — 20)") =o((z — x0)"), 


我 们 就 得 到 (8*), 这 就 是 要 证 明 的 . 
于 是 我 们 的 命题 对 任何 自然 数 ”是 成 立 的 , 而 差 式 (7) 确实 满足 关系 式 (8). 注 
意 (6), 便 得 公式 


f(7)= f(z0)+ 人 Z0) 十 py (z 一 Z0) 十 
(nn) (zo 
/ ) (Zz — 20)" +o((z— xz0) ), (10) 


这 与 公式 (5) 只 相差 余 项 (8)， 以 上 述 形式 来 给 出 余 项 的 是 佩 亚 诺 (G.Peano)， 公 式 
(10) 也 称 为 带 有 佩 亚 诺 式 余 项 的 泰勒 公式 . 
已 证 明 的 公式 是 96 公式 (3) 的 目 然 的 推广 , 该 式 可 以 写成 : 
f(z7) = jzo) 十 大 (7zo)(Z 一 2Z0) 十 olZ 一 2Z0); 
它 对 应 于 n = 1 在 那里 除了 高 于 一 阶 无 穷 小 的 误差 以 外 , 函数 f(z) 可 以 表示 为 线 
性 也 数 的 形式 , 在 这 里 除了 高 于 n 阶 无 穷 小 的 误差 以 外 , 我 们 同样 可 以 把 f(x) 表示 
为 n 次 多 项 式 的 形式 . 
很 易 指 出 , 哨 数 f(z) 的 这 种 表示 式 是 唯一 的 , 即 存在 xo 的 近 处 同时 有 
f(x)= Ao + Ai(x — zx0) + A2(7 一 Z0) 十 
+An(T— zo0)" +o((z— ro) ) 


f(z)= Ao + 41(zZ 一 2Z0) + As(z— zo0) 十 .….. 
十 4n(Z — 7X0)" +o((z— 7x0)"), 


则 必 有 有 
Ao= Ah, Ai1=A1,， 1， A,=A. 
事实 上 , 由 恒等式 
Ao+ Ai(T — zo) A2(x 一 rz0)” 十 .…: 十 An(z 一 20)” 
一 .4 和 十 4(z 一 zo) 二 4(z 一 Zoo) + + A (ro ro0)" +o((r — rz0)"). 
在 z 一 xo 时 立刻 得 出 4o = 46. 约 去 这 两 项 , 并 用 xz 一 zo 除 它们 , 得 出 : 
Ai+A2s(T— zo) 二 + 二 + An(zC— ro)™ 一 
=A1+AS(z— zo)+. + An(z— 20)" +o((2— ro) ), 
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由 此 类 似 地 可 得 41 = 水 , 余 类 推 . 
有 时 应 用 公式 (10) 的 另 一 形式 更 为 方便 . 余 项 r(x) 可 以 表示 为 : 


rz] = (zo)", 
其 中 a 依赖 于 >, 而 且 随 着 x -~ xo 同时 趋向 于 0. 把 这 表达 式 代 入 (10) ,就 得 


/ // 本 
i ee (20 ) Fa ez Z0) (10a) 


更 进一步 ,在 公式 (10) 内 把 f(zo) 移 到 左边 去 并 且 令 ss0 = Az, 就 可 以 将 
它 改写 成 


1(2)= (0 


Af(x0) = f' (£0): Az+ 二 Po AT” 十 … 十 f(g) “Ay oA"): (00) 
在 这 种 形式 下 , 它 就 更 接近 于 96 的 公式 (3) : 
AF(DO er (0) A OA 


0 人 f(xo0) 内 仅 分 出 一 个 主 项 一 一 这 里 , 照常 以 Az 作为 基 
本 无 穷 小 公式 (106) 内 直至 含 Az 的 n 次 窜 为 止 的 各 项 却 都 写 出 来 了 ， 
0 63 ， 义 下 最 简单 的 无 穷 小 . 
这 样 , 除了 余 项 所 生 的 误差 以 外 , 顺 数 的 增 量 就 展开 成 为 自 变量 的 增 量 的 寡 了 . 
最 后 , 回想 起 


(m6 AS of (Ro) F(a i Axr? = df (x0). 人 Fe yA d™ f(x0), 
我 们 可 以 把 (106) 改写 成 这 样 的 形式 : 


E 关 ee 
Am a -- vv To Am \ 
一 一 ~ 一 i ee 


Aflao) = (20) + jd f(ro) + + Ld fro) + o( An")! 


MM 
一 - 


由 此 可 见 ( 当 Az 一 0 时 ) 在 函数 的 无 穷 小 增 量 的 展开 式 中 队 去 每 过 分 母 中 的 阶 于 
因 了 不论, 逐次 的 微分 就 表示 对 应 阶 的 最 简单 的 无 穷 小 项 . 


125. 例题 在 xo = 0, 泰勒 公式 看 来 是 最 简单 的 


K 6 (n) (0 
fe) = 10) + st st Las 


在 取 z 一 zo 作为 新 的 目 变 量 之 后 , 一 般 的 泰勒 公式 总 | 归 可 以 化 为 这 个 特别 情形 的 
现 以 例题 的 形式 来 考察 某 些 初等 图 数 依 这 公式 的 具体 展开 式 . 


” @ 这 公式 也 被 冠 以 麦克 劳 林 的 名 字 (参阅 第 123 目的 脚注 


丰 Oe CE 
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1) 设 f(x) =e?, 则 f(z) = ex(%=1,2,…). 因为 在 这 时 /0) = 了 2) (0) = 1 
故 依 公式 (11)， 


nN 
二 二 ofZ ). 


, 2 
cz 一 1 二 二 十 二 十 .二 
2| nl 


1! 
2) 若 f(x) = sinz, 则 f(z) = sin (z+ K 了 )， 于 是 
f(0) = 0,， f(2™)(0) = sin mr = 0, 
f m1(0) = sin (mr 一 5 ) = (1)™? (m=1,2,...). 


因此 , 在 公式 (11) 内 令 n = 2m, 就 有 


sinz 一 2 一 可 十 可 一 二 (人 i + Oz ). 


3) 类 似 地 , 在 f(x) = cosz 时 : 


f(z) = cos (z+ k. 5 
f(0) = 1, f 3" (0) 一 (—1)™, f 2m- 1(0) 一 (m = 1,2,.… ) 


这 样 ( 奇 取 n= 2m 十 1): 


.4 2m 
coSsZ 一 工 一 z 十 本 一 .…. 十 (-D)™ pa + o(x™+!). 

4) 今 考 察 窒 明 数 zx", 此 处 mm 非 自 然 数 也 非 零 . 在 这 情形 , 当 z 一 0 时 , 或 则 蔽 
数 本 身 (车 m < 0), 或 则 它 的 导数 (从 某 一 个 n > m 阶 开 始 ) 无 限 地 增 大 . 因此 , 在 
此 处 已 不 能 取 LX0 一 0. 

取 zo = 1, 即 依 (x 一 1) 的 寡 而 展开 z™. 如 前 所 述 , 我 们 可 以 把 z 一 1 当 作 新 的 变 
量 , 但 若 我 们 仍旧 用 x 来 记 这 新 的 变量 , 则 问题 就 成 为 依 x 的 帘 而 展开 晴 数 (1 十 2)” 
了. 

我 们 知道 [116, 2)] 


fz)=mm oD) (mk+l ltr)™ 
因此 

f(0)=1, fH(0)=mm—o1):..(m—k+1). 
展开 式 的 形式 就 是 


m(m— 1),2 


7 oa 一 一 一 一 一 一 一 一 OOOO 
(十 Z) 三 1 十 700 十 1 T 
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竺 别 情形 > 例如 在 有 二 2 及 加 ;二 1y5;=23 有 辕 , 兢 有 有 


] 
二] 一 2 2) 
ee Z 十 2 十 OZ )， 
1 ] 
VITt7=1+37- a 十 oO ) 
1 


1 3 
1 二 7 十 一 2 十 Oo(Z2. 
十 并 2 8 ( ) 


在 这 些 展开 式 中 , 第 一 式 很 容易 由 初等 方法 得 出 ; 此 处 的 余 项 
式 及 第 三 式 就 需要 更 长 的 计算 [比较 63]. 
5) 右 转 而 讨论 对 数 函 数 Inz, 它 在 x 一 +0 时 趋同 于 -co, 所 以 仿照 前 例 , 我 们 
能 考察 水 数 J(z) = In(1 二 x), 并 且 依 z 的 宕 展开 它 . 


那 时 [116, 3)] 
—1)* 1(k— 1)! 
f(z) = \ 人 0 是 
f=0 FO GD (Es 
由 此 :2 ,3 2 
In(1+2)=%— = + 二 了 


6) 今 设 f(x) = arctgz. 我 们 在 118,4) 内 已 得 到 它 的 导数 在 zx = 0 时 的 数值 : 
f0™(0) =0, f°" V0) = (-D)™ (2m— 2)!, 


于 是 它 的 展开 式 可 表示 为 
3 a 
Oe 人 


7) 对 于 函数 f(z) = tgz, 泰勒 公式 的 系数 构成 的 规律 是 较 楷 复 的 . 但 要 与 出 它 
的 为 首 几 项 并 不 困难 . 例如 , 因为 


ee i Sny BR 1 + 2sin’ zx 
(7) = a 人 j | 
人 + sin* 7 
J ST 
故 
NOsD FOSeT 70=0. 970=2 0=71 
于 古 


外 记号 0! 我 们 永远 理解 为 1. 


.125] 85.， 泰勒 公式 Dig 


利用 已 知 的 展开 式 , 就 已 经 可 以 不 用 求 导 数 而 直接 写 出 较 繁 复 的 函数 的 展开 式 . 例如 , 前 一 公 
式 束 可 以 从 sinz 及 cosz 的 展开 式 而 求 得 . 举 几 个 新 的 例子 , 在 这 时 一 切 x 的 寡 直 到 指定 的 寡 
己 括 在 内 为 止 , 我 们 都 要 精确 地 计算 出 来 , 而 更 高 的 才 (没有 写 出 来 的 ) 自然 是 包括 在 余 项 内 . 

8) 写 出 也 数 es"” 的 展开 式 至 z?. 根据 1)， 


1 1 
se 3 sin 2 这 = sin3z 十 ofz3; 中 


6 
且 依 2) 
sinzZ 一 2 一 a 十 oz 
于 是 
csinz 一 1 十 2 上 1,3 0 
6 2 6 


含 zx” 的 项 互相 消去 , 故 最 后 得 
Sin 1 2 3 
e =1+2+ 37 十 o(Z ). 


类 似 地 


Se ofz3)， 


1 ] 

tgz | NE 
e 站: 及 证 a 5 

9) 写 出 函数 In cos z 的 展开 式 至 z” 的 项 . 根据 5)， 
Incosz = lnll+(cosz—1)=(cosr—1)— (cosz = (cosz —1)” +o(x")®. 


在 这 时 , 由 于 3)， 


| | 7 
coszX—1= 5 a 十 OZ ); 
由 此 
和 
se 
ncosz 57 十 547 — Fo07 5 (a 一 27 十 3 \—aT 十 ofZ ) 
或 在 化 简 后 ， 
2 4 1 6 .6 
In cos 2 = 57 — 137 ~ A57 十 of ). 
类 似 地 
Imn(z 十 V1L1 十 Z2) 一 也 一 人 十 人 十 ofz”) 
而 
sin Z 1 » a 上 ”让 6 
] 和 8 
Tz 6 Ted “em toy 


一 切 这 些 不 直接 利用 泰勒 公式 而 得 出 的 展开 式 ， 当 然 也 可 以 由 泰勒 公式 求 得 , 并 且 由 于 项 数 
的 这 种 展开 式 的 唯一 性 , 也 就 恰好 有 着 同样 的 系数 . 
附注 ”因为 在 这 里 所 考察 的 图 数 在 点 x = 0 的 邻 域内 都 有 着 任何 阶 的 导数 , 所 
以 我 们 在 公式 (11) 内 对 于 ”的 选取 不 受 拘 束 , 就 是 可 以 继续 展开 这 些 了 水 数 直至 zx 的 
任意 次 客 . 
由 原来 应 该 与 成 o(sim3 z), 但 由 于 z 与 snz 是 等 价 无 穷 小 , 所 以 写成 o(z3) 是 完全 一 样 的 . 
外 因为 1 一 cosz 与 z2 同 阶 [61], 故 o((cosz 一 1)3) 同时 就 是 o(zx5). 
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126. 余 项 的 其 他 形式 ” 带 有 佩 亚 诺 式 余 项 的 泰勒 公式 有 各 种 各 样 的 应 用 ( 参 
阅 下 一 章 ) ; 但 它们 总 是 属于 所 谓 “ 局 部 ”性 质 的 , 即 关 于 该 点 zo 的 性 质 的 . 奉 另 外 
也 讲 及 其 他 数值 zx, 则 这 些 数值 就 必 假 定 是 “十 分 接近 ”于 zo, 而 不 能 预先 任意 选取 
的 

与 此 同时 , 自然 地 企图 利用 多 项 式 p(x) 作为 函数 f(z) 的 近似 式 , 用 了 它 就 可 以 
计算 f(z) 的 数值 至 所 需 的 准确 度 

要 多 项 式 p(z) 能 胜任 这 一 任务 就 必须 有 可 能 对 已 给 的 zx 值 去 估计 (7) 式 中 的 
差 . 在 这 情形 , 佩 亚 诺 形式 的 余 项 仅 表 明 当 x 一 0 时 7(zx) 也 趋 于 0 的 性 质 , 不 能 有 什 
么 用 处 . 我 们 不 能 由 此 确定 , 对 于 怎样 的 xz 的 数值 多 项 式 p(x) 可 以 表达 困 数 f(z) 至 
预先 指定 的 准确 度 ; 它 也 没有 说 到 对 于 已 给 的 x ,由 于 的 增 大 , 余 项 r(x) = rn(Z) 
的 数值 受到 什么 样 的 影响 名, 等 等 . 

因此 我 们 转 而 推导 余 项 rn(z) 的 其 他 形式 . 为 着 明确 起 见 , 我 们 将 考察 在 点 zo 
右 方 的 区 间 [zxo, zo 十 HI(H > 0), 并 且 设 想 了 水 数 f(x) 是 在 这 区 间 内 定义 着 的 ; 至 于 
因数 被 给 定 在 区 间 [xo 一 五, zo] 内 时 的 情形 , 就 可 类 似 地 加 以 说 明了 了. 

在 这 一 次 要 作 更 多 的 假定 , 就 是 假设 在 全 区 间 [zo, zo 二 万] 内 前 个 导数 : 


Fo od 


都 存在 着 而 且 都 是 连续 的 ， 此外， 至 少 在 开 区 间 (zo,zo + 瓦 ) 内 (wn 十 1) 阶 导数 
f+D(z) 存在 着 而 且 是 有 限 的 . 
注意 , 由 于 (6) 及 (7) ， 


rn(z)= f(2) — f(xo) eae T0) 
"(x (nn.) 让 
f Co a 下 a f es (12) 


今 将 zx 固定 于 区 间 [zxo, xo 十 Hl 内 的 任 一 数值 , 并 且 依 照 公式 (12) 右 端 的 式样 , 把 常 
数 zo 换 成 变量 z, 做 一 个 新 的 辅助 郧 数 : 


op 四 =j 加 一/ 加 -大 全 一 
f° (2) Pe n 
Se nl 2 


其 中 自 变 量 > 算 作 是 在 区 间 [zo,z] 内 变动 的 . 在 这 区 间 内 , 图 数 o(z) 是 连续 的 , 并 
且 在 它 的 端点 处 取得 数值 [参阅 (12)]: 


p(T0) 一 Tr(Z) 7) 一 0， 
必须 记 住 , 一 般 地 说 来 , 余 项 r(z) 依赖 于 n; 为 了 着 重 指出 这 一 点 , 我 们 以 后 将 用 rn(z) 来 表 


ry 
外 已 . 
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此 外 , 在 区 间 (zo,z) 内 存在 着 导数 


2 =-1 0) -| 
-| 写 2e- 亲 - or 
| 


或 在 化 简 以 后 ， i 
(Nn 二 1 
p= i 加 (z — 2)". 
今 取 任意 函数 yw(z), 它 在 区 间 [zo,z] 内 是 连续 的 , 并 且 至 少 在 开 区 间 (zo,z) 内 
有 不 等 于 零 的 导数 yr'(z). 
对 哨 数 yp(z) 及 W%(z) 应 用 柯 西 公式 [114]: 
Pz) — Plzo) 2 (9 
Wr) — Bro) wc) 


此 处 
Zz0<c<z 或 c=zo+ozr 一 zol (0<0<1). 
因为 
(nt) 
27) =0, Pleo) =7(®), YO)= -Oo 
故 加 


今 奢 把 也 数 W%(z) 换 成 满足 所 设 条 件 的 任意 函数 , 我 们 就 可 得 出 余 项 rn(z) 的 各 
种 不 同 的 形式 . 设 W%(z) = (x 一 2)?, 此 处 p > 0. 就 有 : 
wz = -pr 2 (ro<z<7). 
显然 , 这 阴 数 满足 所 设 条 件 . 因此 
一 (2 一 Z0)2 frV(o) 


一 D(Z 一 C)2 一 1 nl 


(7 
= or -ao 
于 为 c= To+ Oz ~ 0), 所以 ?TT 0 0) ~ = Oe 20) 内 而 最 后 


Fa+IJ7 pt. -2 


Do 


(一 5 


rn (XT)= 


人 a -eae 


2 a 中- 
一 一 一 - ~ 7 2 
i 
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这 表达 式 称 为 余 项 的 施 勒 米 希 一 洛 希 (O.Schl6milch-Roche) 式 . 

由 上 式 给 p 以 具体 的 数值 , 就 可 以 得 出 余 项 的 更 特殊 的 形式 . 令 p=n+1, 就 
得 特别 简单 的 拉 格 朗 日 余 项 : 
et 人 

a 

它 使 人 想起 泰勒 公式 的 紧 接着 n 阶 导 数 下 面 的 一 项 , 只 是 其 中 的 (” + DT) 阶 导数 不 
取 在 zo 处 的 数值 , 而 是 取 在 某 一 中 值 c( 在 zo 与 x 之 间 ) 处 的 数值 

这 样 , 具 拉 格 朗 日 余 项 式 的 泰勒 公式 就 有 如 下 的 形式 : 


mY 


(1) (x0 | fln+1) -| es 
， | 人 i (2 — zo) (13) 


(zo 到 < 到 2)， 
右 在 式 内 把 f(zo) 移 至 左 端 , 就 很 易 看 出 , 它 是 有 限 增 量 公式 [112] 
f (2) — f(x0) = f' (ce) (zr— x0) 


的 直接 推广 . 

里 然 由 于 简单 方便 大 家 最 乐意 应 用 拉 格 朗 日 余 项 式 , 但 在 个 别 情形 , 这 形式 对 
于 估计 余 项 是 不 适用 的 , 因而 不 得 不 改 用 其 他 略 繁 的 形式 . 我 们 将 在 这 里 讲 及 其 中 
之 一 , 即 柯 西 余 项 式 , 它 是 在 施 勒 米 希 -- 洛 希 的 普遍 式 内 令 p = 1 而 得 到 的 : 


FofT(zo 二 bz 一 Z0)] 


0 


全 
127. 近似 公式 ”为 简单 起 见 , 在 公式 (13) 内 令 zo = 0, 而 c 就 改写 成 9x, 此 处 
Qe 


NO A (EE (0 


0 i 引 | a (14) 
厂 莽 去 这 里 的 余 项 , 则 得 近似 公式 : 
/ 0 "1 0 (n) 0 
1(2) 0 | a | 


它 用 多 项 式 来 代替 原来 性 质 繁 复 的 函数 . 但 在 这 一 次 我 们 已 有 可 能 估计 这 公式 的 误 
老 , 因为 它 ( 依 绝对 值 ) 刚好 等 于 所 弃 去 的 那 一 项 . 例如 , 若 (2 + 1) 阶 导数 (至 少 当 
变 元 在 0 与 z 之 间 变 动 时 ) 的 绝对 值 是 以 M 为 界限 的 , 则 


Mzrntl 
(n+ 1)! 


Irn (£2)| < 
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转 而 讨论 初等 函数 作为 例子 . 我 们 不 再 重复 125 的 计算 , 只 是 把 余 项 写成 新 的 
形式 . 
1) 令 f(zx) = ez. 近似 公式 为 : 


2 n 
, Z ZX 
€ ] 十 Ti 十 pl 二 
因为 在 这 里 的 余 项 是 
-一 C nn 十 1 
Tn?) (nn 十 1)1” : 


所 以 , 例如 在 x > 0 时 , 可 估计 误差 如 下 : 


区 
r» (XI < e”， . 
ro) < 


特别 情形 , 在 > = 1, 则 
1 1 3 


1 
Es 二， ImDl< 一 
el < 


我 们 在 37 内 计算 数 e 的 近似 值 时 已 经 应 用 过 与 此 类 似 的 公式 , 但 余 项 的 估计 系 由 
胃 一 方法 得 出 , 那里 的 结果 比较 精确 些 . 
2) 取 f(x) = sinz, 则 得 


和 二 
在 这 情形 余 项 为 : 

sin (gz + (2m + 1)5 ) 

7r2m(Z) = mr = (—1)™ cos Ox CE 
并 且 误 差 很 容易 估计 为 : | 
ro 人 
特别 情形 , 若 我 们 只 取 一 项 而 令 
sin% 三 2， 


则 为 着 要 使 误差 小 于 0.001, 就 只 要 取 ( 算 作 x > 0) 


3 
之 
一 < 0.001, 
6 


Z < 0.1817, 
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这 大 约 等 于 10°. 在 应 用 二 项 的 近似 公式 


3 


站 外 傍 
Sm 和 一 密 一 一 一 
6 
时 , 要 达到 同一 的 准确 度 , 就 只 要 取 
,5 
< 0.001, 


120 
或 
Z <0.6544 (= 37.5°); 
各 限制 角 x < 0.4129(= 23.5°), 则 误差 甚至 可 < 0.0001, 余 类 推 . 
我 们 看 到 , 泰勒 多 项 式 的 项 数 愈 多 时 , 它 就 以 愈 大 的 准确 度 及 在 更 长 的 距离 内 
表达 原来 的 汝 数 . 图 52, a 明显 地 表明 这 事实 , 在 图 中 与 函数 y = sinz 的 图 像 并 列 
的 是 各 多 项 式 的 图 像 , 这 些 多 项 式 是 : 


3 3 5 


i 化 尼 和 人 全 
YT YT TH, Y 6 + Ta0’ 等 等 
3) 类 似 地 , 对 于 f(x) = cosz 就 有 
| 六 2 六 4 本 人 2 
COST 三 [一 可 十 页 十 (一 二 (2m)! 
并 且 2 
rom+1(7X) = (—1) cosOr (2m + 2)! 
因此 2 
aialolg A 
(2m + 2)! 
例如 , 对 于 公式 
2 
COS 和 一 二 一 二 
2 
误差 
ra(o)| < 于 


就 说 是 , 在 x < 0.2213(=13") 时 误差 < 0.0001, 余 类 推 ， 在 图 52, 6 中 有 着 函数 
y 三 cosz 的 图 像 及 下 面 诸 多 项 式 


的 图 像 以 便 比 较 . 
请 读者 注意 , 这 与 62, 63,107 诸 日 的 公式 比较 起 来 已 有 很 重大 的 进步 : 现在 我 
们 已 能 确定 误差 的 界限 ,并 且 能 够 得 到 具 任 何 准 确 度 的 展开 式 . 
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图 52 


还 将 指出 , 泰 勤 公式 是 构成 完全 另 一 种 类 型 的 近似 公式 的 来 源 ， 
4) 作为 例题 , 讨论 于 入 相 入 这 各 站 Huygens) 公 式 
设 s 是 弧 长 , d 是 对 应 于 它 的 弦 , 而 6 是 对 应 于 半 弧 的 弦 (图 53) . 问题 是 要 尽 可 能 准确 地 用 
近似 公式 
ss 二 Ad+Bo6 
Te s, 此 处 4, B 是 待定 系数 . 
若 7 是 圆 的 半径 , 而 2z 是 对 应 于 弧 s 的 圆心 角 , 则 有 


d=2r sin =2r (2— B+ c 


5 / 
6 所 (0 <0 < 1). 


类 似 地, 把 x 换 成 3 就 又 有 


| 1 /1 ， 
5 =2r sin = 2r (32 — He + Br ) (0<0" <1). 


由 此 


Ad+ Bi=2 | (A+3B).? 


1 3 0 0” 5 
2 - (3 + 总 ) 7 + (+ 8) lk 
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图 53 
可 是 s = 2rz, 自然 必须 选取 4 及 号 使 
1 1 1 
es = 一 -一 卢 三 
ee 2 了 下 0, 


因为 这 样 一 来 , 在 所 考察 的 公式 中 , 左 端 与 右 端 的 差 将 仅 只 有 含有 z 的 项 了 . 由 上 二 式 解 得 4 及 


B 的 数值 为 4 = -3,B ee - 而 公式 成 为 
806—4ad 20—4d 
一 < 一 20 3 
很 易 看 出 , 其 误差 A 可 估计 为 : 
7 


例如 , 在 圆心 角 为 30", 即 > = 和 否 时 , 根据 这 一 估计 , 就 有 | 人 | < > :0.000 007; 实际 上 
s 二 7 .0.523 599.…., 而 依 患 更 斯 公式 得 s 二 7 .0.523 593..., 所 以 误差 并 未 超出 规定 的 限度 . 

5) 为 厦 癌 一 目的 , 切 比 雪夫 (Chebyshev) 曾 给 出 下 面 的 法 则 : 弧 长 近似 地 等 于 作 在 弦 上 而 高 
为 失 的 VE 倍 的 等 腰 三 角形 两 腰 之 和 (图 53, 6) . 


暂 设 h 二 yf; 下面 就 要 说 明 : 若 设 y = ns 则 确 能 得 ( 某 种 意义 上 的 ) 最 佳 近似 . 
以 上 我 们 知道 
01 


有 上 汪 
54 i GZ Te [站 有 


相仿 地 ， 


1 0 
ny 0 (a7 一 24] (0 < 02 < 1). 


用 s* 记 上 述 切 比 雪夫 法 则 中 等 腰 三 角形 的 两 腰 之 和 , 即 有 
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现在 , 为 使 根 式 中 消去 ?项 , 设 它 的 系数 等 于 0, 于 是 便 得 7 = /4 
为 估计 误差 , 把 s* 式 改 写成 
人 过 27rzV 1 十 474， (15) 
而 4 的 表达 式 中 则 含有 z 的 二 次 项 与 四 次 项 . 设 > < 3, 则 有 z? < 2.5,z4 < 6.5, 而 4 的 估计 
式 为 |4| < 0.06, 因而 14|z”< 0.4. 
为 简便 起 见 , 把 4z” 设 为 y, 依 有 限 增 量 公式 [112] 有 


y 
0 (0<0<1). 


最 后 的 分 式 可 估计 如 下 : 
| yy Iy| 三 1 人 zz 0.06z4 有 10 174 
2 下 的 | GIslyl /LENA OVO 2 


把 表达 s* 的 (15) 式 与 刚才 所 得 结果 比较 一 下 , 则 见 
s* 二 s 十 p, 其 中 |p| < 0.1rz 
肖 差 的 阶 跟 患 更 斯 公式 的 一 样 . 


在 第 二 卷 十 一 章 讲 无 穷 级 数 的 时 候 , 我 们 还 要 再 讨 论 市 余 项 的 系 勒 公式 ; 在 那 
里 这 公式 将 有 很 大 的 作用 . 


86. 插值 法 


128. 插值 法 的 最 简单 问题 . 拉 格 朗 日 公式 ” 设 有 定义 在 区 间 [a,b| 上 的 茶 陋 数 
人 已 算出 它 在 区 间 内 点 DO TI 处 的 和 十 1 2 


ne A x (Vi), (1) 


而 要 从 这 些 值 来 算出 z 为 任 一 新 值 处 的 也 数值 f(x). | 

这 就 是 插值 法 的 最 简单 问题 . 这 样 来 提问 题 , 有 许多 地 方 是 不 确定 的 . 平 芝 , 我 
们 这 样 来 理解 这 一 问题 : 求 一 次 数 最 小 的 多 项 式 L(x), 使 它 在 所 给 点 zi(i = 0,1,…， 
m)( 所 谓 插 值 法 的 基点 ) 与 f(x) 取 相 同 的 数值 f(x;) 而 在 [a,4|] 的 任何 xz, 近似 地 设 


To) L(y. (2) 


这 一 类 的 近似 等 叫做 插值 公式 . 因此 , 第 一 步 是 要 找 出 近似 公式 , 然后 在 对 咀 数 f(zx) 
的 一 定 假 设 下 估计 近似 公式 (2) 的 误差 . 
为 求 满足 条 件 
L(7i) = f(2i) (i=0,1,..,m) (3) 
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的 多 项 式 L(xz), 可 引用 m 次 多 项 式 


(ZR 
(Wi = 
相应 于 下 标 为 k 的 每 一 这 种 多 项 式 , 在 xz = zk 时 取 值 1, 而 在 x = zi(i 关上 ) 时 取 值 - 
0. 这 样 , 显然 可 知 多 项 式 


(U0 若 (0 ss 


ZL(z) = >_ f(za)le(z) (4) 
kk 二 0 


满足 (3) 中 的 一 切 条 件 . 这 多 项 式 的 次 数 不 高 于 m, 因此 它 可 为 条 件 (3) 所 唯一 确 
定 ; 尼 叫 做 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 而 近似 等 式 (2) 叫做 拉客 朗 日 插值 公式 . 


w(Z) = (2— zo)(T — £1) (7 — Ym), 


则 多 项 式 h(x) 可 以 写 得 更 加 紧凑 些 . 即 , 我 们 显然 有 
Ge 
而 
人 
= 2 lim se We 
TTkRTo Tk TTk 一 Lk 
于 是 
有 w(2) _ 一 CO 人 (2 
一 


129. 拉 格 明日 公式 的 余 项 ”现在 来 估计 差 式 f(z) - Z(z), 其 中 x 是 区 间 [a,4 
上 任何 固定 的 值 , 但 异 于 插值 基点 . 设 f(z) 在 这 区 间 上 具有 到 (m + 1) 阶 的 导数 . 
不 管 KK 是 什么 样 的 常数 , 函数 i 


p(z) = f(s) — Ls) — K wl) 


KK, 使 >=x 时 还 有 w(x) = 0, 即 设 


(5) 


( 因 z 关 xi, 玻 w(z) 半 0). 依 罗 尔 定理 [1H, 在 函数 gp(z) 的 m+2 个 根 x) x0, zi1,:…， 
zm 之 固 的 m 二 1 个 区 间 上 , 可 有 其 导数 w'(z) 的 m+1 个 不 同 的 根 . 对 函数 p'(z) 及 


.130] 86， 插 值 法 Os 


革 m 十 1 个 根 之 间 的 mm 个 区 间 上 再 应 用 罗 尔 定理 , 便 可 知 汪 阶 导数 pg”(z) 有 m 个 
人 下 同 的 根 , 等 等 . 这 样 推 下 去 , 到 第 m + 1 步 , 便 推 得 第 m 十 1 阶 导 数 pl"m1D)(z) 有 
惑 &, 因而 
\ 

WP =0 (a<é€<b), (6) 
Doj 半 人 因为 多 项 代 六 是 不 同村 2 现 的 ( 出 加 0 吊 中 (2) 宫 (0 赴 氏 重 
动 晶 数 2(2) 的 定义 , 有 

BO 2 Py Kk. (mm 和 I 


RN 


0) 全 


| 
~ (m+! 
最 后 , 自 (5) 求 得 
ee | 
f(t) = L(7)+ my We (7) 


广 便 是 带 余 项 的 拉 格 朗 日 插值 公式 . 它 与 (2) 不 同 , 是 准确 等 式 
附注 知 在 区 间 [a,9] 上 


max ne SN 


则 由 于 在 这 区 间 上 jw(2z)| < (5 一 a)™+1, 便 得 公式 (2) 的 误差 的 下 列 估计 式 
Ha -Ll < 总 于 尘 
右边 只 对 很 罕 的 一 类 函数 f(x) 才 在 m 一 so 时 趋 于 0; 例如 , 对 于 在 [a,8] 上 可 微分 
任意 次 的 . 且 所 有 导数 都 以 同一 个 常数 M 为 上 界 的 那 种 函数 , 便 有 这 种 情形 . 这 时 ， 
随 着 插值 其 点 个 数 的 增多 , 而 不 管 这 些 基 点 是 依 什么 规律 取 的 , 公式 (2) 的 误差 将 均 
匀 趋 近 于 替 . 据 马尔 钦 凯 维 奇 (J.Marcinkiewicz) 证 明 , 对 任 取 的 连续 哨 数 , 可 适当 选 
择 一 序列 基点 组 , 达到 上 述 目标 . 但 根据 法 贝尔 (G.Faber) 定理 , 并 没有 这 样 一 种 选 
取 基 点 的 规律 , 使 其 能 在 上 述 意 义 下 同时 适用 于 所 有 的 连续 函数 .关于 这 一 类 问题 
以 及 有 关 问 题 的 详情 , 我 们 这 里 不 可 能 细 讲 了 ， | 
130， 有 重 基 点 的 插值 法 . 埃 尔 米 特 公式 ”我 们 可 以 提出 更 一 般 的 插值 法 问题 ， 
即 在 基点 zo,z1,… ,zm 处 不 仅 给 定 函 数 f(z) 本 身 的 值 , 而 且 还 给 定 其 各 阶 导 数 的 
人 


(5 


soe 和 psoas sea ee se se ras sr a oo bs 
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其 中 no.n1;… ,nm 是 非 负 的 整数 . 这 些 条 件 的 总 数 是 

(no 二 1 外 二 (二 1)+… 十 (nm 二 1)=N. 
利用 (8) 中 所 有 条 件 , 来 计算 函数 f(x) 在 [ww 中 中 异 于 任何 基点 的 > 处 的 值 , 这 一 问 
题 , 也 像 以 前 一 样 , 应 这 样 来 理解 : 求 次 数 最 低 的 多 项 式 五 (z), 它 以 及 它 的 直到 nn 
阶 的 导数 , 在 每 一 基点 x; 处 , 与 图 数 f(x) 本 身 及 其 相应 各 阶 导数 , 取 同 样 的 一 些 数 
值 , 然后 近似 地 设 


f(z)= H(z) (9) 

基 上 总 zi 分 别 叫 做 n; + 1 重 的 揪 值 基点 . 

可 以 证 明 , 不 高 于 NN 一 1 次 的 , 且 满 足 一 切 所 设 条 件 的 多 项 式 H(z) 是 存在 的 而 
且 是 唯一 的 , 这 叫 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 而 公式 (9) 叫做 埃 尔 米 特 (Ch.Hermite) 插 
值 公 式 

若 设 所 有 的 ni 等 于 考 , 我 们 就 义 回 到 拉 格 朗 日 公式 (2), 但 埃 尔 米 特 公式 还 有 
别 的 特殊 情形 : 只 取 一 个 基点 zo, 然而 是 ?+1 重 的 ; 就 是 说 , 要 求 不 高 于 次 的 多 
项 式 工 (x), 使 它 以 及 它 的 n 个 导数 在 点 zo 的 值 , 各 与 肾 数 f(z) 及 其 各 阶 导数 的 值 
相同 . 我 们 知道 , 满足 这 些 条 件 的 是 泰勒 多 项 式 [124(6)]. 
Ft 


nl 


二 


所 以 近似 公式 


( 注 > 人 


比较 127] 也 是 埃 尔 米 特 插 值 公式 的 特例 
使 公式 (9) 成 为 准确 等 式 的 余 项 , 也 可 用 相似 于 上 上 段 中 的 步骤 推导 出 来 . 试 考 
察 N 次 多 项 式 


Q(z) = (z 一 zojmro+lfz rt. (zs zm) tl, 
并 在 a < z < 5b 上 设 
D(z) = f(z) — 瑟 (z) -Q(z), 而 KK = 常数 . 
耕 设 限 数 f(z) 在 [a,9] 上 有 相继 的 nn 阶 导数 , 则 B(z) 也 是 这 样 的 . 固定 异 于 基点 的 
值 z = z, 而 取 常 数 天 为 : 
(Q(z) #00); (10) 


这 样 选取 K 之 后 , 困 数 B(z) 在 z = z 也 等 于 0， 如 果 每 个 几 重 根 @ 算 几 个 , 那么 
8(z) 总 共 就 有 NN 十 1 个 根 . 像 以 前 一 样 依次 应 用 罗 尔 定理 (只 不 过 肾 数 8(z) 的 每 一 

中 读者 熟知 的 关于 多 项 式 的 重 根 这 一 概念 , 现在 推广 到 任意 国 数 8(z) 上 来 : 若 a 使 8(z) 及 其 
六 一 1 个 导数 等 于 索 , 则 说 a 是 8(z) 的 pb 重 根 . 
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重 根 在 做 了 几 步 之 后 就 要 固定 下 来 而 作为 其 相继 各 阶 导数 的 根 ), 最 后 便 可 断定 导数 
8()(2) 在 某 点 & 等 于 零 . 由 此 得 


fN(e) 
= 
依 (10 
和 AD 人 
f(z) = HO + we Qe). (11) 


带 余 项 的 拉 格 明日 公式 [(7)] 是 上 式 的 特殊 情形 . 同样 , 若 只 取 一 个 n+ 十 1 重 的 
基点 zo, 便 得 到 公式 (11) 的 一 个 特例 , 即 这 拉 格 朗 日 式 余 项 的 泰勒 公式 [126(13)]. 
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81 。 函数 的 动态 的 研究 


131、 函数 为 常数 的 条 件 ”在 研究 函数 的 动态 时 , 首先 出 现 的 问题 是 , 在 哪些 条 
件 之 下 明 数 在 所 给 区 间 内 保持 为 常数 或 单 圭 地 变动 看 [57]. 


1 设 函 数 ffz) 在 区 间 区 内 有 定义 而 且 连 续 , 并 且 在 其 内 部 有 有 限 导 
数 亡 (Z). 要 使 Alz) 在 寺内 是 第 数 ， 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 


对 于 闷 内 部 的 了 jz) =0 


条 件 的 必要 性 是 很 明显 的 : 由 f(x) = 常数 , 推 得 f'(7) = 0. 

今 将 证 明 其 首 . 

充分 性 ”假定 在 x 内 部 f(x) = 0. 固定 * 内 部 的 某 点 zo 并 取 男 一 任意 的 点 
zx, 而 考察 区 间 [zo,z] 或 [x, zol; 在 这 里 面 , 拉 格 朋 奇 定理 的 一 切 条 件 [112] 对 于 f(z) 
是 满足 的 , 因此 可 以 写成 : 


f(z) — f(x0) = f° (0) (7 — Zo0); 


其 中 Cc 在 zzo 与 xz 之 间 , 故 必 在 的 内 部 .但 依 假定 , 户 (c) = 0; 于 是 对 于 内 的 一 
切 x 都 有 : 
f(z) = f(x0) = 常数 ， 
我 们 的 命题 便 已 证 明 . 
由 此 推 得 的 简单 推论 , 将 在 积分 学 内 有 着 极 重 要 的 应 用 . 
Dx 可 以 是 闭 区 间或 开 区 间 , 有 限 的 或 无 穷 的 . 
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推论 若 二 吕 数 f(z) 与 g(x) 在 区 间 二 内 有 定义 而 且 连 续 , 又 在 其 内 部 有 有 限 
导数 f'(x) 与 g(xz), 并 且 
了 (0 和 内 让 


则 在 全 区 间 区 内 , 这 二 函数 仅 相差 一 个 常数 : 
jz)=9g)+C (C= 常数 ). 


要 证 明 它 , 只 要 把 定理 应 用 于 差 f(z) 一 g(x) 就 已 够 了 : 因为 它 的 导数 f'(x)-g'(zx) 
在 苇 的 内 部 处 处 为 0, 所 以 这 差 本 身 就 是 常数 . 

举例 来 说 明 这 定理 的 特殊 应 用 . 

1) 考察 二 函数 


arctgz 及 arcsin 


因为 第 二 清 数 的 导数 


(—00 < 7 < 十 oo). 


人 
和 


与 第 一 函数 的 导数 相等 , 所 以 这 两 个 函数 , 在 由 一 oo 至 +oo 的 全 区 间 内 , 相差 一 个 常数 : 


arctgZ = arcsin 二 


化 


确定 这 常数 的 数值 , 可 以 令 z = 0; 因为 在 这 时 反正 切 及 反正 弦 两 者 都 等 于 0, 故 C 亦 应 该 是 
. 如 此 , 我 们 束 证 明了 恒等式 


Ml 


| 


arctgz 三 arcsin 一 一 (一 co <2Z< 十 co)， 
] 十 Zr? 


三 汰 , 在 [50] 内 它 已 经 由 初等 的 方法 导出 过 了 . 
2) 建议 读者 仿 此 证 明 


arcsinz 一 arctg- 了 (—l<zx<1). 


3) 今 考察 函数 
arctgz 及 a 0 
8 网 | — 772 


总 验证 , 它们 的 导数 在 除去 x = 土 1( 在 此 处 第 二 个 函数 失去 意义 ) 以 外 的 一 切 点 x 处 都 是 相等 
加 导 此 , 恒等式 


一 arctg2Z 十 人 


rct e 
一 六 WE 
87 一 氏 


2 
一 “ 别 地 在 区 间 
Sb 下 由 (se =1); (+ +00) 
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中 之 每 一 个 内 成 立 . 很 奇怪 的 , 在 各 区 间 内 的 常数 C 也 是 互 不 相同 的 . 在 第 一 个 区 间 内 C = 0( 令 
z = 0 即 能 证 实 ) ,而 在 其 他 两 个 区 间 内 , 各 有 C = 或 C = -5 (车 使 z 趋向 于 -ceo 或 +eo， 
就 很 容易 看 出 ). 

所 有 这 些 关系 , 也 都 能 用 初等 方法 来 证 明 ， 


附注 在 作 理论 的 研究 时 , 以 及 一 般 地 当 所 给 咀 数 不 能 从 它 的 定义 再 接 看 出 是 
常数 时 , 定理 1 的 价值 就 显现 出 来 了 . 类 似 于 此 的 情形 , 在 以 后 还 会 贡 篆 碰 到 . 


132. 函数 为 单调 的 条 件 “ 今 将 阐明 怎样 能 由 图 数 的 导数 去 判断 这 上 盟 数 本 刁 在 
所 给 区 间 内 是 增 大 ( 减 小 ) 着 . 首先 讨论 函数 是 广义 的 单调 增 大 , 即 不 减 小 (或 广义 
的 单调 减 小 , 即 不 增 大 ) 的 情形 [57]. 


定理 2 设 函 数 f(z) 在 区 间 内 有 定义 且 连 续 ,， 并 且 在 其 内 部 有 有 限 导 数 
站 (7). 要 使 f(z) 在 内 是 广义 的 单调 增 大 ( 减 小 ), 充分 必要 条 件 是 : 


对 于 读 内 部 的 x,f (x) > 0(< 0)2. 


必要 性 若 f(x) 单调 增 大 , 即使 是 广义 的 也 可 以 , 则 在 xX 的 内 部 取 z, 并 给 以 
增 量 Az > 0, 将 有 : 


f+ Ar) -f(r) 、。 


f(z + Az) > f(z) 呈 


而 在 Az 一 0 时 取 其 极限 , 就 得 f'(x) > 0. 


充分 性 ”反之 , 今 设 已 知 在 XX 的 内 部 f(z) > 0. 从 区 间 + 内 取 二 值 x 及 
zx” (zx' < x ), 并 应 用 拉 格 朗 日 公式 于 区 间 [zx 和,x 1 内 的 限 数 f(z) : 


f(z")— f(z)=f (0 7) (7 <c<r"). 


因为 f'(c) > 0, 政 
jz) > f(7'), 
从 而 消 数 f(x) 至 少 是 广义 的 增 大 . 
迄今 为 止 并 未 除去 函数 f(z) 在 某 些 区 间 内 保持 为 常数 而 它 的 导数 在 这 些 区 间 
内 恒 等 于 0 的 可 能 性 . 若 我 们 除去 这 可 能 性 , 就 变 成 狭义 的 增 大 ( 减 小 ) 的 情形 . 
定理 3 保留 那些 关于 函数 /f(x) 的 连续 性 及 其 导数 f/(2x) 的 存在 性 的 同一 假 
定 , 要 使 Flz) 是 狭义 的 单调 增 大 ( 减 小 ) ,必要 而 且 充 分 的 条 件 是 : 
1) 对 于 的 内 部 的 xz, 有 f(x) > 0(< 0)， 
2) f(x) 在 多 的 任 一 部 分 区 间 内 不 恒 每 于 0. 
是 虽然 我 们 平行 地 叙述 增 函 数 及 减 图 数 的 定理 , 但 在 证 明 时 则 限于 增 函 数 的 情形 . 
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必要 性 若 f(z) 在 区 间 内 增 大 , 则 依 定理 2 就 有 f'(x) > 0, 于 是 条 件 1) 满 
足 . 条 件 2) 亦 必 满足 , 因为 假使 导数 在 某 一 区 间 内 到 处 为 0, 则 依 定理 1, f(z) 在 这 
区 间 内 就 是 常数 , 而 这 是 违反 假定 的 . 

充分 性 ” 设 定理 的 条 件 1) , 2) 都 已 满足 . 那么 , 根据 定理 2, 消 数 f(z) 无 论 如 
何 总 不 是 减 国 数 . 车 在 [a,09| 内 取 二 数值 z 及 xz” (x < zz”), 则 不 仅 有 


jz) sz 小， 人 
也 又 有 对 于 [zz] 内 的 z， 
f(z) < f(z) < f(z ). (2) 


今 将 证 明 , 在 (1) 内 的 等 号 实际 上 是 不 可 能 实现 的 . 因为 假使 f(z) = f(z”). 则 
根据 (2), 就 要 得 出 对 于 [x 和,x” | 内 的 >， 


f(7) = f(r) = f(z"), 


导师 数 f(z) 在 区 间 [x ,xz”] 内 是 常数 , 于 是 在 这 区 间 内 束 要 处 处 成 立 f(x) = 0, 违 
过 了 条 件 2). 因此 ， 
全- 是 这 网 全 Je 信和 全 


习 甬 数 f(x) 是 狭义 的 增 大 . 定理 由 此 得 以 证 明 . 

上 面 所 建立 的 导数 的 符号 与 晒 数 变动 的 方向 之 间 的 天 系 , 在 几何 上 是 十 分 明显 
]. 只 要 记 住 [91, 92] 导数 就 是 函数 的 图 像 上 的 切线 的 斜率 就 成 了 . 这 和 斜率 的 符号 ， 
筷 出 切线 是 向 上 或 向 下 倾斜 的 , 而 曲线 本 吴 亦 就 随 着 它 同 上 行 或 同 下 行 (图 54). 


图 54 


然而 在 个 别 的 点 处 ， 切线 亦 可 能 为 水 平 的 ， 即 增 ( 减 ) 汤 数 一 一 甚至 是 狭义 
一 一 的 导数 可 以 在 个 别 的 x 值 时 等 于 0. 
例题 1) 加 数 f(z) = z3 就 是 最 后 一 种 情况 的 最 简单 的 例子 . 它 是 增 清 数 , 然而 它 的 导数 
- 二 3x 却 在 xz 二 0 这 点 等 于 0. 
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2) 类 似 于 此 , 函数 
f(r)=£z— sinz 
尔 是 增 函 数 , 因为 它 的 导数 


f' (+)=1— cosz 


不 为 负数 , 虽然 它 在 数值 z = 2kx(k = 0, 士 1 土 2,.…) 时 等 于 0. 
3) 最 后 , 为 要 证 明 增 函 数 的 导数 甚至 可 以 在 有 限 区 间 内 无 穷 多 次 等 于 0, 试 考 察 函 数 


| A sO 
f(0) = 0 


显然 ， 
一 十 0 
于 是 我 们 的 函数 在 z = 0 时 亦 是 连续 的 . zx > 0 时 我 们 有 : 


1 


/ sin 二 一 二 
Fm) (1-c0s 0) :二 20 


并 日 这 导数 在 x = 27 (k= 1,2, …) 时 等 于 0. 
注意 ， 
1 
0 < f(z) < 2e. 2 一 0, 在 x 一 十 0 时 ， 
er 


由 此 [113] 亦 有 f'(0) = 0. 
还 可 以 做 出 一 些 增 ( 减 ) 函数 的 例子 , 其 导数 等 于 0 的 点 分 布 方式 更 为 复 淋 . 多 
而 特殊 的 情形 究竟 少见 , 为 着 实用 的 目的 , 通常 使 用 这 一 充分 的 判别 法 。 
有 限 个 z 值 , 就 到 处 都 有 j(z) > 0(< 0), 则 函数 f(z) 是 增 ( 减 ) 函数 . 
文 个 判别 法 是 非常 便于 应 用 的 
例如 ,考察 z > 0 时 的 函数 f(z) = (1+ =-) ， 并 证 明 它 是 增 函数 , 现 只 要 证 明 它 的 对 数 


glzZ) = nf(z)= zlin(z+1)—Inzl 


是 增 函 数 , 我 们 有 
g(z) = [in(z+1)—Inz)— 二 
因 依 有 限 增 景 公式 [112]， 


| 
I Wm lL 


故 9 (ZX) > 0, g(x) 是 增 消 数 , 即 所 欲 证 . 


[1L33] 81， 项 数 的 动态 的 研究 . 231 ， 


133. 不 等 式 的 证 明 上述 单调 性 的 简便 判别 法 可 用 来 证 明 不 等 式 . 


1) 求证 0<z< 5 时 有 


， Cos T(z — tgz) Tt 
f'(z) = a (0 <Ii< =) 


是 负 的 , 因 > < tgz. 故 f(z) 是 减 函数 ,而 0 < z < 5 时 flz) > (5) = 


2 

1 T 

2) 现 数 f(z) = cosz 一 1+ 352? 在 x 二 0 处 为 零 . 在 z > 0 时 它 的 导数 
f(x)=—sinz+rz>0 ( 因 sinz < 27). 


帮 x 之 0 于 了 (zx) 是 增 洱 数 , 而 当 x > 0 时 有 jz) > f(0) =0, 即 


] 
cosTX>1— 57 


由 此 , 相仿 地 , 当 x > 0 时 得 
Sin2 > 区 一 2 
3) 求证 0<zx< 3 时 有 
tegZ > 2 十 了 3 
名 2 十 57 
为 此 , 只 要 证 明 对 所 说 的 zx 值 , 哺 数 bg 的 导数 sec*zx 一 1 一 zx” 是正 的 , 即 证 tg2z 一 z2 > 0; 
但 这 可 归结 为 熟知 的 不 等 式 tgz > zx[54(9)]. 
4) 因 清 数 nz 一 xX(x > 0) 有 导数 


| > 0(0<z<1), 

1 <0(z > 1), 
故 当 zz 在 区 间 (0,1] 上 答 动 时 它 是 增 郧 数 , 当 x 在 上 ,+ce) 上 变动 时 它 是 减 辆 数 ， 由 此 显 见 
/1) = 一 1 是 轴 数 的 最 大 值 , 故 当 > > 0 时 


Inz<<zr—1. 


5) 再 考察 x > 0 时 的 清 数 f(z) = x* 一 ax( 设 0<a<1). 我 们 有 


f(z) a(x™ 加 1) | > 0(0 < 人 TI< 1), 


< 0(zZ > 1), 
于 是 像 4) 那样 可 知 zx > 0 时 
2 一 Ga 入] 一 QQ (3) 


从 这 个 不 等 式 可 以 导出 一 些 古典 的 不 等 式 . 为 此 , 最 好 还 把 它 与 成 别 种 形式 . 
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设 zx= 学 其 中 a,b 是 任意 正 数 , 并 把 1 ~ a 记 为 6, 便 把 (3) 化 为 下 式 
a°b? < aa+ Bb (3a) 


. b,a,B > 0,a+B= 1). 
有 时 引入 数 ee 1 及 k= 二 二 >>1, 而 k= 人 把 上 一 不 等 式 中 的 a 与 5 分别 换 为 


， 
DOA 与 b 得 
] 大 1]  A/ 
ab < -a 7 (36) 
1 1 
0 0 el | 
(a,b > > 上 


6) 首先 , 不 等 式 (3a) 可 推广 到 任意 个 寡 相 乘 的 情形 .从 两 个 赛 相 乘 可 以 这 样 推广 到 三 个 相 乘 
的 情形 (应 用 不 等 式 (3a) 两 次 ) : 


8 人 所 十 了 
ab 一 a 


故 最 后 得 
abcr&aa + Bb+ yc 
(a,b,c,a,B,Y > 0,a+8+7Y= 1). 
相仿 地 可 从 n 推 到 n 十 1 并 证 明 (用 数学 归纳 法 ) 如 下 的 一 般 不 等 式 (记号 略 有 改变 ) : 
a1022 an < gia1 十 gaaa 二 二 qnan. 


(Q1,*…- Qn, dl ee 


也 可 以 引入 任意 数 p; > 0, 使 q; = 而 >_,, qi 二 1, 来 代替 gq;. 这 样 不 等 式 可 写 为 


(a?! a?2 pe 可 汪 三 过 0101 nh 4 We ed Pnan (4) 
D1 Bo Dn 


Qi 二 a a 
VR (4a) 


(A 
这 个 不 等 式 说 明 一 些 正 数 的 几何 平均 数 不 会 大 于 其 算术 平均 数 . 于 是 , 不 等 式 (4) 乃 是 这 个 古典 
命题 的 自然 的 推广 . 
7) 现在 来 证 明 所 谓 柯 西 - 赫 尔 德 (A.L.Cauchy-O.H6lder) 不 等 式 


(4) s 


- 1], 一 十 一 二 1). 
(Goi SOE SS ey ) 
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柯 西 证 明了 这 个 不 等 式 在 k= 二 k' 二 2 时 的 特殊 情形 : 


Sa < ya 3 (5a) 
1 | | \ 和 


7 刀 . LA 

k 大 
Qi 一 b; 一 |: 
i=1 i=1 


改 要 证 明 的 不 等 式 取 如 下 形式 


完 设 


不 等 式 (36) 中 依次 设 ae = ai,b = bi(i = 1,2,… ,n), 并 把 所 得 不 等 式 都 加 起 来 ; 下 利用 (6) ， 


和 
更 得 要 证 的 不 等 式 . 
一 般 情 形 可 化 为 上 述 的 特殊 情形 , 只 要 引入 以 下 的 数 来 代 符 ai 与 b;: 
b; 


Ci / 
EE b; 
Vay 天 
Kk 
2 0 
了 一 工 


半 于 这 些 数 , (6) 这 种 条 件 已 能 满足 . 根据 刚才 证 明 的 ， 


7 


> 


2 一 | 


7 
GQ = 


= 议 是 与 i157 等 们 的 
8) 从 柯 西 - 赫 尔 德 不 等 式 , 还 可 立即 得 一 个 重要 的 不 等 式 , 即 闵 可 夫 斯 基 (H.Minkowski) 不 


寺 趟 
1 1 1 
nn 天 也 天 72 天 
{Dro < {D2 + 1D (oS 0 人 
| i 一 1 | 
D7 十 bi)" = > Qi(Qi 十 了 十 >》 bi(ai 十 记 
i=1 2 | 


二 对 右边 两 个 和 分 别 应 用 不 等 式 (5) , 则 得 @ : 
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134. 极 大 值 及 极 小 值 . 必要 条 件 ”和 若 范 数 f(z) 在 区 间 [a,9| 内 是 有 定义 的 而 
且 是 连续 的 , 并 且 在 这 区 间 内 不 是 单调 冰 数 , 则 必 能 在 区 间 [a, 可 内 求 出 部 分 区 间 
[a, 5], 在 它 的 内 点 处 , 即 在 a 与 8 之 间 , 函数 达到 最 大 值 或 最 小 值 . 在 函数 的 图 像 上 
(图 55) 的 峰 及 合 , 就 对 应 于 这 种 区 间 . 

常 说 函数 f(z) 在 点 zo 处 有 极 大 值 (或 极 
小 值 ) 咏 , 若 这 点 可 以 有 一 个 领域 (Xx0—6, Zo 十 9)， 
完全 包含 于 函数 f(x) 的 定义 域 之 内 , 并 且 对 这 
领域 中 的 一 切 zx, 成 立 不 等 式 


f(z) < f(z0) (或 f(z) 2 f(z0)). 


换 名 话说， 限 数 f(z) 在 zo 达到 极 大 值 
( 极 小 值 ) , 如 来 f(z0) 是 点 zo 的 某 一 邻 域 ( 即 
使 是 很 小 ) 内 的 一 切 函数 值 中 的 最 大 值 (最 小 
值 ) . 注意 , 存 极 大 值 ( 极 小 值 ) 的 定义 中 已 预先 假定 函数 在 点 zo 的 两 方 都 是 有 定义 
的 . 

在 有 这 样 的 邻 域 存在 , 在 它 的 范围 内 ( 当 zx 关 zo 时 ) 成 立 着 严格 的 不 等 式 


(oD fro) (Bw (02) (0), 


束 襄 函数 在 点 zo 处 有 真正 的 极 大 值 ( 极 小 值 ) , 在 相反 的 情形 , 有 广义 的 极 大 值 ( 极 
小 值 ) . 

右 图 数 在 点 xo 及 zi 处 都 有 极 大 值 , 则 把 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 [85] 应 用 于 
区 间 [zo,z1j, 就 看 出 , 函数 必 在 zo 与 zi 之 间 的 某 一 点 za 处 达到 在 这 区 间 内 的 最 
小 值 , 而 在 那 一 点 处 就 有 极 小 值 , 类 似 地 , 在 二 极 小 值 之 间 一 定 能 求 出 极 大 值 . 在 那 
种 最 简单 的 (而 在 实用 上 是 最 重要 的 ) 情形 , 当 函 数 总 共 只 有 有 限 个 极 大 值 及 极 小 值 
时 , 它们 总 是 交 迭 地 出 现 的 . 

注意 , 极 大 值 或 极 小 值 总 称 为 极 值 @. 

现在 要 间 , 如 何 去 求 出 使 旺 数 获得 极 值 的 一 切 变 元 的 数值 . 在 解决 这 问题 时 , 导 
数 起 着 主要 的 作用 . 

首先 假定 , 函数 f(x) 在 区 间 (a,b) 内 有 有 限 导数 . 若 在 点 zo 处 函数 有 极 值 , 应 
用 以 前 讲 过 的 费 马 定理 [109] 于 区 间 (zo - 5 zo 十 人, 就 得 结论 /(zo) = 0: 这 是 极 
值 的 必要 条 件 . 极 值 只 能 在 使 导数 等 于 零 的 点 (这 种 点 称 为 静止 点 @) 中 去 找 . 

可 是 不 要 以 为 每 一 个 静止 点 都 能 使 水 数 获得 极 值 : 刚才 所 指出 的 只 是 必要 条 件 ， 
并 不 是 充分 条 件 . 例如 在 [132, 1) ] 内 , 我 们 曾 看 到 , 函数 za 的 导数 3z2 在 z = 0 时 
等 于 零 , 但 在 这 点 处 困 数 并 无 极 值 : 它 总 是 增 大 着 . 
| 了 由 拉丁 文 maximum 及 minimum 而 来 ， 表示 “最 大 的 ”及 “最 小 的 ” (数值 ) . 


@ 拉 丁 文 的 extremum 表示 着 “极端 的 ” (数值 ) . 
久 在 这 些 点 处 函数 的 变动 似乎 “暂停 了 ”: 这 时 变动 的 速度 [92] 等 于 零 . 
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若 扩 大 所 考察 的 函数 f(z) 的 范围 , 并 假设 在 个 别 的 点 处 导数 可 以 等 于 无 穷 或 全 
然 不 存在 , 则 f(z) 亦 并 非 就 不 可 能 在 某 些 这 种 点 处 取得 极 值 (本 来 费 马 定理 只 是 在 
有 限 导数 存在 的 假定 下 , 证 明了 jz) = 0). 例如 , 函数 xz3 在 x = 0 时 显然 有 极 小 
值 , 可 是 它 在 这 点 处 的 左 导数 等 于 -oo 而 右 导数 等 于 -oc[101]; 完全 同样 , 函数 jz 
也 是 在 点 x = 0 处 有 极 小 值 , 可 是 它 在 这 点 处 的 导数 却 全 然 不 存在 [100]. 因此 , 即 
使 在 有 限 的 双 侧 导数 不 存在 的 点 处 函数 亦 同样 能 获得 极 值 . 但 在 这 种 情形 , 自然 亦 
同样 不 能 保证 在 这 种 点 处 就 有 极 值 存在 . 可 以 用 函数 y = z# 及 y = z， sin=( 附 有 补 
充 条 件 : 在 x = 0 时 y = 0) 作为 例子 . 第 一 个 函数 在 点 x = 0 处 有 无 穷 导数 [101]， 
第 二 个 在 这 点 处 则 根本 没有 导数 [102, 1°], 但 在 点 z = 0 处 两 个 六 数 并 没有 获得 极 
值 (因为 在 这 点 的 任 一 邻 域内 , 两 个 函数 都 是 既 有 正 值 又 有 负 值 ) ， 


135. 充分 条 件 . 第 一 法 则 ”因此 , 若 点 zo 是 函数 f(x) 的 静止 点 或 假 录 在 这 
点 处 f(z) 没有 有 限 导数 , 则 点 zo 仅 是 所 谓 “ 有 极 值 嫌疑 的 ”点 , 还 应 该 对 它 再 作 进 
一 步 的 考查 . 

这 考查 就 在 于 检查 下 面 就 要 说 到 的 极 值 存在 的 充分 条 件 是 否 满足 . 

假定 在 点 xo 的 某 一 领域 (zo - 6,zo + 9) 内 (至 少 对 于 x 关 zo) 存在 有 限 导 数 
f(z), 而 且 它 在 zo 的 左 方 及 右 方 (各 别 的 ) 保持 着 确定 符号 . 那么 就 可 能 有 下 列 三 
种 情形 : 

I. 在 x < zo 时 f(z) > 0, 而 在 x > zo 时 了 (z) < 0, 即 导 数 f(x) 在 经 过 
点 zo 时 由 正 的 变 成 负 的 .在 这 情形 , 图 数 f(z) 在 区 间 [xo - 6,xo] 内 渐 增 , 而 在 区 间 
[zo, zo 二 6] 内 渐 减 [132], 于 是 f(zo) 就 是 f(x) 在 区 间 [zo -= 6,zxo 十 引 内 的 最 大 值 ， 
即 在 点 zo 人 处 也 数 有 极 大 值 . 

II 在 x <zo 时 f(z) <0 而 在 x > zo 时 了 (xz) >0, 即 导数 f/(z) 在 经 过 点 zxo 
时 由 负 的 变 成 正 的 .在 这 情形 , 类 似 地 可 证 , 在 点 zo 处 也 数 有 极 小 值 . 

II 在 x < zo 及 x > xo 时 都 有 f'(z) > 0 或 是 在 zo 的 左 方 和 右 方 都 有 
jP(z) < 0, 即 f(z) 在 经 过 zo 时 并 不 变换 符号 . 那 时 也 数 或 总 是 渐 增 , 或 总 是 渐 减 ; 
在 xo 的 某 一 方 的 任意 近 处 总 能 找到 点 z, 使 f(x) < f(z0), 而 在 男 一 方 又 有 点 x, 使 
f(x) > f(xo0), 于 是 在 点 xo 处 无 极 值 . 

在 图 56, a,6,s 中 , 给 出 各 种 最 简单 的 情形 的 图 示 . 

因此 , 我 们 得 出 考验 “有 嫌疑 的 ”数值 zo 的 第 一 法 则 : 先 用 z < zo, 后 用 工 > zo 
代入 导数 f(z), 以 确定 导数 在 点 zo 的 左 方 及 右 方 近 处 的 符号 ; 若 这 时 导数 f(z) 的 
符号 由 正 变 负 则 有 极 大 值 , 若 由 负 变 正 , 则 有 极 小 值 ; 又 若 符号 不 变 , 则 无 极 值 . 

当 在 区 间 (a,b) 内 像 通常 那样 只 有 有 限 个 静止 点 或 有 限 个 导数 不 存在 的 点 : 


0O<ZI<Zo< .<ZK<ZKHL< :<Zn<D (8) 
在 这 种 情形 之 下 , 这 法 则 完全 可 以 解决 问题 . 就 是 , 首先 在 任 一 区 间 


(a, Z1)， (Z1; 7Z2)， 四 (Zk, ZKRTT1)， 四 (Tn;b) 
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极 小 


内 存在 着 有 限 导 数 f(z), 此 外 , 在 每 一 个 这 种 的 区 间 内 f(z) 都 保持 不 变 号 . 事实 
上 , 假 帮 f(z) 例如 在 区 间 (zx,zxk41) 内 变 号 , 则 依 达 布 定理 [110], 它 就 要 在 zk 及 
zk+l 之 间 的 某 一 点 处 等 于 零 , 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 导数 的 一 切 的 零点 都 已 包括 在 
点 列 (8) 之 内 了 . 

在 实用 上 , 后 面 的 附注 在 某 些 情形 之 下 是 有 用 处 的 : 要 确定 导数 f'(z) 在 全 区 间 
(zp; Zk41) 内 的 符号 , 只 要 算出 它 在 其 中 任何 一 点 处 的 数值 (或 甚至 只 要 确定 其 符号 ) 
环行 了 . 

136. 例题 

1) 求 疯 数 f(z) = (zx 十 2)*(x 一 1)” 的 极 值 . 

它 的 导数 恒 存 在 而 且 是 有 限 的 : 


ee de 0 0 
导数 的 霉 点 叫 (静止 点 ) 是 : 
X11 二 一 2， X22 二 一 
这 些 数 值 把 全 区 间 (一 o0, +ce) 分 成 下 列 部 分 : 
(= 


要 确定 导数 在 这 些 区 间 内 的 符号 , 可 以 利用 前 段 最 后 的 附注 , 确定 在 具体 数值 时 的 符号 , 例如 
中 就 是 使 导数 等 于 零 的 点 , 亦 即 f(z) = 0 的 实 根 一 一 译 者 . 


[136] $1， 消 数 的 动态 的 研究 237 ， 


在 -3, 一 1, 0 及 2 时 的 符号 . 先 确定 各 个 因 式 的 符号 , 然后 就 可 得 出 整个 导数 的 符号 : 


在 区 同人 ss 内 (SCI 
在 区 间 ( 一 2, -0.8) 内 (十 )( 十 )( 一 ) = 
在 区 间 ( 一 0.8,1) 内 (十 )( 十 )( 十 ) = 十 
es co) 内 (十 )( 十 )( 十 ) = 十 

由 此 , 清楚 地 , 靖 数 f(z) 在 x = -2 时 有 极 大 值 , 在 x = -0.8 时 有 极 小 值 , 而 在 z = 1 时 
无 极 值 . 

然而 通常 都 用 另外 的 办 法 , 而 不 在 导数 内 代入 具体 数值 . 从 x = -2 开始 来 讨论 . 导数 的 最 后 
两 个 因 式 (z 一 1)? 及 5z 十 4 的 乘积 在 x = -2 时 有 负 号 , 因此 (由 于 连续 性 ) 在 这 点 ( 左 方 及 右 
方 ) 的 近 处 保持 同一 的 符号 . 至 于 因 式 (z 二 2) 当 zz 增 大 而 经 过 数值 -2 时 由 负 的 变 成 正 的 , 于 
是 导数 的 符号 由 正 变 负 , 而 函数 有 极 大 值 . 在 z = -5 时 (及 接近 这 数值 时 ) 导数 的 首 二 因 式 有 正 
写 ; 至 于 最 后 的 因 式 5z 十 4( 随 之 而 整个 导数 ) 在 经 过 这 数值 时 则 由 负 的 变 成 正 的 , 故 函 数 在 此 处 
有 极 小 值 . 最 后 , 在 经 过 数值 zx = 1 时 , 不 仅 第 一 第 三 因 式 保持 着 原 有 符号 , 而 且 第 二 因 式 亦 是 如 
此 , 因为 平方 总 是 正 的 ; 故 在 此 处 无 极 值 . 

已 知 使 清 数 获得 极 值 的 点 z， 现 在 就 很 容易 算出 这 些 极 值 : 极 大 值 f(-2) = 0 而 极 小 值 
f(—0.8) = —8.40. 

在 图 57 中 给 出 说 明 这 函数 的 变动 的 图 像 @. 

2) 求 函 数 f(z) = sin” zz 十 cossz 的 极 值 . 

由 于 函数 有 周期 2r, 我 们 只 要 讨论 包含 在 区 间 [0, 2r] 内 的 
2 值 就 已 够 了 了. 这 上 辑 数 的 导数 到 处 存在 : 


f(r)=3sin’z .COST — 3c0s” Tsinz 


=3sinz.:cosz. (sin2z — cosz). 


在 这 情形 导数 的 零点 (静止 点 ) 是 : 
SR oT 
4 
在 经 过 x = 0 时 ,内 式 sinz 由 负 变 下 ， 因 为 最 后 两 个 因 式 在 
z 二 0 的 附近 保持 负 号 所 以 整个 导数 的 符 号 由 正 变 负 , 故 有 极 大 
值 . 因 式 sin z - cos z, 在 z = 二 时 等 于 零 , 在 经 过 这 点 时 符号 由 

负 变 正 、 导 数 的 符号 亦 是 如 此 , 因为 前 面 两 个 因 式 是 正 的 , 因此 ， 
在 该 点 有 极 小 值 . 仿 此 考察 其 余 的 静止 点 : 它们 全 部 交 迭 地 使 画 
数 获 得 极 大 值 及 极 小 值 . 

把 它们 代入 隔 数 内 , 就 得 到 极 大 及 极 小 的 数值 : 

极 大 值 : 


(27). 


1(0) = fn) -1 F(T) -1 f= 07 


吕 在 此 处 及 在 下 列 各 例题 内 , 我 们 用 图 像 来 说 明 清 数 的 变动 , 但 关于 作 图 问题 本 身 , 只 能 在 $3 内 
再 详细 地 考察 . 特别 是 参阅 149, 3). 
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极 小 值 : 


f (=) =- V2 二 站 人 本 一 ¥ ( 世 ) ed 


2 
困 数 的 图 像 表 示 在 图 58 中 [参阅 147, 1) ]. 


SEN TZ 
i 
-可 如 有 于 村 可 到] 
本 


图 58 


0 
-0.5 


-1 


3) 求 函数 f(z) = zi - (z2 一 1)3 的 极 值 
在 这 一 次 , 有 限 导数 


除去 在 点 xz =0 及 z = 十 1 以 外 到 处 存在 . 

当 z( 从 两 边 ) 接近 于 这 些 数值 时 , 导数 趋向 于 上 oo 

要 确定 导数 的 零点 , 可 使 它 的 分 子 等 于 零 ; 我 们 就 求 得 : x 二 + 因此 , “有 极 值 嫌疑 的 ” 
点 就 是 : 


1 1 
) 0， A 十 二 

在 x = 0 时 (及 在 这 点 的 附近 ) 分 母 的 第 二 因 式 及 分 子 都 是 正 的 ， 至 于 分 母 的 另 一 因 式 x3 
的 符号 却 由 负 变 正 , 导数 亦 是 如 此 . 故 有 极 小 值 . 在 x = 已 及 在 其 附近 ) 时 分 母 保持 着 正 号 .至 


于 分 子 , 在 考虑 接近 于 的 z 值 时 改写 成 (1 一 z2) 和 xz 和 它 在 zx 二 时 等 于 零 , 且 随 x 的 


减少 而 增加 , 随 z 的 增加 而 减少 , 于 是 符号 由 正 变 负 , 故 有 极 大 值 . 在 > 二 机 时 亦 然 . 在 经 过 
z 二 1 时 , 分 母 内 的 因 式 (zx? - 1)3( 它 在 这 点 处 等 于 零 ) 不 变 号 ; 同样 导数 亦 不 变 号 于 是 在 x 二 1 
时 无 极 值 . 在 x = 一 1 时 亦 然 . 


2 1 
=r 


136] §1， 项 数 的 动态 的 研究 :099:. 


因此 , 极 大 值 是 / (二 - 遍 | = 红 = 1.59, 而 极 小 值 是 f(0) = 1 

图 像 画 在 图 59 中 [参阅 149, 4) ]. 

4) 阻尼 振动 ” 设 动 点 依 定 律 : 

s= Ae “tsinwt 

而 运动 , 式 中 s 是 经 过 的 路 程 (从 开始 的 位 置 算 起 ) , 而 t 是 时 间 (从 开始 的 时 刻 算 起 ) .一 切切 
量 A,k,w 以 及 变量 t, 都 算是 正 的 . 现在 来 说 明 这 一 水 数 关系 的 图 形 ; 把 它 同 我 们 所 已 经 熟悉 的 
正弦 曲线 s = A sin wt 相对 照 是 很 有 趣 的. 因为 e “上 > 0, 显然 , 两 条 曲线 都 交 z 轴 于 相同 的 各 
去 上 0 工科 = 12,…). 须 注意 , 丽 数 s = Asinwt 在 诸 点 t= (n+ =) 全 处 交 迭 地 有 极 大 值 
又 极 小 值 , 在 此 等 点 处 它 的 导数 s = Aw cos wt 等 于 却 , 现 求 给 定 也 数 的 导数 [参阅 99, 30) ]: 


s'— Ae™ i(w .coswt — k.sinwt) 


k 
We koe | CO = sin ot | 
i 
家 条件 
CU Kk . 
一 一 一 一 Sin %, 


本 
引入 辅助 角 2, 便 可 改写 导数 式 为 


s 一 4. Vw? + k2e * cos(wt 十 wo). 
它 在 诸 点 
处 等 于 零 . 又 因为 余 获 在 经 过 零 时 要 变 号 , 所 以 容易 看 出 我 们 的 消 数 在 这 些 数 值 时 有 极 值 , 实际 上 
在 也 为 侦 数 时 有 极 大 值 而 在 mn” 为 奇数 时 有 极 小 值 . 与 正弦 曲线 相 比 较 , 发 现 极 值 点 回 左 移动 
不 难 检验 , 一 切 极 大 值 都 是 正 的 而 极 小 值 都 是 负 的 . 套用 A; 表示 第 n 个 极 值 的 数量 , 则 


于 是 振幅 依 几 何 序列 而 渐 减 . 
它 的 图 像 (到 简单 的 特例 ) 表示 在 图 60 中 . 这 种 类 型 的 运动 称 为 阻尼 振动 . 
附注 “在 实际 遇 到 的 大 多 数 情 形 之 下 , 前 段 所 述 的 法 则 , 对 于 探究 “有 嫌疑 的 ”数值 是 完全 角 


用 的 . 然而 必须 注意 , 可 能 在 有 些 情形 , 它 是 不 适用 的 : 即 当 在 补考 查 的 点 的 任意 近 处 包含 着 无 穷 
个 其 他 类 似 的 点 时 , 于 是 在 这 点 的 这 一 方 或 那 一 方 , 导数 就 不 保持 确定 的 符号 了 . 


例如 考察 由 等 式 
1 四 =z2,sin=( 在 zx#0 时 ) 及 f(0)=0 
所 定义 的 函数 . 我 们 已 经 知道 , 它 在 z = 0 时 有 导数 (0) = 0[102,2°]. 可 是 在 静止 点 Z = 0 的 


左 方 以 及 右 方 的 任意 近 处 , 导数 


1 1 
一 O97- ie 二 一 
(2) Tsin~ ~— cos- 
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无 穷 多 次 地 变 号 . 这 函数 在 点 x = 0 处 无 极 值 . 但 若 把 函数 定义 为 : 
网 
F(Z) 一” (1 十 Sin = 和 0 


则 它 亦 显示 着 同样 的 特性 , 但 在 这 次 , f(z) 在 x = 0 时 显然 有 极 小 值 . 前 述 的 法 则 在 两 种 情形 都 
不 能 应 用 . 


137. 第 二 法 则 ”在 探求 函数 的 极 值 时 , 研究 在 静止 点 附近 的 导数 符号 , 可 以 换 
成 钱 究 在 这 点 处 二 阶 导数 的 符号 ; 下 面 将 说 明 这 事 . 

为 此 , 设 函 数 f(z) 不 仅 在 点 zo 的 邻 域内 有 导数 f(z), 并 且 在 点 zo 处 有 二 阶 
导数 f(zo). 点 zo 是 静止 点 , 即 f(z0) = 0. 车 17(zo) > 0, 则 依 109 的 引 理 , 函数 
站 (Zz) 在 点 z = zo 处 渐 增 , 即 在 点 zo 的 左 方 近 处 f(z) < 了 (zo0) = 0, 而 在 点 zo 的 右 
Ee 1 A 这 伴 导数 于 (二 答 荣 过 证 六 二 : 训 时 符号 由 负 变 正 , 因 
此 f(z) 在 这 点 处 有 极 小 值 . 若 f(z0) < 0, 则 f(z) 在 点 z = zo 处 渐 减 , 它 的 符号 由 
正 变 负 , 于 是 f(x) 有 极 大 值 . 

这 样 , 可 以 叙述 考查 “有 嫌疑 的 ” 数值 zo 的 第 二 法 则 如 下 : 把 zo 代入 二 阶 导数 
f”(X) 内 . 关 1”(z0) > 0, 则 函数 有 极 小 值 ; 若 f(xo) < 0, 则 函数 有 极 大 值 . 

一 般 说 来 , 这 法 则 的 应 用 范围 较为 狭窄 ; 例如 , 它 显 然 不 能 应 用 于 不 存在 有 限 一 
阶 导 效 的 点 (因为 那里 就 谈 不 上 二 阶 导 数 ) . 当 二 阶 导数 等 于 零 的 那些 情形 , 这 法 则 
亦 没 有 给 出 什么 结果 . 那 时 , 问题 的 解决 就 得 依赖 于 高 阶 导数 的 性 态 了 [参阅 下 一 目 ]. 

震 放 望 把 这 法 则 应 用 于 例 2) , 则 须 算 出 二 阶 导 数 : 


广 (z) =6sinzcosz(cosz 十 sinz) — 3(sin? x 十 cos3 2 
TD i 也 时 , 第 一 项 等 于 零 而 f(z) 的 符号 与 /z) = sin3s x 二 cos? xz 的 符号 相反 ; 


它 在 = = 0(27), 时 有 负 号 (在 此 处 有 极 大 值 ) 而 在 2 二 及 时 有 正 号 (在 此 处 有 极 小 值 ) 


全 流入 及 2 时 , 由 于 等 式 sinz = cosz, 了 (x) 就 变 成 6sin3 z, 于 是 在 前 一 点 处 二 阶 导数 为 
正 (有 极 小 值 ) , 而 在 后 一 点 处 为 负 (有 极 大 值 ) . 


[137] 81， 有 函数 的 动态 的 研究 人 


再 举 一 例 子 : 求 闵 数 f(x) = 


导数 Pa) = 5 二 2 各 二 ! 与 其 分 子 有 相同 的 零点， 即 mu = 1_V5 二 041 及 四 二 
(2 二 15 


1 十 V2 -= 2.41. 把 导数 当 作 乘积 而 再 微分 它 : 


和 的 二 (2z — 2) + 


ES 
[过 生产 
等 式 右 边 用 省 略 号 来 代替 的 是 包含 着 因 式 x* 一 2z 一 1 的 项 , 它 是 我 们 所 不 需要 详细 知道 的 , 因为 
对 于 我 们 准备 代入 的 z 值 , 它 早已 明知 是 淮 . 

很 易 看 出 f(z1) < 0, 而 f(z2) > 0, 因此 f(z1) 三 7.04 是 极 大 值 , 而 f(x2) 三 一 0.03 是 极 
小 值 . 

也 数 的 图 像 画 在 图 61 中 [参阅 149, 5) 1. 


TTTTTTTTT 
一 


志和 ET 


i 二 


ed ES i | 
sO 0d eh 3. 0 TO 1 i 


图 61 


最 后 , 再 考察 这 样 一 个 有 着 几何 内 容 的 应 用 题 : 
求 (在 平面 上 ) 一 已 知 点 P(&,m) 至 由 方程 y = » Pp 
f(x) 所 给 定 的 曲线 (K ) 上 一 点 M (zx,y) 的 距离 7 
的 极 值 (图 62) . 
代替 考察 函数 ”> 可 以 考察 函数 
下 人 
5 | 
式 中 y = f(x). 使 导数 
Uz = T+(y ny 


等 于 零 , 就 看 到 , 要 曲线 (K) 上 的 点 M(x,y) 能 使 
7 获得 极 值 , 必须 满足 条 件 : 


£—7z+y(n—y)=0. 
换 句 话说 , 点 P(E,n) 应 当 位 于 直线 


Xz+y(Y -y=0 
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上 . 这 直线 经 过 曲线 上 的 点 M(z,y) 而 伍 直 于 在 这 点 的 切线 @, 它 称 为 曲线 的 法 线 . 
现在 假定 点 P(E&,n) 已 经 位 于 曲线 (K) 上 点 M(x,y) 处 的 法 线 上 了 , 则 距离 PM 是 否 极 值 
呢 ? 这 问题 的 解决 , 依赖 于 二 阶 导数 


us =1+y+(y-— 7) yr” 


的 符号 . 这 式 子 仅 在 坐标 为 


Ly 1 + ys 
Ce 7 a 
的 点 C 处 才 等 于 零 (假定 ys? 关 0; 对 于 C 点 ,问题 仍然 没有 解决 . 点 C 把 法 线 上 的 那些 点 P 


分 成 两 部 分 , 当 点 已 使 ww < 0 时 , 距离 PM 就 是 极 大 值 , 当 点 已 使 w > 0 时 , 距离 PJM 就 是 
极 小 值 . 
以 后 [243, 253] 我 们 将 看 到 , 这 一 法 线 上 的 界 点 , 在 好 多 方面 是 值得 注意 的 . 


138. 高 阶 导 数 的 应 用 ”我们 已 经 看 到 , 若 jp(zo) = 0 且 f(z0) > 0, 则 函数 
f(z) 在 点 zo 处 达到 极 小 值 ; 若 fr'(xo) = 0 县 f(zo) <0 则 函数 在 这 点 处 有 极 大 值 . 
| (26) = 1 的 一 的 情形 ， 我 们 还 未 加 研究. 

今 假定 限 数 f(z) 在 点 xz = zo 处 有 顺 次 至 n 阶 的 导数 , 而 且 直 至 (n -1) 阶 导 
数 为 止 全 都 在 这 点 处 等 于 零 : 


Fn (i 


同时 却 有 f(zo) 关 0. 把 毅 数 f(z) 的 增 量 f(x) - f(zo) 依 > - zo 的 宕 用 余 项 为 侦 

亚 讳 式 的 花 勒 公式 展开 [124, (10a) 1. 因为 所 有 低 于 nn 阶 的 一 切 导数 在 点 zo 处 都 等 

于 零 , 故 

(n) 

/全 -Jo = +e 
由 于 当 x 一 zwo 时 a 一 0， 所 以 当 z 十 分 接近 于 zo 时 , 上 式 右边 分 数 的 分 子 与 

(zo) 就 将 有 相同 的 符号 , 在 x < zo 时 如 此 , 在 x > zo 时 亦 如 此 . 且 考 察 两 种 情 


(TC— 7X0)". 


1% nn 是 奇数 : n= pc 的 数值 由 小 于 x0 变 成 大 于 TO 时 ， 轩 式 (= 
去 芯 换 符号 , 但 因为 第 一 个 因 式 这 时 不 变 号 ,所 以 差 f(z) - f(zxo) 也 变 号 . 这 样 ,在 点 
, 呆 数 f(z) 就 不 能 有 极 值 , 因为 在 这 点 的 近 处 , 函数 值 有 小 于 f(xo) 的 , 也 有 大 

f 2 日 训 . 
2 nn 是 侦 数 : n 二 2k. 在 这 情形 ， 4 Z0 下 成 大 于 0 时 由 二) 的 | 并 
个 芝 写 . 因为 对 一 切 z, (x 一 x0)* > 0. 显然 , 在 zo 的 左 方 及 右 方 近 处 差 人 二 用 志 | 


sr 1 1 了 \ pe 2 4 
: 实 它 的 和 斜率 Se 是 切线 的 斜率 yy 的 负 倒 数 . 
Yr 
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汉人 符号 都 与 数值 f(z0) 的 符号 相同 . 这 就 是 说 , 若 f(zo) > 0, 则 在 点 zo 的 近 处 
ffz) > jzo), 而 在 点 zo 处 图 数 f(z) 有 极 小 值 ; 若 fw(zo) < 0, 则 函数 有 极 大 值 . 

由 此 即 得 这 样 的 法 则 : 

车 在 各 阶 导 数 中 , 第 一 个 在 点 zo 处 不 等 于 零 的 导数 是 奇数 阶 的 , 则 函数 在 点 zo 
六 既 无 极 大 值 亦 无 极 小 值 . 若 这 种 导数 是 偶数 阶 的 , 则 吕 数 在 点 zo 处 有 极 大 值 或 极 
作 值 , 就 看 这 导数 是 负 的 或 是 正 的 . 

例如 , 对 于 函数 f(x) =e* 十 e ”十 2coszx,7x = 二 0 蚌 静 止 点 , 因为 在 这 点 处 导数 


(ne 6 -98m 


f(z)=e*+e 2 一 2cos7， f’ (0)=0; 
f(r ee = ”FF2sng "(00 
Pa ee 0 二 赤 


因为 第 一 个 不 等 于 淮 的 导数 是 偶数 阶 的 , 故 有 极 值 ; 又 因 f“ (0) > 0, 故 有 极 小 值 . 


附注 虽然 上 面 所 伐 的 检定 法 , 解决 了 在 许多 情形 下 的 极 值 问题 , 但 在 理论 上 说 来 , 它 总 还 
公 是 万 能 的 : 一 个 并 不 恒 等 于 常数 的 函数 , 可 以 在 所 考查 的 点 的 邻 域内 具有 一 切 阶 的 导数 , 然而 在 
光一 点 处 , 各 阶 导 数 却 都 等 于 零 . 

举 一 例 , 考察 下 面 ( 柯 西 的 ) 函数 : 


1 


f(z)=e (在 xz 关 0 时 ),f(0)=0. 


在 ZzZ 才 0 时, 它 有 一 切 阶 的 导数 : 


f(z) = 总 e 十， 六 (= (- 志 + 入 ]e 而， 
而 且 一 般 地 有 
f(g) = PP (=).e 冯 人 (9) 


式 中 的 PP,(z) 是 (3n 次 ) 整 多 项 式 . 这 定律 的 一 般 性 很 容易 由 数学 归纳 法 证 明 . 
今 再 验证 在 点 x = 0 处 我 们 的 函数 的 各 阶 导 数 都 存在 , 而 且 者 等于零. 实际 上 , 首先 ， 


本 


1 
TT 本 


DD 回忆 当 > 一 二 oo 时 ez 是 较 z 的 任何 次 突 z* 更 高 阶 的 无 穷 大 , 即 


= 之 
lim 一 一 0 
zz 一 十 CO e< 


65] 在 此 处 是 二 (在 z _，0 时 ) 担任 着 z 的 角色 
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于 是 f'(0) = 0 再 假设 , 所 要 证 明 的 命题 对 于 直至 n 阶 为 止 的 一 切 导数 都 是 正确 的 . 则 [参阅 (9 


在 工 一 0 时 ， 


1 0) 5 的 
工 
因为 分 子 总 是 形 如 下 的 各 项 的 和 . 这 就 是 说 , 亦 有 Fo"+0(0) = 0. 由 数学 归纳 法 ,命题 已 完全 
证 毕 . 
虽然 直接 明了 , 所 给 函数 在 x = 0 时 有 极 小 值 , 但 要 用 考察 它 在 这 点 处 的 各 阶 导数 的 方法 来 
验证 这 事实 却 不 成 . 


139. 最 大 值 及 最 小 值 的 求法 “” 设 函数 f(x) 在 有 限 闭 区 间 [a,8| 内 有 定义 而 且 
连续 . 迄今 为 止 我 们 仅 注意 它 的 极 大 值 及 极 小 值 , 现在 再 提出 关于 它 在 这 区 间 内 所 取 
的 一 切 数值 中 如 何 求 其 最 大 值 及 最 小 值 的 问题 ©, 依 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 [85], 这 
种 最 大 值 及 最 小 值 必定 存在 . 为 确定 起 见 , 就 讨论 最 大 值 . 

右 约 数 在 a 与 b 之 间 的 某 一 点 处 达到 最 大 值 , 则 它 同时 将 是 极 大 值 之 一 (显然 ， 
年 最 大 的 极 大 值 ) ; 但 最 大 值 , 亦 可 以 在 区 间 的 一 端点 a 或 b 处 达到 (参阅 图 63) . 这 
样 , 网 需要 把 图 数 的 一 切 极 大 值 互 相 比 较 , 并 需 与 边界 数值 f(a) 及 f(b) 相 比 较 ; 这 
些 数 中 的 最 大 者 就 是 f(z) 在 [w, 引 内 的 一 切 函 数值 中 的 最 大 值 . 仿 此 可 求 出 函数 的 
最 小 值 . 


几 63 图 64 


TT 37 


例如 , 要 判定 函数 f(z) = sin? z 十 cos*z 在 区 间 | 一 人 ,小 | 内 的 最 大 值 及 最 小 值 ; 两 个 极 大 
值 等 于 1, 且 大 于 边界 数值 / (了) = 了 ( 芝 ) = 0, 因此 , 1 是 函数 在 所 述 区 间 内 的 最 大 值 极 
小 值 等 于 0.7.…， 大 于 边界 数值 , 于 是 最 小 值 就 是 0 对 于 区 间 | 工 , 芝 | 而 言 , 则 须 取 在 z = 开 
及 区 时 所 达到 的 两 个 极 大 值 1 及 -0.7.… 之 较 大 者 作为 最 大 值 ,因为 在 端点 处 的 函数 值 是 


1 (了 ) = 907… 及 下 (站) = 一 1, 都 小 于 工 函数 在 右 端 点 处 达到 最 小 值 同时 , 在 z = r 时 , 极 


小 值 即 最 小 值 . 

中 这 样 , 我 们 给 术语 极 大 值 保 留 着 它 的 “局 部 ”的 意义 (在 对 应 点 的 直接 邻 域内 的 最 大 值 ) , 并 把 
它 和 在 所 考察 的 全 区 间 内 忒 数 的 最 大 值 区 别 开 来 . 

关于 函数 的 极 小 值 及 最 小 值 亦 是 如 此 . 
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奇 希 望 避免 探究 极 大 值 或 极 小 值 , 则 用 别 的 办 法 . 仅 需 计算 在 一 切 “ 有 极 值 嫌疑 的 ”点 处 的 隔 
效 值 , 并 且 使 它们 与 边界 数 f(a) 及 f(b) 相 比 较 ; 在 这 些 数 中 的 最 大 数 及 最 小 数 , 显然 就 是 一 切 函 
效 值 中 的 最 大 值 及 最 小 值 . 

、 TT 37T a ， i Tn Pe __、 

例如 ， 对 区 间 一 下 我 们 就 把 /0) = (a) = 0.7... ,f (35) = 1 等 数值 与 边 

./ XA n pe J [TA 37 4 TY 加 
界 值 j (了) = 7( 过) = 0 相 比较 , 而 对 于 区 间 | 了 ,站 |, 我 们 就 把 (2) = 1,f(7) = 


-7 ( 辽 ) = -0.7.… 等 数值 与 边界 值 (下 ) = 07… 及 了 ( 到) = -1 相 比较 
附注 ”在 应 用 题 内 最 常 碰 到 a 与 5 之 间 只 出 现 一 个 “有 嫌疑 的 ” 点 zo 的 简单 情形 . 者 在 这 
点 处 师 数 有 极 大 值 ( 极 小 值 ), 则 不 用 与 边界 值 相 比 较 , 就 能 明白 这 就 是 哨 数 在 所 给 区 同 内 的 最 大 


值 (最 小 值 ) ( 参 疝 图 64). 在 这 类 情形 , 进行 探究 极 大 值 及 极 小 值 , 经 第 显得 比 计算 及 比较 函数 的 
持 别 值 更 为 简单 (特别 是 , 若 在 函数 的 表达 式 内 有 文字 常数 时 ). 


着 重 声明 , 上 面 所 讲 的 完全 可 以 应 用 于 开 区 间 (ca, 以 及 应 用 于 无 穷 区 间 . 


140. 应 用 题 “ 今 将 用 例题 的 形式 叙述 一 系列 各 方面 的 问题 . 这 些 问题 的 解答 归结 于 求 函数 
的 最 大 值 及 最 小 值 . 可 是 , 更 值得 注意 的 往往 还 不 是 这 些 数值 的 本 身 , 而 是 那些 使 函数 获得 极 值 的 
点 ( 变 元 的 数值 ) . 

1) 从 一 块 边 长 为 a 的 正方 形 铁皮 的 各 角 上 截 去 相等 的 方块 , 把 各 边 折 转 (图 65) 作成 无 盖 的 
匣子 . 怎样 才能 得 出 有 最 大 容量 的 匣子 ? 

若 用 > 表示 截 去 的 方块 的 边 长 , 则 匣子 的 体积 y 可 表示 为 : y = z(a 一 2zZ) ,而且 z 是 在 区 
司 |0, = | 内 变动 着 . 问题 已 变 成 求 函 数 y 在 这 区 间 内 的 最 大 值 

因为 导数 y = (a 一 2x)(a 一 6x) 在 0 与 5 之 间 只 有 唯一 的 零点 x = z 所 以 立即 可 知 这 
数值 使 函数 获得 极 大 值 , 同时 它 也 就 是 所 求 的 最 大 值 . 或 用 另 一 种 说 法 : 在 x = - 时 有 y = 2 
同时 y 的 边界 值 却 等 于 0. 内 此 , 在 x = < 时 实际 上 就 得 出 y 的 最 大 值 . 

2) 已 知 -- 木 料 有 直径 为 d 的 圆 截 面 . 如 何 把 它 削 成 最 坚 牢 的 具有 矩形 截面 的 横梁 . 

提示 “由 材料 力学 证 明 , 有 矩形 截面 的 横梁 的 强度 与 积 bh? 成 比例 , 此 处 的 b 是 矩形 截面 的 
底 , 而 hb 是 它 的 高 . 

因为 p= q? 一 慷 , 所 以 要 求 的 就 是 y = bh* ==b(d* 一 忆 ) 的 最 大 值 , 其 中 “ 自 变量 ”5 在 区 间 
(0,d) 内 变动 着 . 

导数 y 二 2 一 30? 在 这 区 间 内 只 有 一 次 等 于 零 , 即 在 点 5 = 处 . 二 阶 导数 y= -65 < 0， 
因此 , 在 所 指出 的 点 处 达到 极 大 值 , 这 也 就 是 最 大 值 . 

在 5= -从 时 站 = 4 2， 于 是 4: :8 = VS: V5:1. 从 图 66 内 可 以 看 到 怎 们 去 作 所 求 的 
矩形 (把 直径 分 成 三 等 分 , 在 各 分 点 处 立 垂 线 即 得 ). 我 们 的 操作 规程 上 规定 比值 h :5b = 7 : 5; 这 
就 是 V2 = 1.4.… 的 近似 值 . 

3) 试 在 半径 为 > 的 半球 外 面 作 一 体积 最 小 的 外 切 正 圆锥 体 ; 但 假定 半球 的 底 与 圆锥 体 的 底 是 
在 同一 平面 上 的 同心 图 (图 67) . 

在 此 处 尚 需 合理 地 选择 自 变 量 ; 设 圆 锥 的 项 角 yp 是 自 变 量 . 依附 图 的 记 法 ， 就 有 R = 
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图 65 图 66 
g 人 
, h 二 一 一 , 于 是 体积 
COS wp sin 
Ed 
3 cos2 P .Sin 


要 使 体积 V 有 最 小 值 , 显然 需要 使 分 母 中 的 y = cos? psin p 当 9 在 区 间 《0, 工 】 内 变动 时 获得 
其 最 大 值 . 今 有 


/ ee 1 本 
yy 三 一 2Cos yp: sin” p+ cos wp = 2 coss wp (3 要 ep : 


符号 由 正 变 负 , 这 角 使 y 获得 最 大 值 , 而 使 体积 获得 最 小 值 . 
4) 重量 为 G 的 货物 放 在 一 水 平面 上 , 要 加 上 一 力 使 它 移动 (图 68) ， 当 摩擦 存在 时 , 要 使 这 
力 的 数量 F 是 最 小 , 问 它 应 该 与 水 平面 作成 什么 角度 ? 已 知 摩擦 系数 是 j. 


图 67 图 68 


提示 摩擦 力 当 作 与 物体 对 于 平面 的 压力 成 正比 例 (库伦 定律 ) , 其 方向 与 运动 的 方向 相反 . 
比例 因子 就 是 “ 摩 探 系数 ”j. 

设 作 用 力 五 与 水 平面 作成 一 角度 0, 治水 平方 向 及 垂直 方 回 分 解 这 力 , 得 出 分 力 政 . cos9 及 
下 .sin9. 物体 对 于 平面 的 压力 是 G 一 FR . sin0, 于 是 , 依 库伦 定律 , 摩擦 力 R= 1(G — F .sin0): 
名 引力 到 的 水 平分 力 .cos9 应 该 刚好 平衡 于 这 摩擦 力 : 


PT.cos0=p4:(G— FF.sing), 
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由 此 

LG 
cosO++ Wsin0 

现在 要 求 的 是 当 4 在 区 间 9; | 内 变动 时 这 哺 数 的 最 小 值 , 或 蚂 数 y = cos 0 十 上 sin9 的 最 
大 值 . 导数 yj = 二 4cos9 一 sin98 只 当 tg0 = 二 J 或 0 = arctgn 时 等 于 索 ; 这 角 0 称 为 “摩擦 角 ”. 因 
为 yy 一 一 ksin09 一 cos0 <0, 所 以 当 蝶 引力 与 水 平面 作成 摩擦 角 时 最 为 有 利 . 例如 , 大 要 使 石 块 
友 木 板 上 移动 ; 即 jy = 0.4 而 0 三 22?. 

5) 已 知 船舶 每 航行 一 小 时 的 费用 (卢布 ) 表示 为 经 验 公 式 a 十 bv”, 此 处 a 及 4b 是 常量 ,它们 
立 当 对 于 每 一 船舶 各 别 地 确定 , 而 v 是 船舶 的 速度 , 单位 为 涅 /小 时 (1 涅 =1.85 公里 ) 中 . 问 在 怎 
Bn 公 济 的 船 船 以 最 小 的 费用 驶 行 任何 的 距离 ? 
小 时 , 对 应 的 党 用 表示 为 公式 


1 2 Q 
by? + 5) 
i vy 


第 式 子 y = by? 十 一 ~ 的 导数 等 于 零 , 得 多 = 2bo 一 二 =0, 由 此 = 区 因为 所 > = = 20+ 且 四 
有 让 在 已 求 得 的 数值 v 时 , 党 用 最 省 . 
数字 例子 : a = 40,b = 0.01,v = Y2000 = 12.6 涅 /小 时 . 
6) 1 OB( 图 69) 移动 (例如 
装着 滑车 ) . 它 与 水 平面 OA 必须 有 怎样 的 距离 , 方才 能 使 BA 


l 3 
a 
oe (0 


ee 4 处 获得 最 大 的 照度 ? Ne 
| 
提示 照度 J 与 siny 成 正比 例 , 与 距离 7= 4B 的 '! 和、 
平方 成 反比 例 , 即 | De 
sin% | ~、 
J | 和 
式 中 的 ec 依赖 于 灯光 的 强度 ， 一 一 一 全 -一 
在 选用 过 加 已 作为 肯 芝 是 则 
69 
sinp = 2 eh 图 
而 
(0 < 玉 < 十 cc). 


(h2 乎 Q2)372 
其 次 , 导数 


人 0 一 2 
(7 WA 
作 :大 过 = 二 0.7a 时 等 于 零 , 而 且 在 h 经 过 这 数值 时 , 符号 笃 负 . 这 hh 就 是 最 适当 的 距离 . 
亦 可 以 选取 角 ”作为 月 变量 ; 那 时 
1 = .cos? psiny, 


在 这 公式 内 , 费用 的 常量 部 分 a 代表 折旧 及 船员 的 薪金 , 而 第 二 项 bw3 代表 燃料 席 . 
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而 问题 就 变 成 求 函 数 y = cos? psin o 在 区 间 
(0, 2 内 的 最 大 值 . 但 我 们 已 经 知道 [参阅 应 


用 题 3) ], 它 在 有 tgwo = 三 的 角度 wo 时 达 


到 最 大 值 . 这 时 距离 h 仍 得 原 值 ctgpo = 方 
7) 由 铁路 干线 AB 上 的 一 点 4 处 (图 70) 
要 把 货物 运往 与 铁路 线 相距 为 CB = 1 的 一 点 
C. 运送 单位 重量 经 过 单位 距离 的 运费 在 铁路 线 
上 为 a, 用 马车 时 为 8. 问 应 该 从 铁路 线 上 怎样 
的 一 点 M 起 始 修筑 公路 MC, 使 由 4 至 C( 依 
路 线 4MC) 的 货运 价格 最 为 低廉 ? 
依附 图 的 记 法 , 单位 重 尝 的 货物 的 运费 


y=ald—- 2)+BVrR+L (Ogzrsgd). 


1 加 a 
Cr 


4 


L 


2 
人 


对 于 点 M 的 任意 位 置 一 一 为 


JI 


[140] 


右上 之 1(Q > D), 则 这 式 子 永远 是 负 的 , 始终 不 等 于 零 . 函数 y 随 着 x 由 0 渐 增 至 d 而 渐 
减 , 显然 , 在 x = d 时 达到 函数 的 最 小 值 . 在 这 种 情形 , 直接 把 点 4 作为 公路 的 起 点 , 最 为 有 利 


在 上 < 1 时 , 只 要 同时 有 
kl 


尼 
se 
Ve 


有 唯一 的 容 点 


Ee 


之 


Vi 
则 前 述 的 一 切 仍 是 正确 的 . 这 是 因为 , 在 k < 1 时 式 子 


而 在 上 述 假定 时 , 这 零点 显然 位 于 z 的 变动 区 间 之 外 (或 在 它 的 端点 上 ) , 于 是 在 区 间 之 内 部 导数 


ys 仍 是 负 的 . 


仅 在 所 说 的 零点 < d 时 , 这 z 的 数值 方才 确定 着 4 与 B 之 间 使 运费 为 最 小 的 一 点 M 的 位 


置 


附注 “利用 这 机 会 请 读者 注意 下 面 的 情况 .寻求 函数 在 变 元 的 确定 变动 区 间 内 的 最 大 值 或 最 
小 值 时 , 可 能 很 容易 碰 到 , 在 这 区 间 内 全 然 没有 导数 的 零点 (或 其 他 “有 嫌疑 的 ”数值 ) 这 就 说 明 
在 所 考察 的 区 间 内 函数 是 单调 增加 或 单调 减少 , 因此 , 必 在 区 间 的 两 端点 上 达到 其 最 大 值 及 最 小 


值 


三 最 后 的 应 用 题 中 , 当 题 内 引入 的 数量 满足 一 定 的 关系 时 , 类 似 的 情况 便 立 刻 出 现 了 . 


[141] $2， 丁 ( 王 凹 ) 郴 数 249 ， 
82. 凸 (与 凹 ) 绥 数 
141. 凸 (与 凹 ) 通 数 的 定义 ”除了 单调 ( 增 或 减 ) 函数 类 以 外 , 还 可 以 提出 一 类 
所 谓 凸 或 止 肾 数 . 
在 区 间 庆 上 @ 有 定义 而 且 连 续 的 函数 有 (xz) 叫做 是 廿 函数 (向 下 吗 ) ,如果 对 禄 
UW) 


中 的 任何 两 点 zl 与 za(zZl 所 zz) 有 不 等 式 
(ari t Om Oi/ (Dr) Ys/ (Ds) 


而 gl 与 go 为 相 加 等 于 1 的 任何 正 数 . 函数 叫做 凹 函 数 , 如 果 成 立 的 不 是 (1) 而 是 
(la 


fdir1 + 9%2) 区 而 有 人) 二 qjza). 包 
显然 , 若水 数 f(z) 是 凸 (四 ) 的 , 则 函数 -f(x) 是 四 (是) 的 , 反 过 来 说 也 对 . 这 
一 简单 的 说 明 , 可 使 以 后 在 许多 情形 下 只 要 讨论 凸 纯 数 就 够 了 . 


凸 国 数 的 上 述 定 义 有 简单 的 几何 意义 . 首先 要 指出 , 在 所 作对 9 与 go 的 假定 
(2) 


1 
X=qrit+qr2 (rT1 < 7X2) 


点 在 zi 与 za 之 间 ; 反之 , x1 与 ze 同 的 每 一 数 
z, 都 可 用 上 述 形 式 来 唯一 表 出 , 其 系数 为 


TT x es 
dE 3 . (2a,) 
De T2221 


各 考察 国 数 f(z) 的 图 形 (图 71) 及 其 在 点 
Ai(z1,) 与 A2(x2, Yo) 
其 中 人 太 = f(z1),y2 = f(z2)| 辐 的 弧 , 则 不 等 式 
图 71 


1) 左边 一 以 (2a) 为 系数 _ 便 是 弧 4142 上 
横 标 为 z 的 点 4 的 纵 标 , 而 在 该 不 等 式 的 右边 


则 是 弦 414。 上 (县 同一 横 标 的 ) 点 B 的 纵 标 
a 2 一 TT 一 Ll 
| a (3) 


外 这 里 志 可 以 是 开 的 或 团 的 , 有 限 的 或 无 穷 的 . 
@m 凸 (四 ) 晴 数 的 概念 是 由 詹 森 (J.L.W.V.Jensen) 引入 的 , 但 他 是 从 比 (1) [或 (1a)] 还 要 特殊 的 


关系 式 出 发 的 , 即 ee 
IT 十 区 2 Z1) 十 了 Z2) 
LS 


文 相当 于 q = qo = 3 的 情形 . 对 于 我 们 所 限定 的 连续 函数 来 讲 , 这 两 个 定义 是 一 致 的 
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oo o_o。 


杆 古 凸 函 数 可 描述 为 这 样 的 函数 ,其 图 形 ( 弧 ) 上 所 有 的 点 都 在 相应 弦 的 下 面 , 或 位 
于 蓄 本 身上 (在 止 函 数 的 情形 ，“ 下 面 ” 须 改 为 < 上 面 *")， 曲 线 y = f(z) 也 随 着 函数 
f(x) 本 且 而 称 为 凸 (或 止 ) 的 . 

请 蝎 数 的 明显 例子 (同时 也 是 止 函数 ) 是 线性 函数 f(z) = az 十 六 对 它 来 说 , 带 等 号 的 (1) 式 
总 成 立 ， f(x) = z2 也 是 证 的 , 这 可 直接 据 定义 证 明 : 


(giz1 十 gza) = q12? + gor2 — q1g2 (x1 ~ 2) < q17? + ga?, 

只 要 gi.g2 > 0,9l 二 as 三 1 底下 还 有 凸 函 数 的 其 他 例子 . 

142. 关于 凸 函 数 的 简单 命题 

1]? 思 函数 与 正 的 第 数 相 乘 . 仍 得 吓 函 数 . 

2° 两 个 辟 几 个 凸 函 数 之 和 是 本 函数 ，. 

这 两 种 情形 的 证 明 可 自 定义 立即 得 出 . 

附注 两 个 凸 函 数 的 乘积 可 能 不 是 凸 函 数 ， 后 面 要 举 出 这 样 的 例子 (143 的 第 
二 个 脚注 ). 

3” 着 是 p(w) 是 种 增 的 凸 函 数 , 而 w= f(z) 也 是 凸 肖 数 , 则 复合 函数 BT 
也 ,是 四 函数 . 

事实 上 , 由 于 /是 凸 明 数 [ 见 (1) ] 而 w 是 常 增 的 , 故 有 


2U (qz1 + gq272)) & pq1: ci 十 oa f(x2)), 
而 由 于 ” 是 号 消 数 , 右 式 又 不 大 于 gyp(f(z1)) + qap(f(z2)), 故 最 后 得 不 等 式 
pf (omr tor) < or (f(T ow(f (23)) 


而 这 是 消 数 yp(f(7x)) 的 (1) 型 的 关系 式 . 
恋 痢 可 自己 证 明 下 表 内 所 列 的 类 似 的 命题 : 


图 
门 , 常 增 | 图 四 
四 ,第 减 是 器 


和 如 有 2Vg = f(z) 和 z= g(y) 是 单 值 互 反 的 函数 (在 相对 应 的 区 间 内 ) , 那么 
下 面 表 中 表示 的 性 质 同 时 成 立 : 


f(z) g(y) 
凸 ， 常 增 | 四 ， 常 增 
凸 ， 常 减 | 凸 , 常 减 
凹 , 常 减 | 凹 ,， 常 减 
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例如 , 在 第 一 行 中 , 假定 我 们 要 由 关于 jz) 的 假设 推出 关于 g(y) 的 判断 . 令 
f(z1) = 加 ,flza) = 故 z1 = 9(),z2 = 9(y2). 
云气 不 等 式 (1) , 我 们 有 
jgizl + gar2) < qi f(T1) + gq2* f (22) = qiy + 92y2. 
习 为 依据 反 函 数 定 理 [83], 函数 g(y) 也 是 常 增 的 , 所 以 
f (qiyi 十 9aya) > g(f (qxi 十 9272)) 一 91 9(Y1) + q2 * 9(Y2), 


这 就 证 明了 函数 9 的 四 性 [参看 (1aj]v， 
5° 在 区 间 针 内 的 西子 数 f(x), 如 果 不 是 常数 , 不 可 能 在 这 区 间 内 部 达到 最 大 


四 
“a 


二 _ 。 


设 若 不 然 , 假定 函数 在 区 间 某 一 内 点 zo 处 达到 最 大 值 . 因为 这 个 函数 不 是 党 煞 ， 
开 以 可 把 这 点 包括 在 这 样 一 个 区 间 (zi, z?) 内 : 


T1 < To < Xa, 
告 得 至 少 在 一 个 端点 处 函数 值 的 确 小 于 在 zo 处 的 也 数 值 . 例如 设 
Rs (eo) 
令 Z0 = 0101 十 9222， 用 dl1 乘 第 一 个 不 等 式 的 两 边 ， 用 d2 乘 第 二 个 并 且 相 加 . 我 们 
得 到 
d1， J 4 f(x0) = f (qix1 十 02Z2 )， 

这 和 函数 了 的 凸 性 矛盾 . 由 此 我 们 的 论断 得 证 . 

6° 如 果 区 间 [zi,za]( 其 中 zl < 72) 包含 在 使 函数 f(x) 为 西 的 区 间 区 六， 那 
么 关系 式 (1) 或 者 总 是 带 等 号 成 立 , 或 者 总 是 带 不 等 号 成 立 . 

仍旧 用 图 71 的 记号 , 这 个 命题 可 用 几何 方式 表示 成 : 狼 h142 或 者 和 弦 A14。 
粘 合 , 或 者 (除了 端点 以 外 ) 整个 落 在 弦 的 下 面 . 

为 了 证 明 , 我 们 考察 线性 函数 (3) , 它 在 zi, zs 两 点 处 和 函数 f(x) 取 同 样 的 值 ; 
为 简短 计 我 们 把 这 函数 记 成 L(x). 由 于 函数 f 和 --! 的 凸 性 , 差 


2(Z) = f(7) — Lz) = f(z) + (-L(7))] 


也 是 凸 的 [2*]. 这 时 在 区 间 [zi, za] 内 或 者 是 p(x) = 0, 或 者 不 是 . 在 第 一 种 情形 , 在 
这 个 区 间 内 f(z) = !(x) 就 是 说 弧 和 弦 粘 合 , 而 关系 式 (1) 永远 带 等 号 成 立 . 在 第 二 
中 表 中 列 出 的 所 有 论断 从 图 上 来 看 都 是 显然 的 . 
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种 情形 , 在 整个 区 间 (zx1,z2) 内 都 应 该 有 p(x) < 0, 因为 , 设 若 函 数 o 在 这 个 区 间 内 
也 能 取得 非 负 值 , 那么 它 势 将 在 区 间 [zx1, x2] 的 内 部 取得 在 [zj， 22] 上 的 最 大 值 , 而 
这 对 于 不 是 常数 的 凸 函数 是 不 可 能 的 [5°]. 所 以 , 在 这 区 间 的 内 部 f(z) < L(x), 曲线 
洛 在 改 的 下 面 , 而 关系 式 永 远 带 不 等 号 成 立 . 

如 果 对 于 包含 在 七 内 部 的 任何 区 间 [z1,Z2j, XI < 2, 关系 式 (1) 带 不 等 号 成 立 ， 
我 们 就 说 函数 f(z) 是 狭义 驯 函 数 . 类 似 地 可 确立 狭义 凹 函 数 的 概念 ,这 个 名 称 同 时 
也 适用 于 曲线 y = f(z). 


143. 函数 凹 性 的 条 件 ” 利 用 (2) 和 (2a) , 可 将 基本 不 等 式 (1) 改写 成 


2) < fe) + fz) 
或 者 更 加 对 称 些 ， 
(zz 一 ZJ)jcz)+(z 一 za2)jFz)+(z-zijzo)>0. (4) 
最 后 , 这 个 条 件 可 利用 行列 式 写成 : 
1 Z1 f(zi) 
ll x f(x) | >0. (5) 
1 7Z2 f(x2) 


在 所 有 情形 都 假定 z 包含 在 zx 和 zs 之 间 ; 为 确定 起 见 以 后 并 将 假定 Z1 < Zo. 

顺便 指出 ,把 函数 凸 性 条 件 写成 (5) 的 形式 , 它 就 
获得 一 个 直接 的 几何 解释 , 只 要 记得 , 上 面 写 出 的 行 
列 式 表示 和 人 A4144s( 图 72) 的 面积 的 二 倍 , 它 取 得 正 
值 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 , 乃 是 三 角形 是 正定 向 的 ， 
忠 是 说 它 的 周 界 41 一 A 一 4As 依 逆 时 针 方 向 划 过 . 

我 们 特别 指出 , 如 果 指 的 是 狭义 西 性 , 那么 在 所 
有 这 些 条 件 中 都 应 该 把 等 号 除去 . 

如 果 引 用 函数 f(z) 的 导数 , 就 可 以 得 出 关于 它 图 72 
的 是 性 的 便于 检验 的 条 件 . 


定理 1 假定 函数 f(z) 在 区 间 车 内 有 定义 而 且 连 续 , 并 且 在 内 有 有 限 导 数 
f(z). 要 使 f(z) 在 七 内 是 凸 画 数 , 必要 而 且 充分 的 条 件 是 , 它 的 导数 Pr(z] 是 常 增 
的 (按照 广义 理解 ) . 


必要 性 ”假定 函数 f(z) 是 凸 的 . 设 rz < z < xo, 将 条 件 (4) 改写 成 : 
f(z) 一 f(T1) 二 /zaz) 一 (7) 


DN 
必 一 化 ] 必 2 一 化 
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如 果 令 z 趋向 zi 或 za 并 且 求 极限 , 我 们 将 分 别 得 到 
f(22) 一 由 21) 


广 (zi) < 7 
和 
f(z2) > Pe fo, 
由 此 (zi < f(x2), 因而 水 数 f(x) 实际 上 是 增长 的 (按照 广 叉 理解 ). 
充分 性 ”现在 假定 后 面 的 条 件 被 满足 即 f(x) 稼 增 . 为 了 证 明 不 等 式 (6) 我 们 对 
它 的 两 边 应 用 有 限 增 量 公式 [112| 


f(T)— fr1) f(z2)— fr) 
a f (6&1), i f' (€2), 
其 中 zi < <z < & < x2. 因为 依照 假定 站 (8&1) < Ac) 所 以 关系 式 (6) 真正 成 


立 , 而 由 蕊 就 可 得 出 确定 昂 数 f(z) 的 是 性 的 关系 式 (4) . 


定理 2 假定 函数 f(x) 和 它 的 导数 f/(x) 在 区 间 区 内 有 定义 并 且 连 续 , 而 且 
f(x) 在 堵 的 内 部 有 有 限 的 二 阶 导 数 . 要 使 Flz) 是 在 寺内 的 西 函 数 , 必要 而 且 充 分 
的 条 件 是 在 忒 的 内 部 

f°" (2)>0. (8) 


由 于 前 一 定理 , 只 需 把 132 目的 定理 2 应 用 到 卫 数 f(z) 就 够 了 . 
同样 可 得 阴 数 的 站 性 的 条 件 


f(z) < 0, (8”) 


所 以 ,条件 
f(z)>0 (< 0) (9) 


的 成 立 显 然 保 证 了 狭义 的 凸 性 (四 性 ) , 因为 它 排除 了 双 数 f(x) 在 任何 区 间 成 为 线 
性 的 可 能 性 [142, 6?]. 
现在 要 作出 任意 多 少 凸 函 数 或 凹 函 数 的 例子 就 很 容易 了 ; 
1) 水 数 az(a > 0,a 关 1) 在 区 间 (一 00, +co) 内 是 凸 的 , 因为 (a*) ”= az (na)* > 0; 
2) 因数 iInz 在 区 间 (0, 十 00) 内 是 四 的 , 因为 (In x)”= - < 0[ 比 较 142,4?]; 
3) 对 于 函数 z .lnz( 仍 在 上 述 区 间 内 ) , 二 阶 导 数 = > 0, 因而 函数 是 凸 的 ; 
4) 对 于 函数 x"[ 仍 在 上 述 区 间 内 ) , 二 阶 导数 等 于 7r(r 一 1)z7 ;由 此 可 知 , 当 >>1 工 和 7r<0 
时 函数 是 凸 的 , 而 当 0 < <1 时 函数 是 目的 只 ,等 等 . 
在 所 有 这 些 例子 中 狭义 凸 性 或 狭义 凹 性 都 实际 发 生 了 . 
中 由 于 后 面 有 用 , 我 们 着 重 指出 , 在 推导 不 等 式 (7a) 和 (76) 时 , 我 们 仅仅 相应 地 利用 了 导数 在 
点 zl 或 za 处 的 存在 性 . 
@ 这 个 例子 使 我 们 可 能 顺便 表明 , 两 个 凸 函 数 的 乘积 也 可 以 不 是 凸 函数 ; 例如 , 函数 -zs 是 凸 
的 , 可 是 它 的 平方 , 即 函 数 z3 是 四 的 ， 
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作为 结束 , 我 们 再 指出 凸 函数 f(x) 的 一 个 
重要 的 几何 特征 . 这 里 , 我 们 不 像 [141] 目 一 样 
考察 函数 f(x) 的 图 像 的 弦 , 而 考察 图 像 上 任意 
所 处 的 切线 (图 73). 


定理 3 假定 串 数 f(x) 在 区 间 多 内 有 定义 
而 且 连 续 , 并 有 有 限 导 数 f'(z)， 要 使 吕 数 f(z) 
是 辆 的 , 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 , 它 的 图 像 上 的 


一 切 点 落 在 它 的 任意 切线 上 面 (或 落 在 切线 上 )， 图 73 
必要 性 ”曲线 y= f(x) 在 点 4o(zo, f(x0)) 处 的 切线 有 和 斜率 f'(x0). 切线 的 方程 
是 : 
y = f(x0) + f (x0)(z — Xo0). 
需要 证 明 , 由 函数 f(x) 的 是 性 可 得 出 , 对 于 x 中 的 任意 二 点 wo 和 z, 成 立 不 等 式 
太吉) (10) 
它 等 价 于 两 个 不 等 式 : 
Sh el (la 
化 一 化 0 
和 
fF (70) 2 f(z) — fro) 对 于 z < z0， (116 
必 一 尿 0 


但 是 这 两 个 不 等 式 分 别 和 在 定理 1 的 证 明 中 已 得 的 (恰恰 在 函数 是 凸 的 这 一 假定 下 ) 
不 等 式 (7a) 和 (76) 符合 , 只 要 在 它们 的 第 一 个 中 令 za = 7x, xz1 = xo, 而 在 第 二 个 中 
今 za = 7X0,T1 一 2. 

充分 性 ” 反 过 来 , 假定 不 等 式 (10) 也 就 是 不 等 式 (11a) 和 (116) 成 立 , 那么 , 由 
它们 就 可 确立 不 等 式 (7&) 和 (76), 由 此 可 得 : f/(z1) < f(x2), 因而 导数 f(x) 是 一 
个 增 函 数 . 而 我 们 知道 , 这 就 表示 了 因数 f(x) 是 凸 的 (定理 1) . 


附注 请 读者 注意 , 不 等 式 (10) 一 对 于 给 定 的 zo 和 任意 的 zz xzo 一 一 的 必 
要 性 的 证 明 实 际 只 需 假 定 导 数 f(x) 在 点 zo 本 身 处 仔 在 (参看 第 253 页 的 脚注 ). 


144. 入 森 不 等 式 及 其 应 用 “依照 凸 函 数 的 定义 [参看 (1) ], 我 们 有 


Foizl + q27x2) < qi zi)+9 f(x2) 


(gi,g2 > 0;q1 + gq2 = 1). 
可 以 证 明 , 对 于 凸 也 数 还 成 立 更 一 般 的 不 等 式 ( 它 和 和 乌 条 这 个 名 字 相 天 连 ) : 


jaizl + goT2 t+ qnTn) 和 dc) 二 qd f(r2) + + qn f(rn) (12) 


.144] §2， 西 (与 凸 ) 纹 数 . 255 . 


(Ole ; dn UO = ] )， 
这 里 Z1 72，… ,zn 是 基本 区 间 + 内 的 任意 数值 . 当 n = 2 时 , 我 们 知道 它 是 对 的 : 
现在 假定 , 对 于 任意 某 个 自然 数 n> 2 它 能 成 立 , 我 们 要 证 明 对 于 n+ 1 它 也 成 立 
就 是 说 ， 由 ~ 内 取 Las 个 值 TL1, ,Tn, Tnt1) 并 取 总 和 等 于 ] 的 多 十 名 个 正 数 
dm dm 十 1 我 们 将 有 


人 二 i 


< 41 (I 5 (13) 
为 此 目的, 将 左边 最 后 二 项 之 和 qnXn 十 qn+1Tn41 用 单独 的 一 项 
dn dm 十 1 
(gn n+t1) ( dm 十 dm 十 1 dm 本 dm 十 1 oo 
来 代替 ; 这 使 我 们 可 能 利用 不 等 式 (12) 来 肯定 :(13) 中 左边 的 表达 式 不 超过 下 面 的 
和 数 : 


, dm dm 十 1 
0 | On i 
, (qn 时 dn, dm 十 1 和 dm dm 十 1 


剩 下 只 需 把 基本 不 等 式 (1) 应 用 到 最 后 一 项 的 函数 值 上 去 , 就 可 得 到 (13) . 如 此 , 依 
照 数学 归纳 法 , 不 等 式 (12) 完全 证 明了 . 
常 弟 不 用 总 和 为 1 的 诸 因子 g;, 而 引用 一 些 任 意 的 正 数 p;. 在 不 等 式 (12) 中 今 
Di 


怠 把 它 化 成 如 下 形式 : 
Ge < > De f(z) 
> 2 
显然 , 在 f 是 四 消 数 的 情形 , 不 等 号 需要 倒转 过 来 . 
选择 个 同 的 函数 f, 可 以 由 上 式 得 出 一 些 具体 的 重要 不 等 式 一 而 它们 的 来 源 
却 都 是 同样 的 , 举 几 个 例子 . 
1) 设 f(x) = x*, 这 里 z > 0,k > 1( 凸 函数 ) . 我 们 有 


0 < 


(12”) 


BI 
$3 i J 1 A 
将 这 里 的 p; 换 成 DE ; 


下 


Kl 


Dab < {De a 3 
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[比较 133(5) ]. 
2) 令 f(x) = Inz, 这 里 x > 0( 四 隙 数 ) , 就 有 


> Di ln _- > pix; 
> Di ~ > ， p; 


由 此 , 取 指数 函数 , 也 得 到 已 经 遇见 过 的 不 等 式 
(TT 2 ) < > Pix: 人 


> Di 


[比较 133(4) | 
3) 最 后 , 取 f(x) = xz:Inz, 这 里 z > 0( 同 疯 数 ). 这 时 


2 DiTi, DDixi: , pixilnrz; 
nA 
>， Di > ,Di > pi 


用 > p; 来 并 取 指 数 清 数 , 得 到 不 等 式 


有 To 
2 


特例 , 在 这 里 令 p; = 圭 , 就 有 


~ < Vl 


如 末 将 调和 中 项 蝶 的 概念 推广 到 几 个 数 的 情形 , 那么 这 个 不 等 式 可 以 表述 成 : 一 列 正 
效 的 调和 中 项 不 超过 它们 的 几何 中 项 . 

145. 扬 挟 ”在 描绘 函数 的 图 形 时 (这 个 将 在 下 一 节 中 讲 ) , 所谓 曲线 y = f(zx) 
的 抛 点 是 值得 注意 的 . 

曲线 上 一 点 M(zo, 了 (20)) 叫做 曲线 的 拐点 , 如 果 它 把 使 唱 数 f(z) 为 西 的 那 部 分 
当 线 (向 下 凸 ) 和 使 这 有 函数 为 凹 的 那 部 分 (向 上 凸 ) 分 开 的 话 (图 74) . 

如 果 假 定 在 所 考察 的 区 间 内 函数 f(x) 有 有 限 导数 , 那么 依照 定理 2, 这 个 导数 
在 zo 的 左边 某 邻 域 [zo - 5 zo] 内 常 增 , 而 在 右边 的 邻 域 [zo, zo 十 5] 内 常 减 , 或 者 相 
肥 , 在 左边 常 减 而 在 右边 常 增 . 在 第 一 种 情形 , f'(z) 当 x = zo 时 有 极 大 值 , 而 在 第 
一 情形 , 则 有 极 小 值 . 如 果 再 假定 存在 有 限 二 阶 导 数 了 (x), 即使 只 在 x = zo 一 点 处 
也 好 , 那么 必定 J”(xo) = 0[ 比 较 134]. 

f(z0) = 0 这 个 条 件 对 于 求 拐 点 的 作用 就 像 条 件 f'(x0) = 0 对 于 求 函数 f(x) 的 
极 值 的 作用 一 样 : 它 是 必要 的 , 但 不 是 充分 的 . 后 者 容易 用 例子 来 证 实 . 设 f(x) = z4， 


已 头像 > 表示 和 数 一 样 , 记号 [ 表示 乘积 . 
2 人 参看 第 35 目 5) 的 脚注 . 


:145] §2， 凸 (与 止 ) 函数 0 


(a) (0) 


EE 
图 74 


则 在 区 间 (一 o0, 寺 00) 内 f”(z) = 12z2 > 0, 所 以 , 依照 定理 2, 函数 f(x) 在 这 个 整个 
区 间 内 是 凸 的 , 虽然 1”(z) 在 点 xz = 0 成 为 零 . 

如 果 二 阶 导数 f(z) 在 所 研究 的 区 间 的 内 部 处 处 存在 , 那么 拐点 的 横 坐 标 应 该 
在 这 个 导数 的 根 中 去 找 . 不 过 每 个 根 zo 都 须 加 以 考查 . 假设 在 zo 的 左右 两 边 的 某 
两 个 邻 域 [zo 一 6,x0) 和 (zo,zo +g 内 , 导致 f(z) 保持 确定 符号 . 这 时 为 了 辨认 拐 
点 可 以 给 出 这 样 的 规则 : 如 果 在 通过 数值 x = zo 时 导数 f(z) 变 号 , 那么 就 有 拐点 ， 
如 果 不 变 号 , 就 没有 拐点 [比较 135]. 

我 们 指出 , 这 时 拐点 (xo, f(z0)) 将 曲线 分 成 两 部 分 , 一 部 分 是 狭义 凸 曲线 , 一 部 
分 是 狭义 四 曲线 . 

例如 , 考察 函数 f(z) = sin z. 对 于 它 ,f(z) = 一 sinz 在 z= kn(k 是 整数 ) 处 成 为 零 , 同时 
变更 符号 . 所 以 , 正弦 曲线 的 落 在 > 轴 上 的 一 切 点 都 是 拐点 ; 容易 看 出 , 在 ((2m 一 1)r,2rn7z) 这 
样 的 区 间 内 , 正弦 曲线 是 凸 的 《向 下 凸 ) , 而 在 (2m7, (2m 十 1)x) 这 样 的 区 间 内 它 是 四 的 (向 上 
串 ) 


像 在 138 目 中 求 亢 数 极 值 时 一 样 , 还 可 以 引用 在 所 考查 的 点 zo 一 一 它 是 f(z) 
的 根 一 一 处 更 高 各 阶 的 导数 . 如 此 得 出 规则 : 如 果 在 点 zo 处 第 一 个 不 为 零 的 (高 于 
二 阶 的 ) 导数 是 奇数 阶 导 数 , 那么 有 拐点, 如 果 是 偶数 阶 导 数 , 那么 没有 拐点 . 

作为 结束 , 我 们 指出 曲线 y = f(x) 的 一 个 值得 注意 的 性 质 , 这 个 性 质 和 它 在 所 
点 处 的 切线 有 关 (假如 这 切线 存在 的 话 ) : 曲线 在 这 点 由 切线 的 一 侧 进 入 另 一 侧 , 就 
是 说 , 曲线 和 切线 相交 (参看 图 74) . 

如 果 切 线 是 铅 重 的 ,这 个 情况 是 显然 的 (比较 图 43, a 和 6) . 再 看 和 斜 切线 和 水 平 
切线 的 情形 , 也 就 是 假定 存在 有 限 导 数 f(z0). 为 了 确定 起 见 , 假定 在 拐点 左边 , 即 
对 于 zo 一 5 过 xz < zo, 曲线 是 凸 的 , 而 在 右边 , 即 对 于 zo < x < zo 十 6, 曲线 是 目的 
(这 相当 于 图 74, 6) . 在 这 种 情形 下 , 我 们 将 确立 , 对 于 x < zo, 曲线 落 在 切线 以 上 
(或 在 切线 上 ) , 而 对 于 z > zo. 曲线 落 在 切线 以 下 (或 在 切线 上 ) , 即 


f(x) > f(z0) + f(zo)(z— zo), 如果 x < wo， 
以 及 
f(z) < f(zo) t+ f (xo)(z— zo), 如 果 Z > zo. 
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但 第 一 个 不 等 式 就 是 143 目的 不 等 式 (10) (请 注意 该 目的 附注 ). 第 二 个 不 等 式 
是 不 等 式 (10) 在 向 函数 的 情形 的 类 推 . 


附注 这 个 性 质 常常 被 简单 地 取 作 拐点 的 定义 . 这 个 定义 和 前 面 给 出 的 绝 不 是 
等 价 的 . 首先 , 曲线 在 拐点 处 可 能 没有 切线 , 因而 第 二 定义 不 能 应 用 .也 可 能 发 牛 相 
反 的 情形 : 在 某 点 处 切线 和 曲线 相交 , 可 是 该 点 却 不 是 曲线 的 凸 部 和 四 部 的 分 界 点 ， 
因而 第 一 个 定义 不 能 应 用 . 图 43, a 和 r 的 曲线 就 是 如 此 ; 但 更 有 趣 的 是 曲线 


有 1 、 NT 
y=25 (1+sin =) 当 z#0. /=0 当 zz=0， 


这 条 曲线 在 原点 处 和 x 轴 相 切 并 和 它 相 交 ; 这 里 其 至 存在 连续 二 阶 导 数 , 但 是 曲线 
在 点 =0 的 附近 , 左边 也 好 , 右边 也 好 , 都 无 限 次 变更 符号 . 


83.， 函数 的 作 图 


146. 问题 的 提出 ”掌握 了 微分 学 的 方法 , 我 们 可 以 回 到 肯 数 的 作 图 的 问题 [ 参 
阅 47]. 假设 首先 要 作 在 有 限 区 间 [a,j 内 的 连续 阴 数 y = f(x) 的 图 像 . 现在 我 们 的 
主要 目的 是 尽 可 能 地 准确 描述 函数 的 动态 ; 至 于 个 别 纵 标的 准确 度 却 还 在 其 次 

通 肖 所 使 用 的 “ 按 点 ” 作 图 法 [47], 所 取 的 点 或 较 密 或 较 玻 , 但 都 是 偶然 的 , 而 且 
与 (事先 尚未 放 道 的 ) 图 像 的 特性 无 关 . 因此 是 不 适用 的 . 首先 , 它 要 计算 较 多 个 数 
的 坐标 , 这 在 实用 上 是 不 方便 的 . 但 主要 的 还 是 它 在 原则 上 就 是 不 适用 的 , 因为 所 计 
算 的 纵 标 的 任意 性 , 及 以 它 完全 不 能 保证 达到 所 希望 的 日 标 . 

今 假定 函数 y = f(x) 一 般 都 有 有 限 导数 y = f(z); 导数 为 无 穷 的 例外 情形 仪 
可 能 在 个 别 点 处 发 生 . 则 微分 学 的 方法 使 我 们 有 可 能 决定 一 定 个 数 的 “基点 ”, 它们 
束 是 当前 的 图 像 的 特性 点 , 按照 这 些 点 所 作出 的 图 像 已 经 可 以 达到 充分 的 准确 度 


138]. 此 外 , 还 必须 普遍 地 把 一 切 有 水 平 切 线 及 铅 直 切线 的 点 , 即使 它们 并 不 对 应 于 
奖 数 的 极 值 , 都 一 并 予以 考虑 . 自然 , 还 应 当 注 意 到 图 像 的 端点 . 

当 刚 才 所 讲 过 的 那些 点 已 经 记 人 图 内 时 (虽然 它们 的 个 数 通 常 并 不 多 ) , 其 实 要 
作 图 已 经 够 条 件 了 . 

若 能 再 研究 图 像 各 个 部 分 的 凸 性 (向 下 凸 ) 或 四 性 (向 上 凸 ) 以 及 将 各 个 部 分 分 
开 的 拐点 的 位 置 , 则 可 以 使 图 像 进 一 步 地 精确 化 [143, 145]. 

这 时 , 我 们 已 可 正确 地 指出 嚼 数 的 增 大 及 减 小 的 区 间 , 还 可 正确 地 指出 限 数 的 
变 率 下 降 至 零 (y = 0) 或 增 大 至 无 穷 (y = 士 cc) 的 那些 点 , 因此 , 所 作出 的 图 也 就 
已 经 可 以 相当 完善 地 反映 出 呆 数 的 动态 了 . 


147. 作 图 的 步骤 . 例题 “现在 假设 限 数 y= f(x) 在 所 考察 的 区 间 [要 内 , 除 
去 在 个 别 的 点 处 导数 y= f(z) 为 无 穷 之 外 , 可 以 二 次 微分 . 


-47] §3， 项 数 的 作 图 "259 . 


这 时 , 要 作 函 数 y = f(z) 的 图 像 ,应 该 进行 如 下 

1) 确定 使 导数 y = 户 (z) 等 于 零 或 无 穷 的 z 值 , 并 检查 它们 是 否 对 应 于 函数 的 
所 但， 

2) 确定 使 二 阶 导数 W = f”(x) 等 于 零 的 x 值 , 并 检定 它们 是 否 对 应 于 拐点 

3) 算出 与 所 有 这 些 x 值 对 应 的 y = f(x) 的 函数 值 . 再 算出 与 所 考察 的 区 间 的 
林山 点 a 及 对 应 的 函数 值 . 

把 所 得 结果 列 成 一 表 , 并 须 注 明 所 求 出 的 图 像 上 的 点 的 特性 : 如 极 大 点 , 极 小 点 ， 
/二 0,y = +co 或 -00,Y = 士 co, 拐点 等 等 [参阅 下 面 的 例题 ]. 

有 时 , 在 上 述 那 些 点 之 外 还 须 再 加 上 一 些 其 他 的 点 , 例如 图 像 与 两 轴 的 交点 等 . 

在 把 所 求 出 的 一 切 点 记 入 图 内 并 且 认 清 了 它们 的 特性 以 后 , 就 可 以 经 过 它们 而 
出 也 数 的 图 像 了 . 

我 们 所 考虑 的 ,当然 是 作 图 练习 中 的 通常 情形 , 就 是 仅 在 有 限 个 点 处 一 阶 导 数 
所 于 0( 或 成 为 士 oo) 或 二 阶 导 数 等 于 0. 这 时 在 这 些 点 之 间 的 各 区 间 内 , 图 像 总 是 一 
到 上 升 或 一 直下 降 并 且 也 总 是 向 一 方 四 曲 . 

在 当 2z 变 号 时 函数 值 不 变 ( 偶 函 数 ) , 则 图 像 是 关于 铅 垂 轴 对 称 的 , 曲线 的 作 图 
法 束 可 以 人 简化， 当 图 像 是 关于 原点 对 称 时 , 它 的 解析 式 的 表示 是 : 当 x 变 号 时 函数 
重 仅 变 其 号 ( 奇 也 数 ) , 这 时 作 图 同样 也 可 简化 . 


例题 1) 在 136, 2) 内 , 我 们 已 经 考察 过 函数 


; 3 
y 一 sin3z 十 cos 0 


为 性 态 ; 用 它 的 导数 我 们 曾 确定 使 晒 数 获得 极 值 的 x 的 数值 , 并 且 亦 曾 算 出 过 项 数 的 极 值 . 由 于 
鹃 数 的 周期 性 , 我 们 曾 限于 考察 x 的 变动 区 间 [0, 2z]. 至 于 函数 的 图 像 也 只 要 作出 在 这 区 间 内 的 
部 分 束 够 了 . 

现在 我 们 需要 求 出 二 阶 导数 的 零点 . 若 把 它 表 示 为 


2 
Vy 一 5 (sin z + cosz) (sin 27 一 5) 


就 很 易 看 出 , 第 一 个 括号 内 的 因 式 在 z 一 2 一 2.36 及 gs = 5.50 时 等 于 0, 而 第 二 个 因 式 在 


rz 二 0.36(21°),1.21(69°),3.51(201°), 及 4.35(249°?) 时 等 于 0; 在 一 切 这 些 点 处 , y 都 要 变 号 , 因 
此 它们 都 对 应 于 拐点 . 
列 成 表 : 
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依 这 表 就 作出 了 面 在 图 58 中 的 图 像 . 


附注 ”读者 应 该 已 经 注意 到 , 书 中 的 附 图 由 于 尺度 太 小 , 没有 能 够 完善 地 利用 这 些 由 计算 而 
求 得 的 精确 的 数据 . 建议 读者 用 较 大 的 尺度 来 重 画 这 些 附 图 ， 
2) 考察 也 数 
vy = sinZ + sin27. 


它 不 仅 古 周期 靖 数 , 而 且 还 是 奇 函数 . 这 使 我 们 还 能 缩短 z 的 变动 区 间 成 为 [0, zl. 
在 这 区 间 内 , 导数 


/ 2 
2 三 CosZ 十 2cos27 一 4cos 2 十 Cos 一 2 


人 时 等 于 零 , 即 在 z = 0.94(54°) 及 2.57(147?) 时 . 因为 二 阶 导数 


y =—sinz— 4sin2r 二 一 sinz(l 十 8cosz) 


在 上 面 的 第 一 数值 时 , 显然 是 负 的 , 所 以 它 使 函数 获得 极 大 值 ; 仿 此 , 在 第 二 数值 时 函数 有 极 小 值 . 
二 阶 导数 本 里 随 着 sinz 而 在 z= 二 0 或 x = 二 3.14 时 等 于 0, 它 又 随 着 括号 内 的 因 式 而 在 


ZX 三 1.70(97”) 时 等 于 0; 一 一 在 一 切 这 些 点 它 都 变 号 (拐点 ) . 
列 成 表 : 


在 上 面 指出 的 z 值 以 外 , 再 加 上 z= 5 = 2.09(120°), 这 时 y = 0 (图 像 与 x 轴 相 交 ) . 依 
这 些 点 而 作出 的 图 像 , 面 在 图 75 中 ; 它 在 区 间 [一 x,0] 内 的 图 像 可 以 由 [0,r] 中 的 图 像 经 过 二 次 
旋转 ; 先 绕 y 轴 , 再 绕 x 铀 旋转 而 得 出 . 


| 
| 是 只 而 酉 撒 画 国 男 
TS 


围攻 
画 男 芽 羡 夯 面 天 画面 画 
HTHYTT 


ea 
届 吴 芭 


图 75 


-38] $83， 上 项 数 的 作 图 . 261 . 


148. 无 穷 间断 无 穷 区 间 . 渐 近 线 ” 回 两 个 方向 来 扩大 前 已 考察 过 的 那 种 项 
系 的 范围 是 有 用 处 的 . 第 一 , 我 们 现在 将 假设 消 数 y = f(x) 在 个 别 的 z 值 时 有 成 为 
元 穷 的 可 能 . 这 就 是 说 , zo 是 这 种 数值 之 一 , 当 x 趋 于 zo 时 f(z) 趋 于 +ee 或 -co 
至 二 , 我 们 可 以 研究 在 无 穷 区 间 内 的 函数 的 性 态 . 

因为 附 图 的 大 小 自然 是 有 限 的 , 所 以 在 这 两 种 情形 我 们 都 只 能 画 出 全 图 像 的 一 
部 分 . 但 总 尽量 设法 使 得 未 画 出 那 一 部 分 图 像 的 情况 , 可 以 由 已 画 出 的 部 分 很 容易 
演 想 像 出 来 . 

今 将 讨论 , 在 点 x = zo 处 , 函数 有 无 穷 间 
新 的 情形 ， 如果 在 区 间 的 有 限 部 分 导数 yy/ = 
7 (xz) 最 多 只 有 限 次 变更 符号 , 那么 当 x 由 一 
方 接近 于 zo 时 , 也 数 必 单 调 地 趋向 于 无 穷 ( 正 
的 或 负 的 )， 这 样 图 像 在 伸展 至 无 穷 时 将 无 限 
制 地 接近 于 铬 垂 线 x = zo, 至 于 接近 它 的 上 部 
或 下 部 , 则 要 看 无 穷 极 限 的 符号 而 定 . 这 直线 
可 以 使 我 们 清楚 地 想像 出 在 附 图 范围 以 外 的 图 
像 的 形状 (图 76). 可 以 用 我 们 已 经 很 熟悉 的 函 
履 的 图 像 作为 合子 , 如 y= 二 在 z=0 时 (图 
10),y = tez 在 zx = 时 (图 16)， 
y 二 logoz 在 zx==0 时 (图 14). 图 76 

在 无 穷 (一 侧 或 双 侧 都 可 ) 区 间 的 情形 , 某 
些 水 平 线 或 斜 的 直线 有 时 也 有 相似 的 性 质 , 就 是 函数 的 图 像 总 是 无 限制 地 接近 于 它 
们 . 有 鉴于 此 , 我 们 给 出 下 列 的 普遍 定义 . 

设 有 一 曲线 , 它 的 一 支 治 某 一 方向 伸展 至 于 无 穷 远 处 ， 若 由 曲线 上 的 点 至 某 一 
国定 直线 的 距离 6, 当 点 逐渐 趋向 无 穷 远 时 ,能 逐渐 趋向 于 零 , 则 这 直线 称 为 曲线 的 
渐 近 线 . 

刚才 我 们 所 说 过 的 是 铝 垂 渐 近 线 ; 现在 要 研究 水 平 渐 近 线 及 斜 渐 近 线 , 但 都 是 对 
于 已 知 其 方程 y = f(z) 的 曲线 而 言 的 . 

水 平 渐 近 线 的 例子 , 我 们 已 经 遇见 过 : 对 于 曲线 y = 和, 在 z 二 oo 时 渐 近 线 是 
y 二 0( 图 10) , 对 于 曲线 y = arctgz, 在 xz 一 十 oo 及 zz 一 -co 时 . 渐 近 线 各 为 y 一 六 
及 y= -了 (图 21) , 对 于 曲线 y = az, 若 a > 1 则 在 xz 一 -oo 时 , 若 a<1 则 在 
z 一 +o0 时 , 以 直线 y = 0 为 渐 近 线 (图 13) . 

要 使 是 接 Y=, 例如 在 z 一 +oo 时 , 能 作为 曲线 y = f(z) 的 渐 近 线 , 显然 (图 
77) , 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 


im 0= lm ly~0|=0 或 1 = 1 je 
ee 
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这 样 , 水 平 渐 近 线 的 问题 , 就 简单 地 变 成 关于 这 一 极限 的 问题 了 . 
还 需 态 外 去 求 在 z 一 -co 时 的 类 似 的 极限 ; 这 时 (例如 在 曲线 y = arctgz 的 场 
合 ) 可 能 会 得 出 另 一 渐 近 线 . 
转 而 讨论 斜 饭 近 线 , 可 以 用 读者 在 解析 几何 内 已 熟悉 的 双 曲 线 
2 2 、 pb 
二 -下 =1 或 y 二 圭一 2 一 0 (1) 


的 渐 近 线 y = 二 2z 作为 它们 的 例子 (同时 参阅 图 7) 


图 77 人 78 
今 假定 曲线 y = f(x), 在 正 z 轴 这 一 边 有 和 斜 渐 近 线 
六 一 ar 十 b (2) 


(图 78). 因为 纵 标的 差 |y 一 Y| 与 距离 5 的 区 别 仅 是 一 个 常 因数 (等 于 渐 近 线 与 zx 轴 
之 则 的 夹 角 的 余弦 ) , 故 在 z 一 +oo 时 , 这 差 应 随 6 而 趋向 于 零 : 


,lim (y—ar—0b)=0, (3) 
除 以 zx, 就 由 此 得 : 
,lim T= (9) 
此 外 , 等 式 (3) 立刻 给 出 
,im (yar)=0. (5) 


因此 , 要 使 直线 (2) 是 所 给 曲线 的 渐 近 线 , 条 件 (4) 及 (5) 的 成 立 是 必要 的 , 相反 的 
论证 亦 很 易 指 出 它们 的 充分 性 . 问题 在 此 处 已 变 成 求 (4) 及 (5) 的 极限 了 , 得 到 这 些 
极限 值 , 直线 方程 (2) 的 系数 也 就 确定 了 . 

日 然 , 在 z 一 -co 时 , 需要 另外 再 求 其 他 的 渐 近 线 . 

例如 , 在 双 曲 线 (1) 的 场合 , 设 x 一 +co, 就 有 


[149] §3， 怨 数 的 作 图 . 263 . 


b b ab 、 ， 
其 次 有 vy 干 一 zx = 二 土 - 2 72 x > 介 训 得 :省 
次 有 VT 二 二 (V0) = 二 一 二 坟 0 而 我 们 就 得 出 大 家 知道 
的 渐 近 线 : ) 
4 二 土 一 x. 
a 


回 到 困 数 的 作 图 问题 , 我 们 在 前 一 日 所 曾 讲 过 的 1) 、2) 、3) 点 之 后 , 再 加 上 下 
列 两 点 : 

4) 确定 使 肾 数 y = f(z) 成 为 无 穷 ( 附 有 符号 ) 的 z 值 , 并 作出 对 应 的 铅 直 渐 近 
线 ; 

5) 求 出 图 像 的 水 平 渐 近 线 及 斜 渐 近 线 ( 奇 区 间 的 两 方 都 趋 于 无 穷 , 就 要 各 别 地 
求 在 一 十 oc 及 zz 一 -ooc 时 的 渐 近 线 )， 

再 讨论 一 些 例 题 . 

149. 例题 

3) 回 到 冰 数 

y 二 (Zz 十 2)* (x 一 1)”, 

在 136, 1) 内 我 们 已 求 出 它 的 极 值 . 这 函数 在 -co < x < +cc 时 永远 为 连续 . 在 x 一 土 %o 时 ， 
不 仅 y 趋向 于 oo, 就 是 “ 亦 趋向 于 sc, 故 无 渐 近 线 

再 考察 二 阶 导数 

y = 2(z— 1)(10z’ + 16x+ 1). 

它 在 x = 1, 一 0.07, 一 1.53 时 等 于 零 , 并 且 在 这 些 点 处 变 号 (有 抛 点 ). 


列 成 表 : 
Ta mo 
(y =0) 极 大 点 | 拐点 | (% = 0) 极 小 点 | 损 点 | | ( 


图 像 已 还 在 图 57 中 . 


4) 设 


y 一 2 一 (22 一 1 
[参阅 136, 3) ]. 肯 数 在 区 闻 (一 co, 十 00) 内 永远 为 连续 . 把 它 表示 为 
了 和 + 1# (72 一 1)3 十 (2Z2 一 1)3 
易 证 在 z 一 士 cce 时 yy 一 0, 因此 这 汤 数 的 图 像 以 xz 轴 为 渐 近 线 ( 回 右 及 同 左 都 是 ). 二 阶 导 数 疫 
有 零点 ; 拐点 只 能 在 导数 y = ee 的 点 处 . 由 于 函数 是 偶 消 数 , 故 关 于 y 轴 为 对 称 . 
列 成 表 : 
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X22 十 1 
它 在 (一 co, 十 00) 内 是 连续 的 , 在 x 一 十 cc 时 , 显然 limy 三 1. 故 有 水 平 渐 近 线 . 二 阶 导数 


Z 十 1)(z2 一 47 十 1) 
(2Z2 十 1)3 


在 二 一 1,2 十 V3 三 3.73,2 一 V3 = 0.27 时 等 于 零 , 并 在 这 些 点 处 变 号 (有 拐点 ) . 


列 成 表 
| oa 
中 as 
| | | 


5 ls 
vo om | 0 | ooloslo 
wo 

图 像 在 图 61 中 , 附 图 的 尺度 太 小 , 以 致 不 很 清晰 , 特别 是 当 z 在 由 2 至 5 的 区 间 内 变动 时 
为 尤 甚 ; 故 这 部 分 的 图 像 , 男 用 放大 的 尺度 表示 着 . 

现在 再 举 一 毕 新 的 例题 


y= _10( 


” (人 十] 
这 函数 在 z = 一 1 时 成 为 无 穷 (一 co), 故 有 销 直 渐 近 线 x = -1. 又 因 在 z 一 +oo 时 有 
y 一 522 十 2 一 1 
了 一 上 y TT 人 
故 曲 线 有 和 斜 渐 近 线 : y = xz 一 5. 


， (zZ 一 1)2(z 十 5) 1 24(Z 一 ]) 
(tl +) 
前 一 式 在 x = 1 时 (拐点 ) 及 在 x = -5 时 ( 极 大 点 ) 等 于 零 ; 没有 其 他 拐点 . 依 下 表 : 


作 图 , 并 作出 渐 We (图 79) . 


7) y=- -a > 0). 
依 这 公式 ， 函数 仅 只 4 在 Z 入 0 或 >a 时 有 实 值 ;在 z=a 时 函数 成 为 无 穷 . 
设想 >a 在 zz 一 十 oo 时 有 


y 7 1 7 a a 
二 一 -> 1] . 一 个 一 1 
2 Z 一 0Q ”9 Vi—a Vri+vVi—a 2 


于 是 , 在 正 x 轴 的 一 方 曲线 接近 于 渐 近 线 y = z 十 仿 此 , 在 负 x 轴 的 一 方 得 另 一 渐 近 线 


Q 
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下 
10 -8 TI ~ 
1- 
画面 面罩 取 省 国 面 面 
荆 吕 水 
一 
-10 
-HH 二 
-14 
ZN 
人 TD 


图 79 


导数 


3 
, A 3a) 7 
y (ao V2/VG-a 
在 z= 3a 时 等 于 零 , 符号 由 负 变 正 (有 极 小 值 ). 它 在 z = 0 时 亦 等 于 老 , 但 这 点 是 函数 的 变动 
区 间 之 一 (一 00;0] 的 端点 , 在 这 里 是 谈 不 上 极 值 的 . 
二 阶 导数 


在 z< 0 时 以 及 在 z >a 时 它 都 > 0, 所 以 曲线 永远 是 向 上 四 的 , 再 算出 与 z = a 对 应 的 纵 标 
y 二 2.60a, 我 们 就 已 经 有 足够 的 数据 来 作 图 了 (图 80) . 
3 3 
Dy 元 二 (a > 0). 
变量 x 只 能 在 区 间 (0,a) 内 变动 ; 在 z = 0 时 陋 数 成 为 无 穷 . 
导数 


, a + 27° 1 ( y 


672y 2\wW Zz 
永远 是 俩 的 , 因此 后 数 总 是 减 小 着 . 在 z = a 时 导数 yy = 一 co. 


二 阶 导 数 
/1 1 / 1 1 
y =3w-ay) (十 一 古 ) 


也 2 212 


只 在 y= 二 z= 六 二 0.63a 时 等 于 零 且 变 号 (有 拐点 ) ; 这 时 , 显然 y = 一 1, 图 像 表 示 在 图 81 
中 
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84. 不 定式 的 定 值 法 


150. = 型 不 定式 “我 们 现在 应 用 导数 概念 及 前 一 章 第 三 、 五 节 中 所 已 证 明 的 
定理 来 定 不 定式 的 值 . 下 面 的 定理 1 ~ 4 基本 上 应 归功 于 洛 必 达 (G.F.de [了 Hospitale) 
及 伯 努 利 (Joh. Bernoulli) . 在 定理 内 所 说 的 法 则 , 通常 称 为 洛 必 达 法 则 . 我 们 先 研 
究 基本 情形 i. 型 不 定式 , 即 研究 两 个 趋向 于 零 的 函数 f(z) 及 g(z) 的 比 式 的 极限 
问题 (在 一 定 的 极限 过 程 z a 之 下 ) . 


从 和 下 接应 用 导数 概念 的 简单 定理 开始 . 


定理 1 设 : 1) 骂 数 /Flz) 及 g(x) 在 区 间 [a,b| 内 有 定义 ，2) lim f(x) = 0， 
lim g(z) = 0, 3) 存在 有 限 导 数 f(a) 及 g'(a) 而 且 g'(a) 关 0, 则 


证 有 明 有 限 导 数 f(a) 及 g'(a) 的 存在 保证 了 水 数 f(z) 及 g(x) 在 点 a 处 的 连 
续 性 . 根据 2) 有 : f(a) = lim f (72) 二 0 友 g(a) = lim g(2) 二 0. 由 于 g'(a) 了 0, 依 
109 的 引 理 , 在 充分 接近 于 a 的 x 值 时 g(x) 关 0; 我 们 若 限 于 讨论 这 些 x 值 时 , 则 比 


式 1 中 是 有 意义 的 
9(Z) 


.150] $4. 不 定式 的 定 值 法 . 267 - 


现在 这 比 式 可 以 改写 成 
f(x) 一 f(a) 
f(x) f(z) — fla) T—0Q 


g(x) g(x)—g(a) 9) 一 ga) 


使 z 一 a 而 求 上 式 两 边 的 极限 , 就 得 到 所 需要 的 结 
例题 1) 求 极限 


eTr—e-T 


lim 一 一 一 一 一 一 一 . 
sion(e— 7x)+z—1 


依 定理 , 它 等 于 二 函数 的 导数 在 xz = 0 时 的 比值 


ce ++e” 2 _ 2e 
] _ 1 1] 二 e 一 工 
CE 一 货 7z=0 € 
2) 求 极限 
ji V27 — £4 — YT 
Zz—:1 1] 一 4 zx3 
它 等 于 
1 一 2z3 四 1 
V27 一 2I4 3VY7? _16 
3 9 
4%/z | 


当 f'(g) = 0,g'(a) = 0 同时 成 立 的 情形 , 可 以 应 用 下 面 的 定理 1 的 推广 , 但 需要 
考察 高 阶 导 数 : 


定理 2 设 : 1) 函数 f(x) 及 g(x) 在 区 间 [w 引 内 有 定义 ,2) limf(z) = 0, 
limg(z) = 0, 3) 在 区 间 [o, 中 内 存在 直至 (n 一 了 阶 为 止 的 各 阶 有 限 导 数 f(z)， 
2) D(z)，g (7z),g9 (7T),… 9)(z) 外 在 z==a 时 它们 全 部 等 于 0,5) 
存在 有 限 导 数 f(a) 及 g(a) 而 且 g(a) 天 0. 则 

f(z) _ f(™ (a) 
sa g(z) g(a) 

证 明 在 区 间 [a,z](a < zx < 5b) 内 对 于 每 一 个 函数 f(z),g(z) 应 用 余 项 为 佩 亚 话 

式 的 泰勒 公式 [参阅 124, (10a)]. 由 于 2) 及 4) ,得 


(n) 
f+a 
nl! 


(z Q) 
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住 7 一 a 时 , 式 中 的 a 及 BP 一 0. 

由 于 条 件 gt")(a) 关 0, 第 二 个 等 式 首先 指出 g(x) 异 于 零 , 至 少 对 于 充分 接近 于 
的 < 信 是 如 此 着 限于 在 这 些 = 值 的 范 轩 内 ,出 比 式 5) > 是 有 意义 的 

由 前 两 等 式 立 刻 得 出 所 需要 的 结 


Ja FW) ra FV) 
LT ] TT 二 
:0 


例题 3) 求 极 限 


在 此 处 有 : 
f(r)=e ~e 一 2z， f(0)=0; g(x)= 
f(x)=e*+e 2， /(0)=0; yl(z) 

f(z) 一 cz 一 eT f" (0) 一 0: g(x 
f(r)=e*+e®, ff"(0)=2; ( 
内 此 , 所 求 的 极限 等 于 2. 0 
里 然 在 大 多 数 的 场合 , 对 于 = 5 型 不 定式 的 定 值 法 , 用 已 证 明 的 定理 已 经 够 了 , 但 
在 实用 上 , 下面 的 定理 通常 更 为 方便 . 
定理 3 设 : 1) 函数 jz) 和 g(x) 在 区 间 (oa 内 有 定义 ,2) lim f(z) = 0, 
limg(z) = 0, 3) 在 区 间 (oa, 引 内 存在 有 限 导数 六 (z) 及 g(z) 而 且 g'(z 于 0 最 后 , 4) 
存在 (有 穷 或 无 穷 ) 极限 


则 亦 必 有 


证 明 补充 毅 数 f(x) 及 9g(z) 的 定义 , 令 它 们 在 z = a 时 等 于 等 ; f(a) = g(x) = 
09 . 那 时 这 些 明 数 就 在 整个 财 区 间 fa, 内 连续 了 ; 因为 它们 在 a 点 的 数值 与 x 一 a 
时 的 极限 相 重 合 [由 于 2) ], 而 在 其 余 点 处 的 连续 性 可 由 有 限 导 数 的 存在 [参阅 3) | 
推 得 . 应 用 柯 西 定 理 [114], 得 


gn) ole) gla) go) 
式 中 oa<c<z g(xz) 关 0( 即 g(z) 关 g(a)) 可 以 由 g'(x) 关 0 推出 , 这 在 柯 西 公式 的 证 
明 中 已 经 说 过 了 . 


出 当然 , 可 以 简单 地 预先 假定 函数 在 x = a 时 亦 有 定义 而 且 连 续 ; 但 是 照 本 定理 这 样 来 叙述 已 知 
条 件 , 在 应 用 上 有 时 是 更 为 方便 的 (例如 参阅 定理 3*). 
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当 z a 时 , 显然 亦 有 c 一 a, 于 是 根据 4) ， 


lim f (7) = lim fc) 一 = 
0 60 


六 就 是 所 要 证 明 的 . 
这 样 , 所 证 明 的 定理 就 把 函数 之 比 的 极限 变 成 导数 之 比 的 极限 , 假若 后 者 存在 
汉语 . 求 导数 之 比 的 极限 往往 比较 简单 些 , 而 且 可 以 用 初等 的 方法 来 实现 . 


例题 4) 求 极 限 


tp 一代 
生生 
工 一 0 人 一 Slimn 并 
也 导数 之 比 逐 步 化 简 : 
2 1 
CE 本 ol 1 — cos*7 Le EO8 
] 一 cosz cos27X 1—cosx COS27T | 


在 z 一 0 时 它 显然 趋向 于 2. 根据 定理 , 这 就 是 所 求 的 极限 . 
在 这 场合 定理 1 是 不 能 使 用 的 , 因为 在 xz = 0 时 分 子 分 母 的 导数 两 者 都 等 于 0 至 于 定理 2 
泥 , 虽然 用 着 它 问 题 是 能 解决 了 , 但 需求 出 所 给 二 函数 的 三 个 逐次 导数 (这 点 是 很 易 证 实 的 ) . 
请 读者 注意 , 虽然 在 此 处 导数 之 比 仍 为 . 型 不 定式 , 但 这 不 定式 显然 可 由 初等 变换 而 定 其 值 
在 其 他 的 场合 , 可 能 需要 重复 地 应 用 这 定理 . 有 必要 着 重 指出 , 在 这 时 可 用 各 种 方法 把 所 得 的 式 子 
之 简 , 如 约 去 公 因 式 , 利用 已 知 的 极限 等 等 ( 若 应 用 定理 2, 就 全 都 不 能 这 样 做 ) 在 下 面 的 例题 内 
连 三 次 应 用 定理 3; 在 第 一 次 以 后 我 们 约 去 e”, 在 第 二 次 以 后 我 们 弃 去 分 母 中 的 央 式 c: (因为 
之 趋向 于 1). 计算 就 简化 了 . 


例题 5) 
i Ze 如 十 Tez — 2e27 十 2ez 
z 一 0 (ez — 1)3 
2xe’” + e2? 十 zez 十 ez — 4e27 二 2e” 
= lim 
r—0 3(ez 一 1)2 .ez 
ee 27e” + 2e” 一 3e2 十 1 
0 3fez — 1)2 0 2(ez 一 1)ez 
1 一 6 十 27zez 十 1 1 i 
“6 z 一 1 02 eT -0 
6) 
1 
1 2 一 1 lIn(1 
jm 人 十 2 一 e lim (十 本 
z 一 0 和 Z2[(] 十 工 ) 


内 为 右 端的 第 一 个 式 趋 向 于 e, 所 以 只 要 研究 第 二 因 式 就 够 了 . 接连 二 次 应 用 定理 3, 求 出 它 
:极限 等 于 

答案 : _。 

很 易 拒 定 更 3 推广 到 变 元 趋向 于 无 穷 极 限 : a = 土 % 的 情形 (这 对 于 定理 1 及 ? 
日 然 是 做 不 到 的 ). 就 是 , 成 立 : 
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定理 3* 设 : 1) 函数 f(z) 及 9g(z) 在 区 间 [ec,+oo) 内 有 定义 , 2) ,lim f(z) 一 
0, lim _g(z) 二 0, 3) 在 区 间 [c, 上 +oo) 内 存在 有 限 导 数 jz) 及 g'(z)) 而 且 g'(z) 关 0 
最 后 , 4) 存在 (有 限 或 无 穷 ) 极限 


f(z) 
z 一 +oo 9/(Z) 
则 亦 必 有 
lim fz) = 
rz—+00 g(7) 
证 明 依 公式 z= := 二 变换 > 那么 , 当 x 一 十 oo 时 ,上 一 0, 反之 亦 然 . 由 
2) ,有 
1 
lim f (5 )= 0, m9 (7) 一 
而 根据 4) ， 


从 而 


mm 加 = K, 此 即 需 证 者 . 
久居 ?是 一 国 
附注 有 时 在 求 上 述 类 型 的 不 定式 的 值 时 ， 形式 上 可 以 不 用 上 述 的 定理 , 而 利用 
本 数 依 泰勒 公式 的 展开 式 [124~125]. 今 设 x 一 0( 永 远 可 以 使 问题 变 成 这 种 情形 ). 
] . 内 能 顺利 地 选 出 主 项 : 


f(z) = ar" 十 oh 9(7)= br™ +o(z™), 


则 分 式 2 2 - 的 极限 立刻 就 很 清楚 : 看 n 是 大 于 、 等 于 或 小 于 内 便 知 道 它 是 等 于 
夫 、 有 ~ 或 上 oo[ 参 阅 62, 63]@ 


@ 求 函数 了 (=) 及 4 > 关于 + 的 导数 时 , 把 它们 看 做 是 t 的 复合 函数 
@ 在 后 一 情形 , 二 oo 的 符号 不 难 由 a 和。 的 符号 , 以 及 z 的 符号 ( 当 差 mn 是 奇数 时 ) 来 判断 


151] §4， 不 定式 的 定 值 法 . 9271. 


如 , 在 例题 1) 内 , 把 困 数 er,e- 及 nle- 切 -1 = 了 4 一 -) 换 以 它们 的 展开 
式 的 开 首 几 项 : 


3 3 
| 3 _ 
加 
人 一 伙 一 ”一 一 站 一 
6 


建议 读者 用 这 方法 解 例题 3) 及 5) , 作为 习题 ， 


151. ~ 型 不 定式 ”现在 再 来 考察 ~ 型 不 定式 , 就 是 研究 (在 z 一 a 时 ) 趋向 
于 无 穷 的 二 函数 f(z) 及 g(x) 的 比 式 的 极限 . 
今 将 证 明 , 在 这 情形 仍 可 应 用 洛 必 达 法 则 : 下 面 的 定理 是 定理 3 的 简单 的 类 推 . 


定理 4 设 : 1) 函数 f(x) 及 g(7) 在 区 间 (a,b| 内 有 定义 , 2) lim f(x) = 十 co， 


lim g(2) 二 十 00，3) 在 区 间 (a,b] 内 存在 有 限 导 数 f/(z) 及 g'(x), 而 且 g(x) 关 0, 最 
后 , 4) 存在 (有 限 或 无 穷 ) 极限 
f'(7) 
za (TZ) 
则 亦 必 有 
lim 17) = 人. 
oa 


证 明 首先 考察 K 为 有 限 的 情形 . 


因为 导数 g'(x) 并 不 等 于 零 , 故 依 达 布 定理 [110|] 它 的 从 号 不 变 . 例如 设 g(x) < 
0, 于 是 函数 g(x) 随 着 x 的 渐 减 而 单调 增 大 , 并 且 在 x 一 a 时 趋 问 于 +co. 故 可 以 当 
作 恒 有 g(x) >0. 
给 定 任 意 数 s > 0, 根据 条 件 4) , 必 能 求 出 这 样 的 n>0, 在 a<zxz<a+t7n 时 有 
Z) 
Z) 


fl%) 

94 

为 了 简便 , 令 wa+7=zo 而 z 在 wu 与 xo 之 间 . 把 柯 西 公式 应 用 于 区 间 [z,zo] 2: 
f(x)— f(x0o) ff'(c) 


g(x)— g(rz0) gg'(e)’ 
外 与 定理 3 的 证 明 的 重大 区 别 就 在 于 此 : 在 这 里 不 能 把 柯 西 定理 用 于 区 间 [a, zl, 因为 不 管 怎 样 
在 点 a 处 来 定义 阻 数 f(z) 及 g(xz), 由 于 2) 总 不 能 得 出 在 该 点 为 连续 的 呐 数 . 


Kl < 
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此 处 x <c< zo, 因此 ， 


iD | On 


伏 : 葛 -“ 


(x0) 
现在 与 出 恒等式 ( 它 很 易 直 接 验 证 ) : 
K = 9 1 | Tf) -天 | 


g(z) - 了 g(7) | 1 9( 本 二 9020) 
_K|I< f(z0) — K .g(xo) 1 2 — f(z0) | 


9(z) — g(z0) 

根据 (1) , 右 端 第 二 项 在 > < zo = 4+ 时 小 于 5. 又 因 在 z 一 a 时 g(xz) 一 +oa 
故 第 一 项 在 这 时 趋向 于 零 , 且 能 找 出 这 样 的 6 > 0( 可 以 当 作 5 < 人力 ,使 当 a<x< 
a + 6 时 第 一 项 亦 变 成 小 于 5 于 是 在 上 述 的 z 值 时 就 有 


f(z) 
pe 
这 不 证 明了 所 需要 的 命题 ©. 
当 KK = +oo 的 情形 (当然 f/(x) 关 0, 至 少 在 a 的 近 处 是 如 此 ) , 就 有 
0) in - 
由 此 , 最 后 有 ftw) 
z 
lim g(x) 三 十 Co 
因为 (至 少 在 a 的 附近 ) 显然 f(x) 和 9(z) 都 大 于 零 @， 


我 们 注意 , 这 个 证 明 不 需 多 大 改变 就 能 应 用 到 a = -co 的 情形 . 完全 同样 , 定理 
也 能 对 区 间 [5b, a)(b < a) 来 证 明 , 而 且 a 可 以 是 有 限 的 , 也 可 以 是 +oo. 所 以 , 定理 4 
很 容易 推广 到 变 元 有 无 穷 极限 的 情形 . 

作为 例题 , 很 易 得 出 我 们 所 已 经 知道 的 极限 : 


7) 
| 二 
sn re oo 1 sn HTH =0 (有 p>0) 
还 有 : 
8) 
lim Z  - lim Ho (a> 1, > 0). 


了 一 十 co QY 2 一 十 co QT . ln aw 


中 要 着 重 指 出 , 在 我 们 的 论证 中 , 实际 上 并 未 利用 lim f(z) = +oo 这 一 假定 [参阅 83 内 的 斯 托 


尔 深 定理 的 证 明 ]. 
> 在 定理 的 假设 下 , K = -co 的 情形 是 不 可 能 的 . 


152] $4， 不 定式 的 定 值 法 or 


若 > 1, 则 右 端 仍 得 一 型 不 定式 ; 但 继续 这 一 步 双 并 重复 应 用 定理 4, 最 后 在 分 子 上 必 可 得 出 
带 有 负 (或 零 ) 指数 的 老 . 因此 , 在 任何 情形 


关于 定理 3(3*) 及 4 再 作 一 个 总 的 附注 . 在 这 此 定理 内 , 都 是 先 假定 导数 之 比 
人 过 来 用 的 , 当前 一 极限 
不 存在 时 后 一 极限 仍 可 能 存在 . 

例如 , 极限 


TT 二 Sin Simn 并 
Pi: :ee = 
ZX 一 十 00 2 一 十 00 L 


存在 , 可 是 导数 之 比 等 于 1 + cosz, 它 在 +oc 时 却 并 无 极限 
152， 其 他 型 的 不 定式 ”前 面 的 定理 都 是 关于 . 了 及 2 型 不 定式 的 


若 有 0 . oo 型 的 不 定式 , 则 可 以 把 它 变 成 型 或 空 型 , 而 后 再 应 用 洛 必 达 法 
则 . 设 
lim f(z)=0, lim g(x)= 十 oo 
下 f(z) _ g(x) 
卫 人 9 化 
f(z) .g(t) = = 全 
g(z) f(z) 
其 中 的 第 二 式 在 > a 时 是 ”型 不 定式 , 第 三 式 是 型 不 定式 
例题 9) 
1 
i ER zx :i 
ee Ws 2 TH r+0 一 LZTL- z 一 十 0 一 内 
(我 们 算 作 jy > 0). 


vo -~ co 型 的 不 定式 亦 恒 能 变 成 型 或 实 型. 设 有 式 子 f(z) - g(z), 而 且 
lim f(x)=+o0, lim g(x) = 十 co, 


则 可 以 进行 下 面 的 变形 , 把 这 式 子 变 成 划 示 是 芯 : 


0 
f(z) — g(x) = ee _ ; 2 1 


flz) gr) f(z) glz) 
而 且 为 了 达到 这 日 的 事实 上 往往 还 可 以 简单 些 . 
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例题 10) 
-人 人 
, 1 » .sin ?xXx— zx.cos xz 
lim 5 一 cte’ TT| = lim DO | 
r+»0 \X Zz—0 72 .Sin 2 


。 ， > 。 。 
sin2zr 一 xz2.cos2n sinr+rx.cosr snz x.cosz 
Z2 .sin* zx sinz Z2 .sinz 


醒 一 因 式 的 极限 可 以 用 初等 的 方法 求 出 : 


， SINnX 二 工 ' Coscx . i 
hm 一 一 一 lm (11 十 一 cos ) 一 2, 
rT-»0 SIn Zz z 一 0 Sin 并 
A 一 一 > 一 人 4 
对 第 二 因 式 应 用 定理 3; 
SIn 人 一 人 .COS 人 并 . .Sinz 
lim 一 Im 一 -一 一 一 一 
x—+0 Z2< .Sm rz»0 2T :SINT 2 .cosxr 
. 1 1 
= jim 一 一 一 一 一 . 
2-0 2 十 COSXT 3 


这 样 , 所 求 的 极限 就 等 于 5， 

对 于 型 如 1%,00, 900 的 不 定式 , 可 以 预先 把 这 些 表 达 式 取 对 数 . 

廊 y= [Ac 则 Iny = g(xz) :ln jz) Iny 的 极限 就 是 已 研究 过 的 0. co 型 的 
不 定式 . 假使 用 上 上 述 的 任 一 方法 能 求 出 lim Iny, 奋 它 等 于 有 限 数 忆 +oo 或 -oo, 则 
limy 束 各 为 e ,+ecc 或 0 


例题 11) 设 


需要 在 z 一 0 时 求 lim y(1se 型 不 定式 ). 
设 奋 x > 0( 由 于 y 是 偶 函 数 , 故 可 限于 讨论 这 个 情形 ) , 则 


]nsinwz 一 nz 


] 一 
™Y 1 一 COS 0 
应 用 定理 3( 并 利用 前 一 例题 中 已 得 的 结果 ) 
COSI 1 
lim my = lim SnZ Zz lim TCOST— sinz 一 _1 
zr—0 2 0 sinZz tw 0 I'Sin2z 3 
由 此 ， 
1 1 
imy=e 3 二 -一 
Z 一 0 e 
例题 12) 


2 一 (5 一 arctgz) mm . 
在 z 一 十 oc 时 这 表达 式 表示 0? 型 不 定式 . 我 们 有 
ln (= 一 arctg2 ) 
iny = “ Inz (=) | 
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依 洛 必 达 法 则 : 


1 1 
Ly arctgz 1 
lm lny= lim 2 T 
TIT 一 十 00 工 一 十 Co 
化 
7 1 = 7 
2 1 212 _ 2 
~ lim 人 lim ( ER = lim i 
了 一 十 CO arctgz I 下 一 十 CO 工 一 十 06 1 十 宛 
2 1 
. 1 
于 是 lim »= -~， 
Z 一 十 CO C 
85. 方程 的 近似 解 
153. 导言 ”现在 将 研究 求 已 给 组 数 f(z) 的 冷 点 或 根 , 即 方程 
f(z)=0 (1) 


的 实 根 的 问题 . 而 且 在 解决 这 问题 时 , 我 们 将 先 假定 , 所 求 的 根 & 是 孤立 的 , 即 必 能 求 出 含有 这 根 
的 区 间 [a, oj: 
A 


在 这 区 间 内 不 再 有 其 他 的 根 . 

再 次 , 硅 在 区 间 的 两 端点 处 f(z) 有 异 号 的 图 数值 Fa) 及 f(b), 则 正如 在 [81] 内 谈 到 布尔 查 
法 一 柯 西 第 一 定理 的 应 用 时 所 已 前 明 的 , 可 以 逐步 分 割 含 根 区 间 使 成 许多 部 分 , 并 确定 函数 f(z) 
在 分 点 处 的 符号 , 这 样 就 可 以 任意 地 缩小 含 根 区 间 而 实现 了 根 的 近似 计算 . 然而 这 方法 , 尽管 它 在 
原理 上 是 简单 的 , 在 实用 上 却 往往 是 不 合用 的 , 因为 这 需要 太 多 的 计算 . 在 本 节 内 将 使 读者 熟悉 计 
算 方程 (1) 的 (孤立 ) 根 的 近似 值 的 最 简 方 法 , 它 是 更 有 系统 而 且 能 更 快 地 达到 目的 . 在 这 里 我 们 
仍 将 利用 微分 学 的 基本 概念 与 方法 . 

我 们 永远 要 假定 下 列 条 件 成 立 : 

1) 函数 f(z) 连同 它 的 导数 f(z) 及 f(x) 在 区 间 [a,b| 内 都 是 连续 的 ; 

2) 在 区 间 的 两 端点 处 的 函数 值 f(a) 及 f(b) 有 异 号 : f(a): f(b) < 0; 

3) 两 种 导数 f(z) 及 f(x) 在 区 闻 [a,0| 内 都 各 自 保 持 着 一 定 的 符号 . 

由 四 数 f(z) 的 连续 性 及 条 件 2) ， 推 得 在 a 与 b 之 间 含 有 方程 (1) 的 根 £[80]|. 因为 导数 
f(z) 保持 着 一 定 的 符号 [3 所 以 f(z) 在 区 间 [a,48| 内 渐 增 或 渐 减 , 因此 , 只 有 一 次 等 于 0; 故 根 
< 是 孤立 的 . 

条 件 3) 在 几何 上 指出 , 曲线 y = f(z) 不 仅 天 一 个 方向 伸展 一 一 总 是 向 上 或 总 是 向 下 , 看 
f(x) 的 符号 而 定 [132] 一 一 而且 还 永远 向 下 凸 或 向 上 吓 (狭义 的 ) ,看 /”(z) 的 符号 而 定 [143]. 
在 图 82 上 画 着 四 种 可 能 的 情形 , 对 应 于 了 f(z) 及 f(x) 的 两 种 符号 的 不 同 结合 . 

代数 学 内 已 证 明 , 在 计算 代数 方程 的 ( 实 ) 根 时 , 总 可 以 设法 使 条 件 1), 2), 3) 成 立 , 因此 这 些 
条 件 在 原则 上 并 不 会 限制 下 述 方法 的 效用 . 至 于 超越 ( 非 代 数 的 ) 方程 就 不 能 这 样 说 , 然而 在 实用 
上 ,我 们 所 设立 的 限制 很 少 有 妨碍 , 因为 在 绝 大 多 数 的 场合 , 这 些 条 件 总 是 满足 的 . 
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图 82 


154. 比例 法 则 ( 弦 线 法 )” 奉 区 则 [a, 9] 充分 小 , 则 在 某 种 近似 程度 之 下 , 可 以 当 作 一 一 当 
2 在 蕊 的 范围 内 变动 时 一 一 消 数 f(z) 的 增 量 与 变 元 的 增 量 成 比例 , 用 上 表示 函数 的 根 ,就 有 


fj(9 -Jo . €-a 
Fo 二 7 ba 


由 此 , 因 f(t) = 0 即 得 


也 一 0 ja) 
这 样 , 在 此 处 可 用 数 >， 作 为 根 的 近似 值 
(0-0) /(0) 
0 (2) 
这 式 子 显然 义 可 以 表示 为 这 样 的 形式 : 
Tl 一 0 一 一 一 一 一 一 一 ， 
ge 2 


上 述 的 求 根 的 近似 值 的 法 则 也 称 为 比例 法 则 @. 它 可 以 有 简单 的 几何 说 明 . 用 弦 MM' 代 换 
曲线 弧 MM (图 82). 弦 的 方程 可 以 写成 


yo = HE (so). (3) 


我 们 的 法 则 本 质 上 吕 变 成 不 去 确定 曲线 与 x 轴 的 交点 4, 而 去 确定 弦 与 x 轴 的 交点 D. 事 
实 上 , 令 (3) 内 的 y= 0, 则 解 出 点 D 的 横 标 zi, 刚好 符合 于 式 子 (2) . 


”在 从 前 , 它 被 称 为 “错位 法 则 ", 因为 它 所 根据 的 假定 , 严格 说 来 , 是 并 不 符合 于 实际 的 
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因 这 缘故 ,比例 法 则 亦 称 为 弦 线 法 . 

今 转 而 探究 点 Zi 与 根 & 的 相互 位 置 . 显然 , 点 zl 位 于 a 和 之 间 , 但 是 在 的 哪 一 边 呢 ? 因 
为 在 情形 I 和 了 I (II 和 了 IV) 我 们 遇 到 的 是 向 下 (向 上 ) 凸 的 昭 数 , 所 以 曲线 MM' 落 在 纺 MM 
的 下 面 (上 面 ) , 即 


Z 一 0) (a<z<b). (4) 


令 这 里 的 z = zl, 直接 得 出 
F(a 


所 以 f(z 的 符号 总 是 和 f”(z) 的 符号 相 必 . 由 此 , 我 们 终于 断定 , 在 情形 I 和 TV, 数值 ri 落 在 
a 和 & 之 间 , 而 在 情形 I 和 III 则 在 E 和 之 间 . 
以 后 讨论 以 情形 I 及 IV 为 限 , 再 把 我 们 的 法 则 应 用 于 区 间 [z1,9]; 把 (2) 内 的 a 换 成 zl, 则 

得 根 & 的 新 的 近似 值 : 
(0 

人 二) 
按照 已 证 明 的 论点 , 它 含 在 zi 与 £ 之 间 . 这 一 步骤 , 可 以 不 断 地 继续 下 去 , 于 是 得 到 总 在 渐 增 的 
近似 值 的 序列 


T2 二 1 一 


0 0 0 
这 时 , 任何 两 个 相继 的 数值 z,, 与 xz;,4+1, 用 类 似 于 (2) 的 公式 联结 着 : 
Te 


We (5) 


现 证 明 , 随 着 n 的 渐 增 ，zn 一 上 事实 上 ， 
单调 潮 增 的 但 是 有 界 的 (例如 , 以 数 为 上 界 ) 
变量 zn 应 当 趋 网 于 某 一 有 限 极限 a < &. 各 对 
等 式 (5) 取 极 限 , 并 利用 函数 f(z) 的 连续 性 ， 
则 得 


也 一 0 f(a) 
f(b) — f(a) 
由 此 ,f(a) = 0， 因为 方程 (1) 在 区 间 [a,9| 内 
除去 以 外 再 没有 旁 的 根 , 故 必 a = 上 9 
图 83 说 明 依 次 作出 的 各 弦 与 z 轴 的 交点 
Di, D2,… 向 所 求 点 4 逐渐 地 接近 . 
很 易 理 解 , 在 情形 I 及 III 时 重复 应 用 这 图 83 
法 则 , 会 导出 渐 减 的 近似 值 的 序列 


= 0， 


Dy Db, 


这 些 近 似 值 从 右 方 趋 加 于 根 &. 


@ 不 要 关于 二 阶 导数 的 假定 , 亦 可 以 证 明 z。 -6, 但 那 时 点 zw 就 可 能 会 从 根 的 一 方 跳 到 另 一 
方 去 
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这 样 , 在 一 切 情形 之 下 , 把 上 述 的 法 则 应 用 了 是 够 的 次 数 以 后 , 可 以 计算 根 & 达到 任意 的 准确 
度 . 可 是 现在 还 有 一 个 未 解决 的 问题 , 怎样 估计 已 算出 的 近似 值 x 的 准确 度 . 

要 解决 这 问题 , 可 把 有 限 增 量 公式 [112] 应 用 于 差 f(zn) - f(é): 

PR (0 (Zo) 

由 此 
(6 
若 用 m 表示 | 了 (x)| 在 所 考察 的 区 间 内 的 最 小 值 ( 它 可 以 预先 算出 而 且 以 后 不 必 再 算 了 ) ,， 则 得 
估计 : 


PD 


ei 
这 样 , 由 f(z%) 的 大 小 , 就 可 以 判断 xz。 与 根 的 接近 程度 站 


(6) 


例题 方程 
zy -27z2-42 一 7=0 


有 一 根 在 3 与 4 之 间 , 内 为 和 用 f(z) 表示 式 子 的 左 闪 , 就 有 
Fos I0x0. JUS930. 
效 规定 要 算出 这 根 使 准确 度 达 到 0.01. 在 区 则 [3, 4] 内 , 两 种 导数 
f(x)=3x -47-4 及 f/"(x)=6z—4 


都 保持 着 正 号 (情形 了 ; 一 阶 导 数 在 这 区 间 内 的 最 小 值 是 ?mn = 11. 就 有 : 
fC 
We 


3) 10 


T1 二 3 一 二 3 十 一 二 3 十 0.52.…; 


f(4) — f(3) 19 
四 舍 五 人 , 今 zl = 3.52. 因为 f(3.52) = 一 2.246 592, 故 依 不 等 式 (6) , 还 没有 达到 要 求 的 准确 
度 , 继续 计算 ; 


.48 . f (3.5 .078 364 16 
1», 2 3.52 0.48 f(3.52) 1.078 364 16 


be de se ee WR ed ne 
f(a = 7 5) 9 人 


或 四 舍 五 人 , zz = 3.61. 算出 f(3.61) = 一 0.458 319 并 使 用 不 等 式 (6) , 仍旧 看 出 还 没有 达到 日 
的 . 最 后 ， 


0.39 . f(3.61) W700 9 
人 
F(a) -F361) 一 十 9458319 


用 四 舍 五 人 法 凑 足 小 数 第 二 位 令 za = 3.63， 因 为 我 们 是 在 “向 根 的 一 侧 ” 凑 足 小 数 第 二 位 , 所 
以 za 可 能 会 跳 到 这 根 的 右边 去 ; 但 现在 并 未 发 生 这 种 情形 , 这 可 由 符号 上 看 到 , 因为 f(3.63) = 
一 0.041 653. 在 这 一 次 , 依 不 等 式 (6) ， 


3 一 3.61 一 


0.041.…: 


.004. 
证 < 0.00 


| 


3.630 < 上 < 3.634, 
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Eh € = 3.63+0.004. 
我 们 仅 以 这 一 例题 为 限 , 因为 像 上 述 形 式 的 弦 线 法 , 效用 还 是 很 小 的 ; 通常 它 总 是 与 切线 法 联 
合 着 使 用 , 我 们 现在 就 要 讲 到 . 
155， 牛顿 法 则 (切线 法 )” 回 到 原来 的 关于 也 数 f(z) 的 假定 [153]; 所 求 的 函数 的 根 在 区 
间 [a,28| 内 是 孤立 的 ; a <E < b. 从 这 区 间 的 任 一 端点 例如 5 出 发 , 写 出 余 项 为 拉 格 朗 日 式 的 泰 款 
ZY 
/ 1 /1 。 
二 人 es ec (7) 
弃 去 余 项 , 可 以 近似 地 令 
f(0) + f(b):(€—b)=0, 


I /(0) 
一 0 一 
‘07 pe 
由 这 种 方法 , 我 们 求 得 根 & 的 近似 值 
Co 
we . 


这 数值 的 求法 , 亦 可 以 用 几何 方法 直觉 地 来 说 明 . 考察 曲线 y = f(x) 上 横 标 为 5 的 点 M' 处 的 
切线 . 它 的 方程 是 
V(b 

在 此 处 令 y = 0, 求 得 切线 与 x 轴 的 交点 T' 的 横 标 z; 恰好 符合 于 (8). 这 就 是 说 , 上 法 实质 是 用 
曲线 弧 MM 的 一 端点 处 的 切线 来 作为 弧 的 近似 代 换 (参阅 图 82). 

这 法 则 定名 为 牛顿 法 则 . 亦 称 为 切线 法 . 

可 是 发 生 这 样 一 个 问题 , 由 公式 (8) 所 求 得 的 数值 x 位 于 何 处 . 事实 上 , 就 在 图 82 中 亦 可 
以 看 出 , 切线 与 x 轴 的 交点 甚至 可 以 位 于 所 考察 的 区 间 之 外 ! 我 们 将 证 明 , 若 数 值 f(b) 与 f(z) 
同 号 ( 即 在 情形 及 IV) , 则 zi 位 于 £ 与 5 之 间 . 

实际 上 , 因为 f(b) 与 六 (5) 同 号 , 故 由 (8) 立即 知道 24 < b. 另 一 方面 , 由 (7) 及 (8) 推 得 

f(b) 下 


0 (9) 


但 我 们 已 假定 J”(x) 与 站 (xz) 同 号 , 因此 上 < x1. 结果 :和 < zx1 < 


类 似 地 , 若 从 点 a 出 发 而 在 端点 MM ( 横 标 为 a) 处 引 曲 线 的 切线 , 则 代 蔡 (8) 可 得 近似 值 
/ f(a) 中 
en Wy 


关于 依 这 一 公式 所 算出 的 数值 , 可 以 像 上 面 一 样 地 证 明 : 车 数值 f(a) 与 f(x) 同 号 ( 即 在 情形 II 
及 II1), 则 wt 位 于 二 己 之 间 ， 

这 样 对 四 种 可 能 情形 内 的 每 一 种 , 都 已 指出 , 应 该 从 哪 一 端 开始 才 可 依 牛 顿 法 则 得 到 根 的 近 
似 值 . 重复 应 用 这 法 则 , 在 情形 I 及 IV 就 得 出 渐 减 数值 的 序列 : 


bw Sy 
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而 在 情形 II 及 III, 就 得 出 渐 增 数值 的 序列 : 
六 


而 且 和 根据 前 一 数值 来 计算 后 一 数值 时 总 是 依照 公式 


(10) 


J ee 
Tn+t+l1 = Ln 


在 此 处 也 很 易 证 明 x 一 6. 单调 而 且 有 界 的 变量 xz, 必 有 有 限 极 限 5; 在 (10) 内 取 极 限 , 并 
应 用 哨 数 f(z) 及 f'(z) 两 者 的 连续 性 , 就 求 出 
f(8) 
1(8) 
图 84 表明 历次 的 切线 与 z 轴 的 交点 五 ,7,…， 从 一 侧 接 近 于 点 4. 
这 样 , 重复 应 用 牛顿 法 则 , 亦 可 以 计算 根 上 达到 任意 的 准确 度 , 这 时 , 已 经 算出 的 近似 值 的 准 
确 度 仍 可 像 上 面 那样 由 公式 (6) 来 估计 . 


二 人 由 过 你 而 六 


图 84 


为 了 要 表达 出 差 zn 一 & 减 小 的 速度 , 我 们 再 来 导出 男 一 估计 式 . 回 到 公式 (9) : 把 里 面 的 5 
换 成 z;, 而 24 换 成 zi 


/ a . (oO / CN2 
Lntl = ee 9 | (zn 65) 
用 M 表示 |f”(z)| 在 给 定 区 间 [a,4] 内 的 最 大 值 (并 保持 m 的 原来 意义 ) , 由 此 , 现在 很 易 得 出 : 
/ M / , 
an | < (11) 


因为 厂 端 有 一 个 平方 的 因子 , 这 就 保证 着 x 很 快 地 接近 于 《( 至 少 从 某 一 项 开始 是 如 此 ) , 这 就 使 
切线 法 成 为 根 的 近似 算法 中 的 一 种 最 有 效 的 方法 . 

人 不等式 (11) 还 有 一 个 作用 . 若 已 算出 的 数值 x4 的 准确 度 已 经 用 例如 不 等 式 (6) 估 定 , 那么 
不 等 式 (11) 就 使 我 们 可 以 预先 估计 出 尚未 算出 的 数值 zx;1 的 准确 度 . 这 对 于 解决 应 该 取 六 ， 
至 小 数 点 后 第 几 位 的 问题 时 是 有 用 处 的 . 

现在 举 一 些 例 题 . 在 解 题 时 , 自然 要 利用 手头 一 切 代替 笔算 的 辅助 工具 , 如 : 乘 方 及 开 方 表 , 乘 
法 表 , 计算 融 , 对 数 表 及 三 角 函 数 对 数 表 , 三 角 函 数 真 数 表 , 角度 及 弧度 换算 表 等 等 . 
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156. 例题 及 习题 ”在 这 一 段 内 我 们 将 专门 使 用 切线 法 . 
1) 计算 方程 
71” 2x -4r-7=0 
的 根 , 使 准确 度 达到 0.01, 已 知 这 根 在 区 间 (3, 4) 内 [参阅 154]. 
我 们 有 
f(x)=7 27 -4r—7, f(3)=-10<0,， f(4)=+9>0, 
在 3<7X<<4 时 
f(z) 一 37z2 —4r—-4> 0， f° (z) 二 6z 一 4 > 0( 情 形 1); 


了 (zx)| 的 最 小 值 是 mr = 11. 
现在 由 给 定 区 间 的 右 端 b 一 4 出 发 , 因为 在 这 端点 处 号 数 f(x) 与 广 (z) 有 相同 的 符号 . 依 
公开 (8) 
/9 
zx! 二 4 六 二 58 一 4 0.32 ; 
四 舍 五 人 入, 邻 21 = 二 4 一 0.3 = 3.7. 因为 f(z1) = f(3.7) = 1.473, 故 依 不 等 式 (6), zi1 一 < < 


< 0.14, 即 还 不 够 达到 所 需 的 准确 度 . 再 求 
/ /37) vv 1473 四 a 
37 一 3 一 37 一 区 和 737-0.066.…; 


邻 x 二 3.7 一 0.066 = 3.634. 在 这 一 次 f(x5) = f(3.634) = 0.042.… ,于 是 根据 (6) , z2 一 < 
人 < 0.004. 因此 3.630 < 上 《< 3.634 而 上 《= 3.63 已 达到 所 求 的 准确 度 . 
( 同 是 得 出 这 一 结果 , 在 154 内 用 弦 线 法 却 需要 做 三 次 .) 


2) 第 二 个 例题 是 解 方程 


2Z lg2z 三 1. 
利用 这 机 会 , 给 读者 说 明 , 怎样 可 以 用 郧 数 的 图 示 法 来 预测 方程 的 根 的 位 置 . 满足 于 方程 
1 
lg7z 一 一 
ZL 
的 zx 值 , 显然 表示 两 曲线 | 


2/ 一 lgz 友 4 一 二 
的 交点 的 横 标 . 即使 由 它们 的 草图 (图 85) 也 可 立刻 看 出 , 所 
求 的 根 位 于 2 与 3 之 间 . 这 是 容易 用 计算 来 检验 的 , 因为 令 2 人 
f(z)= 二 xX:lgx 一 1, 就 有 


f(2) = —0.397 93... < 0, 
f(3) = 0.431 36.… > 0. 


现在 要 计算 这 根 使 准确 度 达 到 0.000 1. 
显然 ,在 2 入 Zz 芝 3 时， 


f(x)=lgz+lge >0, 图 85 
f(z) = 到 e > 0( 情 形 中 


必 
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可 以 令 mm = 0.7. 
因为 f(3) 刚好 与 4”(z) 同 号 , 故 依 公式 (8) 
1(3)  。 0.43136… 


zl 一 3 一 二 一 = 3— 0.473.... 
“1 f°(3) 091 = 3 
令 T1=3 一 0.47 = 2.53. 就 有 f(x1) = f(2.53) = 0.019 894.…， 
于 是 z1 -< 忒 一 7— < 0.03. 再 求 
2.53) 0.019 894.…. 
253 4 二 2.53 一 一 一 一 一 一 一 2.53 一 0.023 75.... 
2 f°(2.53) 0.837 4 


取 z2 = 2.53 一 0.023 7 = 2.506 3. 依 不 等 式 (6) 估计 误差 : 


f(2.506 3) = 0.000 096... 


ee — < 0.000 2, 


Bi 2.506 1 <《 < 2.506 3. 在 这 种 情形 , 就 有 已 经 达到 所 求 准 确 度 的 根 


Z2 一 &E < 


€ = 2.560 24+0.000 1. 


(实际 上 2.506 2 是 & 的 入 近似 值 , 因为 f(2.506 2) > 0.) 

3) 回 到 方程 

”一 47， 

在 81 内 已 经 讲 到 过 它 . 我 们 在 那里 曾 看 出 , 这 方程 的 根 位 于 0 与 0.5 之 间 . 这 种 情况 , 借助 于 函 
数 y == 2” 及 = 42 的 图 像 , 亦 很 容易 看 得 出 来 . 在 图 86 中 很 清楚 地 看 到 , 这 些 曲线 除去 有 横 标 
为 4 的 交点 以 外 , 还 相交 于 有 横 标 上 在 0 与 0.5 之 间 的 某 一 点 . 要 算出 这 根 使 准确 度 达 到 0.000 
01. 

对 于 0<zx<0.5, 有 


f(7)=2° —4r, f(z)=2°.In2-4<0, f(z)=27.In22>0 
(情形 ID. 在 此 处 m = 4 一 V2:1n2 > 3,M = V2ln?2 < 0.7， 2 < 0.12. 内 为 f(0)==1 与 


f(z) 同 号 , 故 应 从 a = 0 开始 . 根据 (6) , 这 近似 值 的 误差 < 5 然后 根据 (11) , 可 以 预先 估计 
出 误差 : 
< 一 2Z1 < 0.12 < 0.014. 
因此 依 公式 (8*) 算出 的 数值 
， 1 1 
"1 no-4 33060852... 
应 取 至 小 数 点 后 第 二 位 : z4 = 0.30. 利用 数值 f(0.30) = 0.031 144... 青 依 不 等 式 (6) 更 精确 地 
估计 误差 


0.30.…. 


0.031 144.…. 


€—ZX1< 3 


<0.011, 
然后 , 再 依 (11)， 


€— 7x2 <0.12.0.000 121 < 0.000 015, 
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于 是 我 们 就 接近 于 所 需要 的 准确 度 . 下 面 一 个 近似 值 ; 


, 0.031 144... 0.031 144... 
S00 ol ond U0 0 6 0 


在 “向 根 的 一 侧 ” 凑 足 小 数 点 后 第 五 位 z = 0.309 90. 因为 f(0.309 90) = 0.000 021.… > 0, 所 
以 这 数值 还 是 比 根 小 一 些 . 至 于 它 的 误差 , 根据 (6) 是 


. 22 
上 一 22 < 站 < 0.000 01, 


于 是 , 最 后 有 
& = 0.309 90+0.000 01. 
4) 方程 
tgX 一 并 
有 无 穷 多 个 根 . 这 可 以 从 图 87 中 立刻 看 出 ， 由 于 正切 y 二 tgz 的 图 像 与 直线 y = z 的 交点 有 无 
穷 多 个 . 要 算出 这 方程 的 最 小 正 根 , 它 位 于 了 Y 与 了 Y 之 间 


图 86 图 87 


因为 在 z = 了 J 时 正切 成 为 无 穷 ,将 方程 表示 为 
f(x)=sinz— zcosrz=0 


轩 为 方便 ， 
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我 们 有 
(3 ) = ) >0 
/(¥) -<0 


f(r)= 7sinz <0,m> 2.7;f" (7) = sinz+zcosz < 0( 情 形 IV). 从 b= 下 = 4.712 388 9..…. 
开始 , 得 
37 2 


Ti = = 4.712 388 9...— 0.212 206 6... 
2 37 


位 之 下 米 取 舍 校 正 数 0.212 206 6.… 的 尾数 对 我 们 要 更 方便 些 . 我 们 就 取 12*10', 它 对 应 于 上 略 大 
一 些 的 数 0.212 234 84.…， (在 “向 根 的 一 侧 ” 凑 成分, 于 是 z1 = 4.500 040 6.… (257°50’). 
骨 次 ,f(z1) = 一 cos12°10’ 十 4.500 040 6.…..sin12°10’ = 一 0.029 127 4.…， 


0.03 


f (71) = —4.398 962...; zi1—é€< 37 <0.012. 
继续 求 得 : 
0.029 127 4.…. 
L2 5 0 1398 965..— = 4.500 040 6 0.006 621 4...， 


弃 去 校正 数 的 尾数 使 成 为 0.006 617 7.… (22'45”) 并 取 
Z2 = 4.493 422 9... (257°27’15”). 


因为 f(x5) = 一 0.000 059.…, 故 


rT2—£ < pe -0 < 0.000 022 3. 
4.493 400 6.… < &€ < 4.493 422 9...,， 
故 可 令 


€& = 4.493 4.40.000 03. 
5) 当 含 有 根 的 区 间 充 分 缩小 时 , 牛顿 法 则 的 效力 特别 显著 . 今 要 算出 方程 zz -2x5 二 0 的 
根 , 从 含有 它 的 区 则 (2, 2.1) 出 发 , 最 后 要 达到 高 度 的 准确 度 , 就 说 是 
在 此 处 : 


1 
1010° 


f(z)=2 27—5, f(2)=~1<0, f(2.1)=0.061>0, 
f' (7)=37 -2>0,，f"(z)=6z>0 ( 当 2< zx<2.1)( 情 形 了 ). 
很 易 算出 , m = 10, M < 12.6, 于 是 


MM 
M063. 
Om 
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类 二 守 2D 于 旭 ; 公式 [0] bE 0.001 _ 0 006 1. 现在 利用 不 等 式 (11) , 来 预先 算出 


10 
可 以 期 望 x 和 达到 怎样 的 准确 度 : 
1’ — £ < 0.63.0.006 12 < 0.000 024. 


因此 , 我 们 将 


2 0.061 
人 
区 J jb De 


在 “向 根 的 一 侧 ” 凑 足 小 数 点 后 第 五 位 : zx1 一 2.1 一 0.005 44 二 2.094 56. 内 为 f(z1) = f(2.094 56) 
= 0.000 095 078 690 816, 所 以 现在 依 公式 (6) 可 以 更 精确 地 估计 误差 : 


zi 一 上 < J < 0.000 01. 


转向 zx2, 再 应 用 公式 (11) , 预先 算出 : 
2 一 上 < 0.63.0.000 01” = 0.000 000 000 063. 


内 此 , 取 


0.000 095 078 690 816 
‘ 2. 9 ; 村 呈 4 ” : 
xX» = 2.094 56 1 161 5 2.094 56 一 0.000 008 518 416 


至 小 数 点 后 第 十 一 位 : x = 2.094 56 一 0.000 008 518 41 = 2.094 551 481 59, 它 与 所 求 根 相差 仍 
是 小 于 0.000 000 000 07. 因此 ， 


2.094 551 481 52 <《< 2.094 551 481 59, 


1 
Bh € = 2.094 551 481 5 + 3515: 


157. 联合 法 ”这 方法 是 同时 利用 切线 法 及 强 线 法 . 
为 着 明确 起 见 , 假定 我 们 碰 到 的 是 情形 I. 如 前 , 利用 公式 (2) 及 (8) 可 算出 近似 值 zl 及 za: 


(一 2) f(a) 
Po (0) 


Li 


依照 已 证 明 的 论点 ， 
el dl trl eg 
在 下 一 步 内 , 我 们 干脆 用 zi 及 x1 代 换 公式 内 的 a 及 b: 
(msn 


on 
这 步骤 可 以 无 限 地 继续 下 去 ; 只 要 有 两 个 近似 值 x 及 x, 在 它们 之 间 含 有 根 &, 我 们 残 能 依 下 列 
公式 得 出 再 下 面 的 一 对 近似 值 : 


(二 一 Zn) f(Tn) x ee A FC 
Ro 
第 二 公式 和 (10) 相同 ; 第 一 公式 却 和 (5) 大 有 区 别 , 因为 , 这 里 点 zj 代替 了 点 已 而 2 是 
越 来 越 接 近 于 £ 的 .如 果 将 不 等 式 (4) 一 一 对 应 于 所 考察 的 情形 改写 成 


立 一 aa b—a 


fli) — fla) ~ FO0) ~ Fla) 


Tnt+1 一 Tn — 
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并 令 其 中 a = zz = zh, 那么 容易 看 出 , 上 面 说 的 把 5 换 成 x 的 结果 只 能 是 使 r。 更 快 地 通 近 
所 求 的 根 ( 几 何 上 这 是 显然 的 !). 

这 样 , 在 用 联合 法 时 , 我 们 可 以 同时 求 得 根 的 亏 近似 值 及 鼻 近 似 值 , 它们 从 根 的 两 侧 趋 近 于 
它 ， 在 情形 [及 IV ,zx 从 左 而 zx 从 右 趋 近 于 £; 至 于 在 II 及 IT， 显然 情形 刚刚 相反 . 数量 
[2% 一 Xn| 使 我 们 能 直接 判断 所 达到 的 近似 程度 , 用 联合 法 的 好 处 就 在 于 此 . 

用 例题 来 说 明 它 的 应 用 . 


158. 例题 及 习题 ”在 这 里 假定 只 应 用 联合 法 . 
1) 求 方程 
f(x)=27x  — zr —7r+5=0 


的 三 实 根 使 准确 度 达 到 0.001. 


—2<&i<—1, 0<é€2<1, 1<6 和 <2; 


由 六 数 的 符号 的 变化 , 很 易 验 证 这 事 的 正确 性 . 
a) 证 区 [本 [一 2,，--1] 内 


f(z)=67 -2z—-7>0, f(x)=12z-2<0 


(情形 TD) .因为 1(-2) = -1 < 0,f(-1) = 9 > 0, 故 牛 顿 法 则 必须 应 用 于 区 间 的 左 端 ， 今 有 : 
广 (-2) =21 太 
/ 一 ] 
9 
ZL1 1 9 — (1) 1.9. 


把 数值 zi 在 减 小 的 一 侧 凑 足 小 数 第 二 位 , 得 数字 -1.96 < &1. 若 把 它 在 增 大 的 一 侧 , 即 向 根 的 一 
侧 舍 去 尾数 , 则 得 数字 一 1.95; 但 f( 一 1.95) = 0.017 75 > 0, 即 这 时 已 跳 到 根 的 另 一边 去 . 这 情况 
对 我 们 是 有 利 的 , 因为 它 给 出 了 缩小 含 根 区 间 的 可 能 性 . 弃 去 以 前 的 数值 z1, 今 


zi 二 一 1.96， zl = —1.95. 


肝 次 , 就 有 
f(—1.96) = 一 0.180 672, f/f’(—1.96) = 19.969 6, 
, 0.180 672 
zs 一 二 1. = 一 1. .009 04 .… = 一 1.950 95.….， 
"2 0 + T99696 "+0 0 
x2 = 一 1.95 DT OO 75 —1.95 — 0.000 89...= —1.950 89.... 


”0.017 75 十 0.180 672 “ 
因为 & 应当 包含 在 这 两 限界 之 间 , 显然 有 : 


£1 = 一 1.950 9+0.000 1 


(已 超过 所 需要 的 准确 度 )， 
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6) 在 区 间 [0, ]] 内 , 一 阶 导 数 保持 着 负 号 , 但 二 阶 导 数 变 号 , 在 点 z = 5 处 等 于 零 , 这 情况 
油 使 我 们 还 要 预先 将 区 间 缩 小 . 试验 数值 x = 0.5, 求 得 : 1(0.5) = 1.5 > 0; 因为 f(1) = -1 < 0， 
汉 &2 包含 在 区 间 [0.5, 1] 内 , 在 它 里 面 J“(x) 保持 着 正 号 (情形 IT) . 此 处 仍 需 把 牛顿 法 则 应 用 
于 左 端点 . 就 有 


1.5 . 0.5 
= 0.730 7 = 0.74 1 二 1 一 上 二 0.80. 
65 0.730 0.74, 21 D5 0.80 


把 x 在 向 根 的 一 侧 凑 足 小 数 第 二 位 , 并 不 至 于 越过 这 根 , 因为 f(0.74) = 0.082 848 > 0. 最 


亏 


二 


， 0.082 848 
21 =0.74+ -i074 =0.755...， 
0.012 96 
T2080 jag8 gas — 0 30, 


于 是 0.755.… < £2 < 0.756…, 而 可 以 令 
£2 = 0.756-0.001. 
B) 在 区 间 [1, 2] 内 二 阶 导 数 保持 着 正 号 , 但 一 阶 导 数 变 号 , 在 


1+vV43 
6 


一 1.26 


时 等 于 0. 
试验 1.5 : f(1.5) = 一 1, 同时 却 有 f(2) = 3, 于 是 1.5 < &3 < 2; f(z) 在 这 区 间 内 有 正 号 ( 情 
形 了 ). 碗 有 : 


1 3 


证 二 
在 此 处 取 zi = 1.7 并 没有 跳 到 根 的 左边 去 , 因为 f(1.7) = 0.036. 最 后 ， 


0.056 8 


2 一 1.6 =1. .094.…. = 1.694... 
72 = 1.6 + -ona 6 + 0.09 694...， 
， 0.036 

一 一 ， — 一 全 .7 一 。 se ae 二 。 ~ 
72=17— Hor =17—0.005... = 1.694...， 


于 是 有 
£3 一 1.694-0.0o01 。 


附注 ”因为 依 代数 学 上 已 知道 的 定理 , 根 的 总 和 当 等 于 0.5, 故 可 利用 这 定理 来 验算 答案 . 


2) 方程 
f(r)= 7x 37 +75x—10000=0 
有 二 实 根 : 一 根 在 -11 与 -10 之 间 , 另 一 根 在 9 与 10 之 间 . 计算 这 些 根 使 准确 度 达 到 0.000 01. 
a) 在 区 间 [一 11, 一 10] 内 


f(x)=4x  —6r+75<0, f(z)=12r -6>0 
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一 


(情形 ID). 求 得 


3 453 . 
1 一 一 1 一 一 一 一 10.33.… 三 一 10.3. 
1 十 5 83 0.33 3, 
1 050 . 
;1 二 一 10 一 = —10.23.…. 二 -10.2: 
wl 4 503 0 3 ) 
在 前 一 式 内 我 们 在 向 根 的 一 侧 舍 去 尾数 , 但 并 未 越过 这 根 . 再 求 得 
, 164.318 1 
o 二 一 10. 一 一 一 一 一 一 10.262.… :一 一 10.2 
2 10.3 十 2 10.26 62, 
25.279 84 . 


(附注 同上 ) . 最 后 


, ， 4.334 569 118 736 op 
二 -10. T1069 4... 二 一 10. .. ， 
Z3 10.262 十 1186 137 518 915 10.262 十 0.001 035 10.260 964 5.… ， 
0.008 070 380 48 


十 是 


£1 一 一 10.260 964_0 000 001 


(具有 比 所 要 求 的 更 大 的 准确 度 ) . 
6) 在 区 间 [9, 10] 内 了 (x) > 0, 了 (x) > 0( 情 形 了 ) . 在 此 处 : 


0 _ 
z1 =9+ 2m = 9+0.869.. 三 9.87 (在 疝 根 的 一 侧 0). 
， 450 
”二 10 一 一 -二 10 一 0.112... = 二 9.89 
TL] 10 4015 0 》 
1.238 965 887 8 
2 一 9. 一 一 一 一 一 一 一 9.87 .015 99.… .一 9.8 9... 
Z2 二 9.87 十 77 468 900 & 9.87 十 0.015 99 9.885 99 
, . 4 
zy =9.89 — Ls C00 4 -989_0003 993... = 9.886 006... 


3885.106 676 
于 是 , 显然 ， 
£2 = 9.886 00+0.000 01. 


f(z)=7z:.snz—0.5=0. 
作出 印 数 y = sinz 及 /= 一 2 的 图 像 (图 88) , 就 
看 出 它们 相交 于 无 穷 多 个 点 ， 于 是 我 们 的 方程 有 无 穷 多 
个 根 . 由 图 像 义 看 出 , 最 小 的 正 根 £ 靠近 着 0.7; 现在 要 
计算 这 根 使 准确 度 达到 0.000 001 (根据 在 156 例题 4) 
内 曾 作 出 的 附注 , 在 此 处 必须 先 改 用 度 分 秒 的 单位 ， 然 
后 月 -来 取舍 尾数 ) . 
把 数值 


a = 0.698 1317.…(40?) 及 b= 0.785 398 2...(45°) 


多 88 


代入 函数 /(zx), 在 第 一 情形 结果 得 负 值 , 在 第 二 情形 结 
下 得 正 值 , 这 就 是 说 a < & < b. 在 这 区 间 内 导数 尹 (z), 1”(z) 都 有 正 号 (情形 1) ， 
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计算 的 概要 : 
T10098 131 73% 5 0.041051 9. 
070053000 00 0d SL Oo 
取舍 尾数 后 得 第 一 校正 数 为 0.041 887 9.… (2°%24'), 第 二 校正 数 为 0.043 923 1.… (2°31), 于 是 
最 后 得 
10740 010.6322142 34 1 二 O72 A74 e320 
册 有 
Za = 0.740 019 6..….+ 0.000 821 1... = 0.740 840 7...,， 
72 = 0.741 474 1...— 0.000 632 9... = 0.740 841 2...,， 


由 此 就 得 到 具有 所 要 求 的 准确 度 的 根 
€ = 0.740 841+0.000 000 5. 
4) 最 后 , 上 骨 回 到 方程 
f(x)=x 2-1=0. 


我 们 已 在 81 内 看 到 , 它 有 根 £ 在 a = 1.22 与 b= 1.23 之 间 . 现在 要 看 只 把 联合 法 应 用 两 次 , 所 
得 的 近似 值 能 达到 怎样 的 准确 度 . 
计算 的 概要 (情形 TD) : 
0.000 046 654 4 


人 
zl 下 
0.058 866 41 
一 .23 一 一 一 一 -一 -一 一 1.22 .二 1. 
21=123— ois i = 1.220 86... = 1.220 9, 
jz2 =1.220 7 + .000 000 055 337 605 983 98 _ 1 220 744 07... 


0.001 255 538 012 096 
| 9 ( 
0.000 Ce 


5 一 1.220 9 一 
6.279 478 581 316 


€ = 1.220 744 140.000 000 1. 


81. 基本 概念 


159. 变量 之 间 的 函数 关系 . 例题 ”到 现在 为 止 , 我 们 只 研究 过 两 个 变量 的 共同 
变动 , 而 它们 之 中 的 一 个 依赖 着 另 一 个 : 由 自 变量 的 数值 已 能 完全 决定 因 变 量 或 函数 
的 数值 . 然而 在 科学 上 及 生活 上 常会 遇见 出 现 有 几 个 自 变量 的 情形 , 于 是 要 想 确 定 
函数 的 数值 , 就 必须 先 确定 所 有 这 些 自 变 量 在 同一 个 时 候 各 自 所 取 的 数值 . 
6 
系 用 公 
V = xrR*H 
来 表示 , 由 这 公式 , 若 已 知 自 变量 R 及 环 的 数值 , 就 可 以 决定 对 应 的 V 的 数值 
网 锥 台 的 体积 V 显然 是 三 个 自 变量 一 一 两 底 的 半径 RR 及 7 以 及 高 H 的 函数 ， 
表示 这 涵 数 的 公式 是 : 
V3 + Rr+ 7). 
2) 按照 欧姆 定律 , 电路 中 的 电压 Y 与 线路 的 电阻 尺 及 电流 了 具有 关系 了 = RI. 
或 7 及 RR 当 作 是 已 给 全 的 ; 则 由 此 可 确定 了 为 V 及 R 的 清 数 : 


js 
R 


3) 放 有 用 在 汽 全 的 活塞 下 面 的 一 定 质量 的 气体 , 其 温度 不 是 固定 不 变 的 ; 则 这 
气体 的 体积 V 及 压力 p 都 与 它 的 (绝对 ) 温度 人 有 关系 ,其 关系 式 称 为 克拉 披 隆 
(Clapeyron) 公式 : 

pV = RT (R= 常量). 
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由 此 , 例如 认为 V 及 了 人 是 自 变 量 , 则 它们 的 函数 bp 就 可 写成 : 
RT 

4) 研究 任何 物体 的 物理 状态 时 往往 需要 观察 它 的 各 种 性 质 随 着 点 的 变化 ， 如 | 
密度 、 温度、 电位 等 等 . 所 有 这 些 量 都 是 “点 的 函数 ", 换言之 , 就 是 点 的 坐标 x,y,z 的 
限 数 . 厂 物 体 的 物理 状态 随时 间 而 变化 , 则 在 这 些 自 变量 内 还 要 加 上 时 间 t. 在 这 情 
形 我 们 就 得 到 四 个 自 变 量 的 函数 . 

类 似 的 例子 读者 自己 还 可 以 任意 举 出 许多 来 . 

要 想 对 于 几 个 自 变量 的 也 数 的 概念 给 予 准确 的 定义 , 我 们 先 从 最 简单 的 情形 . 当 
日 变量 有 两 个 时 开始 . 


160. 二 元 蚊 数 及 其 定义 域 ” 凡 说 及 二 自 变 量 z 及 y 的 变动 , 我 们 每 一 次 都 应 
当 指出 , 它们 可 以 同时 取 值 的 数 对 (z,y) 是 哪些 ; 这 些 数 对 所 成 的 集 MM 就 是 变量 
T,y 的 变动 区 域 . 

为 数 概念 的 定义 与 一 元 函数 时 所 给 出 的 定义 有 同样 的 说 法 : 

若 对 于 集 AM 中 的 每 一 对 数值 (x,y) 一 一 依 某 一 法 则 或 一 确定 的 z 
的 数值 (在 ZZ 内) 与 它们 对 应 , 则 变量 z( 其 变动 区 域 为 Z) 称 为 自 变 量 rz,y 在 集 人 人 
中 的 函数 20). 

在 此 处 说 及 的 是 单 值 函 数 ; 很 易 推 广 这 一 定义 使 适用 于 多 值 函数 . 

上 面 说 及 的 集 M 就 是 另 数 的 定义 域 . 变量 z,y 对 于 它们 的 函数 z 而 言 , 称 为 它 
的 变 元 . 与 一 元 图 数 时 相 类 似 , z 与 z,y 之 间 的 函数 关系 表示 为 : 


Dp 二 


z= f(x.y), 2 一 2(Z 2 2 二 zc 人 等 等 . 


各 (x0, Yo) 是 从 人 /1 中 取出 的 一 个 数 对 ， 则 f (zo, yo) 就 表示 当 一 XZ0,Y 二 Yo 时 也 数 
f(z,y) 所 取 的 一 个 特别 (数字 ) 值 . 
效 举 出 几 个 解析 地 ( 即 用 公式 ) 给 定 的 函数 的 例题 , 并 指出 它们 的 定义 域 . 公式 : 


1) z=xy 及 2)z=x+y 
确定 对 于 一 切 数 对 (zx,y) 都 满足 的 函数 . 公式 : 
1 
3) z= 172 — 2, 7 


4 被 分 别 满足 不 等 式 
2 和 1 或 码 +P2<1 
的 那些 数 对 (x,y) 所 适合 ( 若 我 们 只 想得到 有 限 实 数 z 的 话 ). 


”20) 同 时 应 用 词组 “变量 值 ” 和 术语 “点 集 " 就 可 以 套用 这 个 定义 , 我 们 对 n 元 函数 立刻 就 这 样 做 
[参看 164 目的 脚注 21)]. 
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5) > 一 arcsin 一 十 arcsin 
a 


所 确定 的 , 是 其 数值 分 别 满足 不 等 式 


的 zz 及 ?的 图 数 . 

在 一 切 这 些 情 形 中 我 们 都 指出 了 公式 适用 的 最 广阔 的 一 一 自然 的 [46,2°] 一 一 范围 . 

今 再 考察 这 样 的 例题 . 

6) 设 三 角形 的 各 边 在 周 长 保 持 为 常量 2p 的 条 件 下 任意 变化 着 . 各 用 x 及 y 表示 它 的 二 边 ， 
则 第 三 边 束 是 2p 一 x 一 y ,于 是 三 角形 可 以 由 边 zx 及 ? 完全 确定 . 问 三 角形 的 面积 z 与 它们 的 
天 条 下 件 ， 

依 海伦 公式 , 这 面积 表示 为 : 


z= Vp(p— x)(p—Y (r+y—p). 


至 于 这 限 数 的 定义 域 M, 在 这 一 次 , 就 应 受到 引入 这 洱 数 的 具体 问题 的 限制 . 因为 三 角形 的 每 一 
边 是 一 个 正 数 而 且 小 于 半 周 , 所 以 应 当 满 足 不 等 式 


0O<7zT<p, 0<y<p, T+y>p; 


它们 ee 区 域 MO 的 特征 . 
这 样 , 虽然 在 一 元 饼 数 的 情形 , 作为 变 元 的 标准 变动 区 域 的 只 是 (有 限 的 或 无 穷 

的 ) 区 间 , 而 在 二 元 锯 数 的 情形 , 我 们 已 碰 到 变 元 的 各 种 各 样 极 其 复杂 的 可 能 (和 自 
然 的 ) 变动 区 域 . 

利用 这 些 区 域 的 几何 说 明 来 考察 它们 , 第 使 事情 变 成 非常 简易 . 若 在 平面 上 取 
互相 垂直 的 二 轴 , 再 用 通常 的 办 法 使 它们 上 面 的 点 各 自 和 z 或 y 的 值 相对 应 , 那么 
大 家 知道 , 由 每 一 对 (zx,y) 可 以 单 值 地 确定 平面 上 的 一 点 , 它 以 这 些 数值 作为 自己 的 
坐标 , 反之 亦 然 . 

于 是 , 要 表现 出 那些 使 函数 有 定义 的 数 对 (z, 儿 ), 就 只 需 简单 地 指出 它们 所 对 应 
的 点 在 zy 平面 上 十 满 了 怎样 的 圆 形 . 

如 此 就 说 , 函数 1) 及 2) 定义 于 全 平面 内 , 也 数 3) 及 4) 依次 定义 于 闭 的 ( 即 包 括 圆 周 在 内 ) 
或 开 的 【除去 圆周 ) 加 内 (图 89); 函数 5) 定义 于 和 矩形 内 (图 90); 最 后 , 我 们 仅 在 开 的 三 角形 (图 
91) 内 考察 另 数 6). 

这 种 几何 说 明 是 如 此 的 方便 ,以 致 通 稼 就 称 数 对 (x,y) 为 “点 ”而 这 种 “点 ”所 
成 的 集合 也 就 依照 其 所 对 应 的 图 形 的 名 称 来 称呼 它 . 例如 , 满足 不 等 式 


oT&b CEYSY 


” @ 昌 然 所 得 出 的 公式 本 身 在 更 广 的 范围 内 , 例如 对 于 > > p 及 y > p, 仍 保持 有 意义 


[161] 81， 基 本 概念 . 293 . 


AAAAG 


HS 


“有 


图 89 多 90 图 91 


的 "点 ” 集 或 数 对 (x,y) 的 集 是 “矩形 "其 度量 等 于 0 一 及 4 一 将 用 记号 ed 
来 表示 它 , 与 区 间 的 表示 法 相关 似 满足 不 等 式 


(2—-a) +(y- 8 二 天 


的 “点 ”和 集 或 数 对 (x,y) 的 集 是 中 心 在 “点 ”(a;, 8) 而 半径 为 > 的 “ 圆 ” 等 等 . 
恰 像 隔 数 y= f(z) 可 用 其 图 像 来 几何 地 说 明 一 样 [47], 方程 z = f(x,y) 也 可 以 
得 到 几何 上 的 说 明 . 在 空间 取 以 之 轴 、y 轴 、z 轴 组 成 的 直角 坐标 系 ; 再 在 zy 平面 
二 画 出 赤 量 z 及 4? 的 变动 区 域 Af, 最 后 , 在 这 区 域 中 的 每 一 点 M(x,y) 作 zy 平面 
的 垂 线 , 并 在 垂 线 上 按 数值 z = f(z,y) 来 取 点 . 这 样 所 得 的 点 的 轨迹 就 是 我 们 的 也 
数 的 空间 图 形 . 一 般 地 说 来 , 这 是 一 个 曲面 ; 同时 等 式 z = f(x,y) 就 称 为 曲面 方程 . 
为 了 举例 , 在 图 92、93 及 94 中 画 着 函数 : 


z=2Yy, z= 2 +Yy, 
2 一 /1 一 2Z2 一 01 


的 几何 图 形 . 其 中 第 一 个 图 形 是 双 曲 抛物 面 , 第 二 个 是 回转 抛物 面 , 第 二 个 是 半球 面 . 
最 后 要 讲 到 , 有 时 不 得 不 考察 变量 zw 它 的 数值 是 用 二 自然 数 标 m 及 n 来 编 
号 的 (m 与 n 各 自 独立 地 依 自然 数列 而 递 变 ). 在 某 种 意义 上 来 说 , 这 种 变量 是 整 序 
变量 z， 的 推广 . 
例如 , 可 以 令 


Tm,n 一 


(m+ n)! 1 (m+1):n.a 
mn mn mn nm nn 
事实 上 , 标号 mm 及 应 该 看 作 自 变 量 , 而 变量 zn 看 成 是 它们 的 消 数 . 在 当 
前 的 情形 , 和 月 变量 的 变动 区 域 可 用 第 一 象限 内 的 全 部 方 格子 点 作为 其 几何 说 明 . 


161. n 维 算 术 空 间 ”转移 到 个 自 变 量 (”> 3) 的 消 数 , 我 们 首先 来 考虑 这 些 
变量 的 协同 数值 组 . z 


网 93 攻 94 


作 n= 3 时 , 读者 都 明白 , 三 数 (zy z) 所 成 的 数值 组 还 可 以 几何 地 解释 为 空间 
的 点 , 而 这 种 数值 的 集 则 可 以 解释 为 空间 的 一 部 分 或 几何 学 中 的 体 . 但 在 六 > 3 时 
己 不 可 能 册 有 下 接 的 几何 说 明 , 因为 我 们 并 没有 维 数 大 于 3 的 空间 的 直觉 . 

里 然 如 此 , 由 于 仍然 希望 把 (对 于 二 元 及 三 元 函数 显得 是 有 效 的 ) 那些 几何 方法 
扩充 到 更 多 个 变 元 的 陋 数 的 理论 上 去 , 在 分 析 学 内 就 引入 了 nn 维 * 空 间 " 的 概念 (n 可 
以 大 于 3). 

n 个 实数 所 成 的 组 M (zi,z2,… ;zan)G 称 为 (n 维 的 ) “点 ”; 数 zz ,x 就 
征 这 “点 "Ad 的 坐标 . 所 有 可 以 想象 的 n 维 的 “点 ”就 组 成 一 个 n 维 “ 空 间 ”( 它 有 时 称 


包 由 于 所 论 变 晤 的 个 数 没有 一 定 , 所 以 不 用 不 同 的 字母 , 而 只 用 带 有 不 同 序号 的 同一 字母 来 表 
不 它们 , 显得 更 是 方便 . 这 样 , xz;( 与 以 前 的 用 法 相反 ) 并 不 表示 某 一 变量 的 第 i 个 值 , 而 是 表示 可 
以 具有 许多 不 同 数值 的 第 ;个 变量 本 身 . 
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为 算术 空间 ). 
引入 两 个 (rw 维 久 大 ” 
NM (Zz1, TL2,* , Tn) 3M (7,, 22， 四 ,Tn ) 


之 间 的 “距离 ”MM 的 概念 是 有 需要 的 . 仿照 大 家 知道 的 解析 几何 学 中 的 公式 , 令 
AM’= NM’'M = 2 一 全 让 
2 二 1 


= (zi w+ (2 13) + 上 


在 n= 二 2 或 3 时 这 “距离 ”与 对 应 的 两 几何 点 之 间 的 通 营 距离 相同 . 
行 册 取 一 “点 ” 
M” (DY TS) 
则 可 以 证 明 , “距离 "77 MPIMT 及 MAM7 满足 不 等 式 
MM” < MM’ TAI (2) 


这 便 是 大 家 知道 的 几何 定理 : “三 角形 的 一 边 不 大 于 其 他 二 边 之 和 ”. 
实际 上 , 对 于 任何 两 组 实数 @j,a2,… ,an 及 是 加 ;加 第 成 立 不 等 式 呈 


nN nN mm 
S ath) < | 》 02+T | m. 
7 二 1 i 二 1 ?2 一】 


 / . 、 /1 / 
m= Ti— Ti bi= ZX 一 2 


若 在 此 处 令 


下 
了 I 


则 得 


@ 这 个 不 等 式 不 是 别 的 , 而 是 我 们 曾经 过 到 的 闵可夫 斯 茶 不 等 式 [133(7)] 在 有 = 2 时 的 特殊 情形 . 
如 果 将 它 两 边 各 自 平方 并 消去 相等 的 项 , 则 它 就 变 成 大 家 熟知 的 柯 西 不 等 式 [133(5a)]. 对 柯 西 不 
等 式 -一 同时 , 也 可 书 中 的 不 等 式 我 们 举 一 个 十 分 初等 的 证 明 . 

二 次 三 项 式 


Sa + bi)? -> 7 2 Dab "+ 
显然 不 能 取 负 值 . 在 这 个 情形 它 不 能 有 两 个 不 同 的 实 根 ， 因而 表达 式 
2 DD 一 {Ser} 
也 2 一 工 i 二 1 
应 当 是 非 负 的 , 这 就 相当 于 柯 西 不 等 式 . 
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这 就 相当 于 (2). 这 样 , 距离 的 这 一 重要 性 质 在 我 们 的 “空间 ”中 也 同样 成 立 . 

在 nn 维 “空间 ”内 也 可 以 考察 连续 “有 曲线 ”. 

大 家 知道 [106], 方程 

2 一 p(t), 4 一 人 人 (二 
(此 处 的 p(t) 及 y(t) 是 参 变 量 上 的 函数 , 在 某 一 区 间 [t,t 是 连续 的 ) 表示 平面 上 
的 连续 曲线 . 类 似 于 此 , 用 三 个 连续 函数 : 
T= p(t), y= z=x(t) (t <t<#), 
束 可 表示 (通常 ) 空间 中 的 连续 曲线 . 仿 此 , 今 考察 t 的 nn 个 连续 函数 : 
= Pp1(t), 22= Pp2(t), 1 n= pn(lt) (t <t < ), 
则 当 参 变量 t 取 不 同 数 值 时 所 得 的 “点 ” 集 
(1(t), p2(t), , pn(t)), 
环 组 成 n 维 “ 空 间 ” 内 的 连续 “曲线 ”. 今 
T1 = pi(t)y ,Th = pn(t); r= pi1(t), ,2 = pn(t’), 
束 可 以 说 , 这 “曲线 ”连接 着 两 “点 ” 
M(x1, ro ,0 SM" (rT, 79,. ,7 ). 
当 所 有 的 wp1,.… ,pw 都 是 线性 函数 时 , “曲线 ” 就 变 成 “直线 ”: 
必 1 一 Colt 十 1. “wn 二 Qnt 十 Bn. 

其 中 系数 Qi,… ,an 假定 不 全 等 于 零 , 而 t 从 -oo 变 至 +oo， 我 们 将 算 作 这 直 
线 上 的 “点 ”是 依 着 参 变量 渐 增 的 次 序 一 个 跟着 一 个 的 ; 车 # < t < ww 则 在 对 应 
的 $ 太 ”2M MM” 内 ,“ 点 ”MM 就 位 于 其 他 两 点 之 间 , 因为 它 在 M' 之 后 而 又 在 M” 
之 前 . 在 这 些 条 件 之 下 , 容易 证 明 , 它们 之 间 的 距离 满足 于 关系 式 : 


MM”= MM+ MM", 


这 正 是 通常 空间 内 的 直线 的 特性 
给 过 二 给 定 * 点 " 


MO ,Tn) 及 MI ,2Z1) 
的 “直线 ”的 方程 显然 可 以 写成 : 
T1=7T1+tr tm) i) Tn = t+tr 7 ) (~00 <t<+00), 


于 此 令 t = 0 及 1, 就 得 到 “点 "AM 及 M”. 又 若 使 上 从 0 变 至 1 就 得 到 连接 这 两 < 点” 
的 “直线 段 ”. 
由 有 限 数 的 “下 线段 ”所 组 成 的 “曲线 ” 称 为 折线” 


[162] 81， 基 本 概念 -297 ， 


162. nn 维 空 间 内 的 区 域 举例 令 转 而 考察 一 些 n 维 “ 空 间 ” 内 的 “ 体 ” 或 “区 域 ” 
的 例子 . 
1) 坐标 各 日 互相 独立 地 满足 于 不 等 式 


Qa1 < rT1 Sbiva2 ST br, On < rn <b, 
的 一 切 “ 太 ”MM (zi1, 7X2,… ,Yn) 所 成 的 集 , 称 为 (n 维 ) “长 方 体 ”, 并 记 成 : 
[a1,b1; ao boi 3 Qn, bnl. 


在 n==2 时 , 就 由 此 得 出 [160] 内 曾经 讲 及 的 “长 方形 ”; 通常 空间 中 的 长 方 体 则 对 应 
于 三 维 长方体 ”. 
右 在 前 面 与 着 的 关系 式 内 去 掉 等 号 , 得 到 


al<Z<bao<Zo<bo ,Aan < Tn < by, 
束 可 用 它们 来 定义 开 的 “长 方 体 ” 
(al Di Q2,b2;*** ; Qn, bn), 


内 为 要 与 它 区 别 , 前 一 个 号称 为 闭 的 “长 方 体 " 包 . 差 61 一 a1,b2 一 a2,… ,bn 一 Qn 称 
为 两 种 长 方 体 的 度量 , 而 点 


(2 02 十 Do tn ) 
9 ) 9 》 } 9 


称 为 它们 的 中 心 . 
任 一 中 心 在 AZ0 的 开 的 长方体” 


(TY — 61,77 +61; 29 — 62, T7962; ;TO — bn,T0 t+6n) (61,62,... ,6n >0) (3) 
称 为 “点 "MT (z 7 ,20) 的 邻 域 , 最 党 遇见 的 邻 域 是 “立方 体 ” 
(z — 6,79+6 zd — 6 79 +6 ;TI 一 xz) (5>0) 


其 一 切 度量 都 相等 (= 25). 
2) 考察 坐标 满足 不 等 式 


TZ1 寡 0,T2 寡 0,.… ,Tn 之 0,T1 十 XT2 十 … 二 Tn 二 hh (h>0) (3*) 


”@ 也 可 以 考察 无 穷 (长 方 体 ", 如 果 确 定 它 的 各 区 间 (或 其 中 的 某 几 个 ) 是 无 穷 区 间 时 . 在 说 及 n 
维 < 长 方 体 * 时 , 若 没 有 特别 声明 , 我 们 总 是 指 有 限 “ 长 方 体 ” 
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的 一 切 “ 点 "M(zi x2,… ,zn) 所 成 的 集 . 在 n = 2 时 对 应 于 这 集 的 几何 图 形 是 等 腰 
直角 三 角形 , 在 n= 3 时 是 四 面体 (图 95). 在 一 般 情形 称 它 为 单纯 形 @( 这 里 是 闭 的 
单纯 形 , 以 区 别 于 在 上 列 不 等 式 内 去 掉 等 号 而 得 出 的 开 的 单纯 形 )， 

3) 最 后 , 若 Mo(29,x9,… ,z9) 是 定 “ 点 ", 而 7 是 正常 数 , 则 由 不 等 式 


(Zi — 27) 二 (22 一 22) 十 十 (zn 一 20)* 世 7 或 <7) 


所 确定 的 一 切 “ 点 ”MM (zi1, za ,zn) 所 成 的 

集 , 称 为 闭 的 (或 开 的 )n 维 “ 球 ”, 其 半径 >， 

而 中 心 在 “点 ”WMo 处 ， 换 句 话 说 ,“ 球 ”是 所 (a) 
有 与 某 一 定 “ 点 ” jMo 的 “距离 ”不 超过 (或 小 》 

于 )> 的 点 所 成 的 集 ， 这 是 很 清楚 的 , n = 2 

时 的 “ 球 ” 就 是 圆 [参阅 160], mn = 3 时 就 是 0 
通 浓 的 球 ， 

中 心 在 点 Mo(7x9,79,:… ,x0) 处 而 有 任 
意 半 径 > > 0 的 开 “ 球 ”也 可 以 看 作 这 点 
的 邻 域 ; 要 使 它 区 别 于 我 们 先前 引入 的 那 
种 “长 方 体形 ”的 邻 域 , 就 称 它 为 “球形 ”的 邻 域 . 

效 证 明 下 一 经 常 要 用 到 的 事实 : 已 给 一 个 “点 ” Mo 的 上 述 任 一 类 型 的 邻 域 时 , 一 
定 可 以 找到 Mo 的 一 个 另 一 类 型 的 邻 域 , 使 得 后 者 包含 于 前 者 之 中 . 

议 自 先 给 定 中 心 在 “上 态 ”Mo 处 的 长方体 "(3)， 那么 , 要 取 有 同一 中 心 的 开 * 球 ”， 
使 它 包 含 在 所 给 长方体 ” 之 内 , 只 要 取 开 “ 球 ” 的 半径 > 小 于 一 切 5;(i = 1,2,:… ,n) 
束 够 了 . 实际 上 , 对 于 这 球 内 的 任 一 “点 ”M (zw1, 7z2,… ,Zn)( 对 每 一 i = 1,2,… ,n) 将 
有 : 


(Zk 一 TE)? ~ MMo <r < 0; 


NsE 


Ti— Xi|<. 


zx 
| 


1 


或 


Z9 一 5 < Zi < TO 十 6 


于 是 这 点 必 属 于 给 定 的 ‘长方体 ”. 

反之 , 若 给 定 中 心 在 Mo 而 半径 为 > 的 “ 球 ”, 那么 < 长方体 "(3) 例如, 在 51 = 
62 = .= 6, = 万 时 就 包含 在 它 里 面 . 因为 这 长方体 ”中 任 一 “点 ?M(x1, za 
zn) 距 “ 点 "2M 的 “距离 ” 是 


中 按 拉 丁 文 simplex 的 意思 是 “简单 的 ”; 实际 上 , 单纯 形 就 是 最 简单 的 多 面 “ 体 *, 对 于 所 给 定 空 
间 而 言 , 它 具 有 最 少数 目的 面 . 
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AT Mo — ， 


所 以 , 它 也 属于 给 定 的 < 球 ” 


163. 开 域 及 闭 域 的 一 般 定义 ” 若 “ 点 "AM'(z 24,… ,X71) 连 同 它 的 充分 小 的 邻 
域 都 属于 (n 维 “ 空 间 ” 内 的 ) 集 AM, 则 称 “ 点 ”AM' 是 集 M 的 内 “总 ”. 
由 前 一 段 未 所 证 明 的 论点 很 明显 地 推 得 , 此 处 所 论 及 的 邻 域 的 类 型 , 不 论 是 “长 
方 体形 的 ”或 是 “球形 的 ”, 并 不 影响 内 点 的 定义 . 
开 的 “长 方 体 " 
(ai pnybn) (4) 


的 每 一 “点 ”都 是 内 “点 ”. 实际 上 , 厂 
Hb 
则 容易 找 出 这 种 6 > 0, 使 得 
0 


仿 此 , 对 于 中 心 在 “点 ”Wo 处 而 半径 为 r 的 开 “ 球 ” 属于 它 的 每 一 “点 "M 也 
都 是 它 的 内 “点 ”. 在 取 p 使 合 于 


0O<p<7—M’'Mo, 


并 以 AM 为 中 心 作出 半径 为 p 的 “ 球 ”, 则 它 必 全 部 包含 在 原来 的 “ 球 ” 内 : 因为 只 要 
MA <p ,就 有 [160, (2)] 


MMo < MM’+M’Mo<p+M’'’Mo< 7, 


于 是 “点 ”AM 亦 属于 原来 的 “ 球 ”. 
关于 开 的 单纯 形 : 


Z1 >0. ,2Zn>0z 二 十 Zn 所 几 (h > 0)， 


也 可 以 作出 同样 的 结论 . 

这 种 完全 由 内 “点 ”所 组 成 的 集 就 称 为 开 “ 域 ”. 

这 样 , 开 “长方体 "、 开 “ 球 ”、 开 的 单纯 形 都 是 开 “ 域 "的 例子 . 

现在 再 把 聚 点 的 概念 [52] 推广 到 维 “空间 ”内 的 集 M 的 情形 去 . 若 在 “点 ”Mo 
的 任 一 邻 域 (不 论 什么 类 型 ) 内 总 包含 着 集 人 中 的 至 少 一 个 异 于 Mo 的 “点 ”， 则 
“点 ”Mo 称 为 集 M 的 聚 点 . 
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开 " 域 " 的 “ 聚 点 ”而 不 属于 这 域 的 称 为 它 的 界 “ 点 "， 界 “点 ”的 全 体 组 成 堪 
盘 ". 开 “ 域 " 连同 着 它 的 “ 界 ” 就 称 为 闭 域 . 
不 难看 出 , 只 有 满足 诸 式 


Q1 < Zz1 bi, ,Qn < Tn < by, 


并 使 其 中 至 少 一 处 成 立 等 式 的 “点 ”M(x1, x32,.… ,zn) 方才 能 成 为 开 的 长方体” (4) 
的 界 “ 点 ”. 

完全 与 此 相同 , 只 有 确实 满足 77 = ， 的 “点 "M1 方才 成 为 上 面 说 过 的 开 “ 球 ， 
的 穷 “ 点 ” 

最 后 , 只 有 满足 诸 关 系 式 : 


1 之 0 mn 过 0，01 十 :十 Zn 所有 几 ， 


并 便 其 中 至 少 一 处 成 立 等 式 的 “点 "M(za za，…… ,zn) 方才 能 成 开 的 单纯 形 (3*) 的 
界 二 


以 后 凡 说 及 ( 开 的 或 闭 的 ) “ 域 ”时 , 我 们 总 是 指 着 此 处 所 述 的 有 着 特殊 意义 的 
“ 域 ” | 
现在 要 证 明 , 闭 “ 域 " 的 一 切 来 “点 ”都 属于 这 “ 域 ”， 


设 给 定 闭 “ 域 "D 及 在 它 外 部 的 “点 " Mo. 将 证 明 Mo 不 是 五 的 聚 “ 点 ” 
闭 “ 或 " 是 由 某 一 开 “ 域 *D 加 上 它 的 “ 界 "E 而 得 到 的 . 显然 Mo 不 能 是 D 的 
聚 “ 点 "; 因此 , Mo 可 以 被 这 样 的 开 “ 球 ”所 围 住 , 使 它 里 面 不 包含 D 的 “点 ”. 可是， 


在 它 里 面 也 就 不 能 有 € 的 “点 ”; 因为 若 有 & 的 任何 “点”M' 落 在 它 里 面 , 则 在 它 里 
面 将 整个 地 包含 着 “点 ”44 的 某 一 邻 域 , 而 在 这 邻 域 内 却 一 个 都 不 能 有 D 的 点 , 这 
是 违反 “ 界 ” 点 的 定义 的 . 因此 前 述 的 开 “ 球 ”内 确 乎 没有 DD 的 “点 ”, 这 就 证 明了 
我 们 的 论点 . 

一 般 , 包含 日 己 的 一 切 聚 “点 ”的 “点 ” 集 


At 称 为 团 集 ， 这样, 四“ 域 ”是 闭 集 的 特别 情 (3 
再 引入 一 列 的 术语 . 千 “点 ” 集 AM 全 部 包 
仿 半 其 局 人 林 ” 人 站 AK- “点 ? 
全 在 某 一 “长方体 " 内, 它 就 称 为 有 界 “点 ” 集 ， AZ 
5 A fp 
0 
LI 


厂 “ 域 ” 的 任意 两 “点 ” 常 可 以 用 一 “折线 ” 
米 连接 , 该 “折线 ”的 一 切 “ 点 ”都 位 于 这 “ 域 ” 
中 , 这 “ 域 ” 束 称 为 连通 “ 域 ". 图 96 中 是 几 个 
平面 上 的 连通 域 的 例子 . 

n 维 “ 空 间 ” 中 的 有 界 连通 “ 域 ”( 开 的 或 闭 
的 ), 在 茶 种 意义 上 , 类 似 于 ( 开 的 或 闭 的 ) 有 限 
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区 间 . 然而 读者 看 到 , 在 维 数 转变 成 n(n > 2) 时 图 形 是 如 何 地 复杂 化 了 . 对 应 于 简 
单 的 具 唯 一 形式 的 区 间 (作为 它 的 界 的 总 共 只 是 二 点 ), 在 此 处 却 是 市 有 复杂 的 “ 春 ” 
的 各 种 各 样 的 “ 域 ” 了 . 

在 以 上 几 目 内 所 讲 的 一 切 , 可 以 看 成 仅 是 某 种 儿 何 硬 言 的 设立 ; 在 > 3 时 并 
未 联系 到 任何 实际 的 几何 表示 . 然而 必须 郑重 指出 , 事实 上 , ” 维 (算术 ) 空间 仅 只 
是 走向 空间 概念 在 多 种 高 阶 中 拓 广 的 第 一 步 , 而 这 些 空间 概念 正 是 现代 分 析 的 是 多 
更 高 深部 门 的 基础 


164. nn 元 函数 ” 设 有 个 变量 zz ,zw 此 们 的 协同 值 加 以 从 nn 维 空 间 
中 的 某 一 点 集 At 内 任意 选取 : 这 些 变量 称 为 自 变量 . 对 于 二 自 变 量 所作 的 消 数 的 
定义 以 及 一 切 由 它 而 得 的 推论 [160] 都 可 以 直接 搬 来 用 于 现在 所 要 考察 的 情形 , 因 
此 就 不 必 上 再 来 讨论 它 . 

若 用 M 表示 点 (zl,zo…… ,zh 则 这 些 变 量 的 清 数 v= f(zi,x2,… ,zn) 有 时 
也 称 为 点 M 的 函数 , 并 记 成 : w = f(M)?0. 

现在 假定 在 m 维 空间 的 某 一 点 集 PP 内 给 定 m 个 变量 三, 因 的 到 个 顺 
数 (这 里 的 m 并 不 与 n 有 联系 ): 


1 一 pi1(t1, to, , tm) ; Tn 二 pn(t1;t2,* ,tm ) (5) 


或 更 简单 地 记 成 
| = p1(P), ,Tn = pn(P), (5a.) 


此 处 的 PP 表示 m 维 空间 的 点 (#1,t2,… ,tm). 此 外 , 再 假定 当 点 P(ti,t2,… ,tm) 在 
集 好 的 范围 内 变动 时 ,与 它 对 应 的 ,坐标 为 ( 引 [ 或 (5a)] 的 rn 维 点 M 总 不 越 出 郑 数 
4 = Focizo ;Zn) 二 了 (M) 的 定义 域 , n 维 集 M 的 泡 围 

于 是 变量 v 就 可 以 看 成 是 借 变量 zi1,… ,zi 为 媒介 的 自 变 量 石 ,t2,… ,tm (在 
集 内 ) 的 复合 函数 : 


C= f (pi1(ti,t2,* tm) ;Pn(t1, t2,* ,tm)); 


”@ 一 切 几何 术语 , 在 使 用 时 其 意义 与 通常 不 同 的 , 我 们 曾 都 把 它们 放 在 引号 内 , 如 : “点 " 、“ 是 
离 "、“ 域 ” 等 等 . 以 后 , 我 们 就 不 再 这 样 做 了 . 


20) 这 里 适时 指出 , (45 目的 脚注 13) 引入 的 ) 函数 定义 的 更 为 宽泛 的 形式 由 于 下 述 而 显得 方便 ， 
即 当 过 渡 到 nr 元 函数 时 仍 保 持 不 变 : 对 于 集 区 的 每 一 个 点 z, 有 且 仅 有 集 7 的 一 个 严格 确定 的 点 
和 它 对 应 的 任何 一 个 规则 , 称 为 在 集 庆 上 定义 , 且 在 ( 数 ) 集 7 内 取 值 的 巴 数 . 项 数 的 定义 域 蒜 
可 以 是 直线 上 的 一 个 区 间 , 或 者 是 ” 维 空间 中 的 一 个 区 域 我 们 分 别 把 这 些 消 数 称 为 一 元 实 
变 函 数 或 n 元 实 变 函数 . 
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u 是 语 消 数 eol，… ,pn 的 函数 [参阅 51]22). 

这 种 依 阴 数 yp1,… ,pn 以 及 函数 f 来 确定 复合 函数 的 过 程 (如 同 在 最 简单 的 一 
元 函数 的 情形 一 样 ) 称 为 并 置 . 

多 元 消 数 的 类 别 首先 需要 直接 处 理 的 是 很 少 的 . 经 常 , 它 总 是 借 着 倒置 一 元 初 
等 师 数 [48,50] 及 下 列 二 元 函数 : 


De 


( 即 四 则 运算 及 所 谓 知 指 涌 数 ) 所 组 成 . 
由 有 目 变 量 z1,z2,… ,zn 及 常量 出 发 , 重复 使 用 四 则 运算 , 首先 导出 整 多 项 式 (有 


P(or Moe po) 二 人 
V1 2 IO 

及 二 整 多 项 式 的 商 (有 理 分 式 函 数 ): 
二 二 DD SR wn 


0 sh 
2 aa dt Ss “Tn 


借助 于 一 元 初等 哨 数 更 可 导出 其 他 的 函数 , 例如 : 


ln(z+Yy+2) 


人 4/ 2) V2? + y+ 22 
p(X,Y, 2,t) = sin wy + sinyz + sin zt + sin tz 等 等 . 
46 内 所 作 关 于 一 元 函数 的 解析 表示 法 的 那个 附注 在 此 处 也 可 以 重 述 一 次 . 


165. 多 元 函数 的 极限 “假定 函数 f(z1,… ,zn) 是 在 具有 聚 点 Mo(ai,a2,…， 
an) 的 某 一 点 集 AM 内 定义 的 . 

仿照 一 元 函数 的 极限 的 定义 , 常 说 函数 f(z1,.… ,zn) 当 变 量 v1,.…… ,jz 依次 各 
站 本 al ,Qn 时 以 数 4 为 极限 , 如 果 对 于 任 一 数 = > 0 能 找 出 这 种 6 > 0, 只 要 


三 


放 能 使 
f(z1, | — A < 


= 我 们 知道 , 记号 》 表示 着 同一 类 型 的 项 的 和 . 在 此 处 我 们 有 加 数 依赖 于 几 个 标号 的 更 复杂 的 
情形 . 


“下 辐 组 “ 哆 数 的 函数 ”作为 说 法 “复合 函数 ”的 同义词 完全 可 以 推广 到 日 常 的 数学 语言 , 然而 
这 个 司 组 毕竟 是 模 校 两 可 的 . 事实 上 倒置 的 定义 域 与 函数 yp1,.… ,wn 的 定义 域 重合 , 即 是 变量 值 
i .tm 的 某 个 集合 . 与 说 法 “z 的 函数 ” 相似 的 说 法 “函数 的 函数 ”导致 这 样 的 意义 : 研究 定义 在 
一 些 盟 效 的 集合 上 定义 的 函数 . 实际 上 是 在 泛 函 分 析 和 变 分 法 中 研究 这 样 的 对 象 , 它 被 称 为 泛 函 . 
行列 地 . 上 述说 明了 为 什么 术语 “函数 的 函数 ” 在 现今 的 教科 书 中 仅仅 是 提 到 , 实际 上 并 不 使 用 . 
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在 这 时 , 假定 点 (z1,… ,zn) 是 取 自 M 而 且 异 于 (a1,… ,an). 因此 , 对 于 集 MM 
中 位 于 点 Mo 的 充分 小 邻 域 


(aa 一 0. (1 十 0;…: ;an 一 0,an 十 0) 


之 内 但 除去 这 点 本 身 ( 若 它 属于 AM) 的 一 切 点 , 这 个 关于 函数 了 的 不 等 式 应 当成 立 . 
四 数 的 极限 记 成 : 
A= lim f(z1, “0 , Tn ). (6) 


TI1™TQL 


把 点 (zj za) 及 (aan) 记 成 M 及 Mo, 则 刚才 引入 的 定义 可 以 用 凡 
何 的 言语 重 述 成 : 数 4 称 为 函数 f(AM) 当 点 M 趋 于 Mo 时 (或 在 点 jMo 处 ) 的 极 
限 ， 如 果 对 于 任 一 数 = > 0 有 这 种 数 7 > 0 存在 , 只 要 距离 MoM <7 就 能 使 


Fa) 一 4 < ce. 


和 十 面 一 样 , 须 假 定 M 取 自 M 但 异 于 Mo. 这 样 , 对 于 集 M 中 位 于 Mo 的 死 
分 小 的 球形 邻 域内 但 除去 这 点 本 身 的 一 切 点 , 这 个 关于 顺 数 的 不 等 式 应 当成 立 . 
国 数 的 极限 的 记 法 , 也 可 使 适应 于 这 定义 


一 ] MV » * 
A Mi, f( 7) (6”) 


由 [162] 关于 两 种 类 型 的 邻 域 的 讨论 可 以 立刻 明白 ,上 述 两 种 定义 有 着 同等 效力 
仿 此 可 建立 函数 的 无 穷 极 限 的 概念 . 在 4 = +% 或 -co 的 场合 , 不 等 式 


era 一 4< 


只 要 各 换 成 不 等 式 
f(x1,:.*. ,Tn)>E 
或 


f (x1 四 , Tn ) < —E 


就 是 了 , 式 中 的 EE 是 预先 任意 取 定 的 正 数 . 

未 了 将 讲 到 当 自 变量 zi,… ,zn 中 的 某 几 个 趋 于 无 穷 极限 的 情形 . 

可 以 把 域 M 的 聚 点 Mo(a1,… ,an) 的 概念 拓 广 至 这 点 的 一 切 坐 标 (或 其 中 的 
几 个 ) 是 无 穷 的 场合 出. 

例如 , 若 在 域 AM 中 能 找 出 一 切 坐 标 都 可 任意 大 ( 正 ) 的 点 , 则 点 (十 co,…… ,十 00) 
就 成 为 M 的 聚 点 . 
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在 这 一 假定 下 就 说 , 函数 f(z1,…… ,Tn) 对 于 一 切 变量 zi,zo ,zz 都 趋 于 +oo 
以 数 4 为 极限 , 如 果 对 于 任 一 数 = > 0 有 这 种 数 人 > 0 存在 , 只 要 


六 
就 能 使 
Cs 过 2) | 了 A < E. 
它 记 成 : 
4= lim jf (vis a ) 
1 一 十 00 


特别 情形 , 回 到 在 [160] 末 讲 过 的 变量 zw ,, 常 说 , 这 变量 当 序号 mm 及 n 都 无 
限 增 大 时 以 4 为 极限 , 如 果 对 于 任 一 e > 0 能 找 出 这 种 序号 N, 使 当 m> Nn>N 
时 有 

rmn—Al<e. 
i: 
4 二 ”lim zmn 或 简单 地 A = limzmn 


九 一 十 CO 


容易 理解 , 当 4 = +ee 或 -oo 时 应 该 怎样 处 理 . 
166. 变 成 整 序 变 量 的 情形 ”考察 n 维 空间 中 的 点 列 
Cs 
在 当天 一 +cc 时 距离 
MoM i EE 0U， [1 
我 们 就 说 ， 这 点 列 收敛 于 极限 点 Mo(ai， SR 
代 蔡 条 件 (7), 也 可 以 要 求 点 Mi 的 坐标 各 别 地 趋 于 点 Mo 的 对 应 的 坐标 , 即 要 
二 (8) 
产 格 些 说 , 由 [161] 内 所 证 关于 两 种 类 型 的 邻 域 的 论点 就 可 推 得 这 两 种 定义 是 
相当 的 . 实际 上 , 条 件 (7) 表示 着 , 不 论 数 > > 0 怎样 , 点 Mi 在 大 充分 大 时 须 满足 
aS 
MoM. < 
即 沙 在 中 心 在 点 Mo 而 半径 为 > 的 ( 开 ) 球 内 ; 而 条 件 (8) 则 要 求 , 不 论 数 6>0 怎 
样 , 所 说 的 点 一 一 仍 在 大 为 充分 大 时 须 满 足 不 等 式 


大 


< 
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即 包 含 在 以 Mo 为 中 心 的 ( 开 ) 长 方 体 
(ai — 6,Q1+6; ;Qn — 6,an + 6). 


今 设 点 Mo(Q1,… ,an) 是 n 维 空间 内 某 一 集 M 的 聚 点 . 则 从 AM 内 常 可 以 选 
出 异 于 Mo 的 点 列 : (MY, 它们 收 钱 于 极限 点 Mo. 

为 着 证 明 , 我 们 给 定 正 整 序 变量 x 一 0. 依 聚 点 的 定义 [163], 在 点 Mo 的 每 一 

个 半径 为 7 的 球形 邻 域内 必 能 找 出 集 Ad 的 ( 异 于 Mo 的 ) 点 Mj.{M1} 显然 就 是 
所 求 的 点 列 . 

今 可 以 写 出 使 极限 等 式 (6)[ 或 (6*)] 存在 的 必要 且 充 分 的 条 件 如 下 : 若 在 /M 内 
选 出 开 于 Mo 而 收 化 于 Mo 的 点 列 {Mj}, 则 由 对 应 的 浮 数 值 所 组 成 的 数列 {了 (M)} 
全 A. 

要 性 ” 设 (6*) 成 立 , 且 依 给 定 的 s > 0 已 找 出 对 应 于 它 的 > > 0, 使 符合 于 前 
的 定 义 . 知 点 列 {Mx} 收敛 于 Mo , 则 当 充分 大 时 , 将 有 


MoM: <7, 
而 这 就 导致 不 等 式 
f Mi) -Al < 
这 殊 证 明了 了 (Mx) 一 4. 


充分 性 今 假定 上 述 的 条 件 已 满足 . 要 证 明 有 符合 于 前 一 目的 定义 的 等 式 (6*) 
存在 , 可 先 假设 其 反面 . 那 时 , 对 于 某 一 数 = > 0 将 不 存在 对 应 的 7, 即 不 论 取 怎样 的 
数 7>0, 在 M 内 恒 能 找 出 这 种 ( 异 于 M6) 的 点 AM, 使 同时 有 


MoM’<r 但 |f(M)—Al>e. 


取 正 的 整 序 变 量 rk 0, 依次 取 数 Tk 作为 7 ) 则 对 每 一 Tk 必 能 找 出 对 应 的 ( 异 
于 Mp 的 ) 点 M4, 使 


MoMx < 但 |f(Mx)—Al>e. 


这 样 构成 的 总 列 {Mx} 收敛 于 Wo, 而 同时 数列 {f(Mx)} 却 不 以 4 为 极限 , 违反 了 
条 件 . 这 矛盾 就 证 明了 我 们 的 命题 . 
读者 该 已 明了 , 上述 条 件 给 出 了 也 数 的 极限 定义 的 (用 “序列 的 语言 ”的 ) 另 一 
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这 样 , 即使 对 于 多 元 函数 , 也 能 把 函数 的 极限 的 问题 变 成 整 序 变 量 的 极限 问题 ， 
参阅 [53]. 这 结果 容易 拓 广 到 当 数 4,a1,… ,an 或 其 中 几 个 是 无 穷 的 情形 . 

已 证 明 的 事实 使 我 们 可 以 把 第 一 章 极限 论 内 的 一 切 基本 概念 及 所 有 导出 的 命题 
拓 广 到 新 型 的 极限 上 去 一 一 正好 像 在 55 内 对 于 一 元 函数 所 曾 作 过 的 那样 . 


167. 例题 1) 自 完 利用 积 的 极限 的 定理 , 容易 证 明 


: LA mm ”mn mn 
sm Cz 0 四 
Tn Un 


式 中 的 C,a，… ,an 是 任意 的 实数 , 而 色 ,…. ,vw 是 非 负 整 数 . 由 此 , 车 用 P(x1,…， 
zn) 表示 有 理 整 测 数 [164] 


2 Y Vv Uy 
Por a 二 二 Gop nn ,es : 
Vl Ur 


依 和 的 极限 定理 , 也 就 得 出 


仿 此 , 对 于 有 理 分 式 函数 [164 
» 2 > 人 
Qt 1 >》， Gs 1 


依 商 的 极限 的 定理 , 有 


sess 


当然 , 要 附 一 条 件 , 只 有 分 母 在 点 (41,… ,an) 处 不 为 0 时 才能 成 立 . 
2) 考察 当 x > 0 及 任意 y 时 的 寡 指 图 数 xY. 奉 a > 0 而 5b 是 任 一 实数 , 就 有 


lim zy = ao2. 
Ta 


y—b 
实际 上 , 奉 取 任意 的 整 序 变量 zn 一 a 及 yn 一 5, 则 [比较 78] 


yn nm ebina 0 


后 Vn = 
4 A 一 


而 这 一 一 用 “序列 的 语言 ” 就 证 实 了 所 要 求 的 结 宋 . 
3) 设 已 知 整 序 变量 z 及 yn 依次 有 极限 a 及 5b, 今 要 讨论 由 它们 所 组 成 的 式 子 


Tn a 
Ln 土 Yn, Tn ‘Yn, Yn 或 六 
ya) 


[167] $1， 基本 概念 . 307 ， 


的 极限 问题 . 对 于 约定 由 记号 : 


0 co 
oo — 00,0 .00, =,—,1™,0°,o00° 
Co 


0 


表示 的 所 谓 不 定式 的 情形 , 我 们 知道 [31、78], 极限 可 以 全 然 不 存在 , 即使 存在 的 话 ， 
则 一 一 对 于 同样 的 a 及 6 一 一 极限 值 仍 可 视 整 序 变量 rn 及 yn 变动 时 的 特别 规律 
而 有 不 同 的 数值 . : 

若 回 想起 二 元 消 数 的 用 “序列 的 语言 ”的 极限 定义 , 则 可 知 上 述 各 型 的 “不 定性 ” 
是 与 下 列 极限 : 


lim (z—-y), lim zy lim—, limn 一 lim zlmzy， hm 2Y, 
ZX 一 十 00 z—0 zr—0Y Z 一 土 co YY 立 一 工 z 一 0 芯 一 十 co 
y 一 十 co 1 一 士 co % 一 0 4 一 十 co 4 一 士 co 2 一 0 4 一 0 
不 存在 的 事实 关联 看 的 . 
4) 讨论 极限 : 
li - 
z 一 022 十 2? 
2 一 0 


(这 隙 数 是 定义 于 全 平面 内 , 仅 点 xz = 0,y = 0 除外 ). 
若 取 二 部 分 点 列 


1 1 , 1 2 
AM) = (31)=3 Wm MD)=I (7 7) = 
由 此 已 可 推 得 ,上述 极限 并 不 存在 . 
仿 此 可 证 极限 
ry 
li 5 本 
z 一 02“ 十 1 
2 一 0 
也 不 存在 . 
5) 反之 , 极限 
. ky 
a Z2 十 02 0 
2 一 0 
存在 着 , 这 由 不 等 式 
Z23/ 
z2 十 22| 32 
就 立刻 推 得 . 
完全 同样 地 可 证 
z3 十 1 | 
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168. 款 次 极限 “上面 所 考察 的 函数 f(z1, x2,… ,zn) 的 极限 , 是 当 函 数 的 一 切 
变 元 同时 趋 于 各 自 的 极限 时 所 得 出 的 , 除 此 以 外 , 尚 需 论 及 另 一 种 极限 , 它 是 由 诸 变 
元 依 某 种 次 序 相继 地 各 别 趋 于 极限 而 得 出 的 . 前 者 称 为 n 重 极限 (在 n= 2,3,:.. 时 
称 为 二 重 极限 、 三 重 极限 , 等 等 ). 后 者 称 为 累 次 极限 . 

为 简单 起 见 , 以 讨论 二 元 函数 f(x,y) 为 限 . 假设 变量 xz,y 的 变动 区 域 M 是 这 
样 : z 可 以 (与 y 无 关 地 ) 取 集 内 的 任 一 数值 , 以 不 属于 它 的 点 a 作为 聚 点 , 同 
样 ,y 可 以 (与 x 无 关 地 ) 在 集 2 内 变 - 动 看 , ) 以 不 属于 它 的 点 六 作为 聚 点 ， 这 样 区 
域 M 可 以 记 成 x 7 例如 


(a,a+ H;b,b+K)= (a,a+ FH) x (0,b0+ KK). 


右 对 》 内 的 任 一 固定 的 y, 函数 f(z,y)( 它 将 只 是 z 的 函数 ) 在 x 一 a 时 有 极限 存 
在 , 则 这 极限 , 一 般 地 说 , 将 与 预先 固定 的 y 值 有 关 : 


lim f(x,y) = p(y). 


Za 


然后 可 以 讨论 函数 p(y) 在 y 一 5 时 的 极限 : 
lim %(y) = lim lim f(x,»), 
y—b 2 一 2 一 0 


这 就 是 两 个 紫 次 极限 之 一 . 知 趋 于 极限 的 过 程 由 相反 的 次 序 进行 ,就 得 出 另 一 票 次 
极限 : 


lim lim f(z,vy). 


修一 一 以 y—b 


个 要 以 为 这 些 累 次 极限 必定 是 相等 的 . 例如 , 若 在 域 M(0, 二 oc; 0, 十 0) 内 令 


1) f(x,y) = ty 并 取 a 二 5 二 0, 则 得 : 


PYy) = lim f(x,y) =y 一 1 limwp(y) = lim lim f(x,y)=— 
Z 一 0 2 一 0 4 一 0 一 0 


但 同时 却 有 
wz) = lim f(r,y) =2+1, limy(z) = lim lim f(x,y)=1. 
2 一 0 xX—0 T—0Y—0 


还 可 以 健 到 累 次 极限 之 一 存在 着 ; 而 另 一 个 却 不 存在 的 情形 . 例如 , 对 于 函数 : 
和 sin = 二 YY 
2) f(x,y) = rt 或 
3) f(z1y) = 2 sin~ 
都 是 办 次 极限 lim lim f 存在 , 而 累 次 极限 lim lim f 不 存在 (在 后 一 例 内 甚至 单 重 极限 ji f 已 
不 存在 ). 


[168] 81， 基 本 概念 . 309 ， 


这 些 简单 的 例子 说 明 , 在 交换 关于 两 不 同 变量 的 极限 过 程 时 应 该 多 么 谨慎 小 心 : 
错误 的 推断 就 是 常常 发 生 于 这 种 不 合法 的 互 换 . 同时 , 分 析 上 的 许多 重要 问题 却 正 
好 与 极限 过 程 的 互 换 有 关 , 但 是 自然 , 每 一 次 互 换 的 合法 性 是 应 当 特 为 证 明 的 . 

下 面 的 定理 打开 了 建立 这 种 手续 的 一 条 路 , 它 同 时 又 建立 了 二 重 极限 与 累 次 极 
限 之 间 的 关系 . 


定理 车 1) (有 限 或 无 穷 ) 二 重 极限 


4= lim f(z,Y) 
y—b 


存在 , 2) 对 7 内 的 任 一 % 有 依 z 的 (有 限 的 ) 单 重 极限 
p(yY) 一 lim f(z, y) 
存在 , 则 累 次 极限 
lim w(vy) = lim lim f(x,y) 
y—b y—b Tu 
必 存 在 , 且 就 等 于 二 重 极限 . 
当 4,a 及 为 有 限 数 时 来 证 明 这 定理 . 根据 165 的 定义 , 依 给 定 的 = > 0, 必 朋 


月 
找 出 那 种 5 > 0, 只 有 |x 一 a|<5 及 |y 一 0|<6( 有 日 这 时 zz 取 自 守 而 yy 取 自 y), 就 
使 


已 
已 
幻 
已 


f(z,y)— Al<e. (9) 


现在 固定 vy, 使 满足 不 等 式 jy 一 外 < 6, 而 后 在 不 等 式 (9) 内 使 z 一 a 以 求 极限 . 因 
为 根据 2), 此 时 f(x,y) 趋 于 极限 2(y), 故 得 


lw(y)— A|< a. 
回忆 此 处 的 vy 是 >》 内 的 任意 数 , 仅 受 条 件 |y -可 < 6 的 限制 , 就 得 结论 


A= lim p(y) = lim lim f(x,»), 


y—0 2 一 DZ 一 和 


此 即 所 要 证 的 . 
若 与 条 件 1) 及 2) 同时 又 有 : 对 内 的 任 一 zx 有 依 y 的 (有 限 的 ) 单 重 极限 


wz) = lim f(z,Y) 
存在 , 则 由 刚才 所 证 明 的 , 但 将 z 与 y 互相 调换 , 即 可 推 得 为 一 过 次 极限 
lim w(x) = lim lim f(z,Y) 
和 一 和 了 一 42 一 


也 存在 , 而 且 也 等 于 那 同一 数 4: 在 这 情形 二 累 次 极限 相等 . 
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由 已 证 明 的 定理 立刻 就 知道 , 在 例题 1) 及 2) 内 二 重 极限 并 不 存在 (何故 ? ). 但 
这 事实 也 容易 直接 证 明 . 
反之 , 在 例题 3) 内 , 二 重 极限 却 存在 着 : 由 不 等 式 


< | 


. 1 
:SINM— 
4 


看 出 它 等 于 0 这 例题 指出 , 由 定理 的 条 件 1) 并 不 能 导出 条 件 2) 

然而 , 不 要 以 为 二 重 极限 的 存在 是 二 累 次 极限 相等 的 必要 条 件 : 在 前 一 段 的 例 
题 4) 内 , 虽然 没有 二 重 极限 . 但 累 次 极限 却 都 存在 而 昌都 等 于 0 
82， 连 续 函 数 


169. 多 元 函数 的 连续 性 及 间断 “ 设 函 数 f(z1,… ,z,) 定义 于 nn 维 空间 的 某 一 


点 集 M, 又 设 MX (0 ,zx ) 是 这 集 的 聚 点 并 且 属 于 这 集 . 
若 等 式 
lim AZ， : Tn) = f(x1,*…- 7 ) (1) 


Maasse 


成 立 , 就 说 函数 f(T1,… ,Zn) 在 点 M(x1,… ,2') 处 是 连续 的 ; 否则 , 就 说 函数 在 点 
MM' 处 有 间断 . 
中 数 在 点 M' 处 的 连续 性 可 用 “se-6 的 语言 ”表示 如 下 [165]; 对 任 一 给 定 的 < > 0， 
应 能 找 出 这 样 的 6 > 0. 只 要 
2 一 2 <0 ,rmx | < (2) 
就 能 使 
fri ,Tn) 一 2 < (3) 
或 万 一 种 说 法 : 对 = > 0 应 能 找 出 这 样 的 7 > 0, 只 要 距离 
MM’ < 7， 
就 能 使 
IfM)— HM) <e. 


在 这 时 点 M(x1,… ,zn) 假定 是 属于 集 M 的 , 特别 地 还 可 以 重合 于 M'. 正 因 
为 图 数 在 点 M' 处 的 极限 恰 等 于 在 这 点 处 的 函数 值 , 所 以 通常 M 必须 异 于 M1' 的 要 
求 在 此 处 就 不 需要 了 . 


f(z1,:: , Tn) 一 ZI ,2 ) 


[169] §2， 连续 函数 . 311 . 


看 成 是 了 消 数 的 增 量 , 就 可 以 ( 像 在 一 元 另 数 的 情形 那样 ) 说 : 车 诸 自 变 量 的 增 量 是 无 
穷 小 时 , 对 应 的 函数 的 增 量 也 是 无 穷 小 , 则 函数 是 连续 的 . 

上 面 所 确定 的 耳 数 在 点 M' 处 的 连 连续 往 可 以 说 是 对 变量 x1,… , x; 全 体 的 连续 
性 . 知 它 成 立 , 那么 同时 就 有 


lim f(z1, T2, Tn) = FP1, Ta , Tn) 

1 一 人 1 

pn ， f(T1, 22, 73， “0 , Tn) 一 f(z1, To, 73， ,Tn ) 
1 1 

L275 


等 等 , 因为 此 处 我 们 只 是 按照 一 些 特殊 规律 将 M 趋 于 M'. 换言之 , 这 困 数 对 每 一 
变量 zi， 对 每 一 对 变量 xi, Tj 等 等 也 都 是 连续 的 . 
我 们 已 经 遇见 过 连续 函数 的 例题 . 如 , 在 166, 1) 内 已 证 明 n 元 有 理 整 函 数 及 有 
分 式 外 数 在 n 维 空间 的 一 切 点 处 的 连续 性 (对 于 分 式 困 数 要 除去 使 分 母 等 于 0 的 


又 在 该 目的 2) 内 , 已 证 明了 和 帘 指 限 数 zy 在 右 半 平面 的 一 切 点 (x > 0) 处 
的 连续 性 . 
在册 考 察 由 分 式 
f(x,Y) = 二 (7* +y >0), 


在 除去 原 上 以外 的 全 平面 内 所 确定 的 阅 数 且 再 令 f(0,0) = 0, 就 得 间断 的 例子 . 这 间断 就 在 原 
点 , 因为 [167,4)] 当 x 一 0,y 一 0 时 函数 的 极限 并 不 存在 . 

在 此 处 我 们 磁 到 一 各 有趣 的 情况 . 所 考察 的 函数 f(z,y) 虽然 同时 对 二 变量 而 论 , 在 点 (0,0) 
处 是 不 连续 的 , 但 若 分 别 地 当 作 z 或 y 的 函数 而 考察 它 , 则 由 于 f(z,0) = f{0,y) = 0, 它 在 这 点 
处 仍 是 连续 的 . 可 是 这 也 并 不 值得 惊异 ,只 要 注意 到 , 当 说 及 个 别 地 关于 z 或 y 的 连续 性 时 , 我 
们 就 只 考虑 沿 着 x 轴 或 y 轴 趋 于 点 (0,0), 而 不 考虑 无 限 多 种 其 他 趋 于 (0,0) 的 规律 了 . 

若 函 数 f(M) 当 M 趋 于 M' 时 根本 没有 确定 的 有 限 极限 

lim f(M) 


一 AI 


存在 , 则 说 在 点 M 处 暗 数 有 间断 , 甚至 当 上 项 数 在 点 MM' 处 没有 定义 时 也 这 样 说 [参阅 在 66 内 的 
附注 | 
隅 数 的 间断 点 不 仅 可 以 是 孤立 点 , 像 前 面 例 题 内 所 举 出 的 , 而且 也 可 以 充满 于 一 线 、 一 面 等 
等 . 如 二 元 函数 
Z2 十 0 
Hy mri 
都 有 间断 : 前 者 是 沿 着 直线 y = 士 z, 而 后 者 是 沿 着 圆周 xz? 十 yy = 1. 对 于 三 元 函数 
TTY 二 I 
ZU 一 2 2Z2 十 2 一 22 
而 论 , 前 者 的 间断 点 充满 于 双 曲 抛物 面 > = zy 上 , 而 后 者 的 间断 点 则 充满 于 锥 面 z? = 2zZ2 十 2 
上 . 
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170. 连续 函数 的 运算 ”很 容易 叙述 并 证 明 关 于 二 连续 荫 数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 
连续 性 的 定理 [参阅 67]; 这 留 给 读者 去 做 . 
我 们 只 讨论 关于 连续 函数 县 置 的 定理 . 如 同 在 [164] 那样 , 我 们 假定 , 除去 在 n 
维 点 MM(zi ,zan) AM 内 已 经 给 定 的 函数 = 了 = jz ,zn) 以 外 ,我 
们 再 在 m 维 点 下 ，… ,tm) 所 成 的 某 一 集 PP 内 给 出 nw 个 也 数 


Z1 = Pp1(t1, , tm ), """)， Tn = Pn(t1,* , tm) (4) 
而 且 假 设 坐 标 为 (4) 的 点 M 不 越 出 集 M 的 范围 之 外 . 


定理 车 一 切 函 数 pi(P)(i = 1,…,n) 在 PP 内 的 一 点 PA( 妇 ,… , 场 ) 处 都 是 连 
续 的 , 而 函数 f(1M) 在 坐标 为 


21 = Pp1(ti, ,bn), 机 Th, = Pn(t ,tn) 
的 对 应 点 M(x 和 ,-… ,7 ) 处 也 是 连续 的 , 则 复合 函数 


w= fpi(ty stm) ,Paltiy ,tm)) = fp1(P), ,pn(P)) 
在 点 P' 处 也 是 连续 的 . 
实际 上 , 首先 对 s > 0 确定 那样 的 数 6 > 0, 使 由 (2) 即 可 推 得 (3)( 由 于 函数 f 的 
连续 性 ). 然后 再 对 数 5( 由 于 函数 p1,… ,pn 的 连续 性 ) 找 出 这 样 的 数 > 0, 使 当 
tn tnt (5) 
时 成 立 不 等 式 
1Z1 2 | 一 【2 , tm) — p1(t1 ,i :| < 0 
1Zn 一 Zn| 一 pn ti, : , bm) Pn( , tin )| < 0. 
于 是 当 (5) 成 立时 就 也 有 
|f (Ti, ,Tn ) — f(21,* ;Tn 
=|f (wi1(t1,.… , tm) , Pn(t1,* , tn )) 
—f(p1(t,…: ,tm ), , Pn (ti ,tn ))| < E, 
这 就 证 明了 我 们 的 命题 . 
171. 在 域内 连续 的 函数 布尔 查 诺 十 柯 西 定理 ”车 另 数 f(x1,.… ,zn) 定义 于 
mn 维 空间 的 某 一 点 集 M 且 在 M 的 每 一 聚 点 都 是 连续 的 , 我 们 就 说 , 函 孝 1 在 MM 


中 是 连续 的 .以 后 我 们 的 讨论 经 常 总 是 限于 集 AM 是 开 域 或 闭 域 [163] 的 情形 , 好 像 
以 事 我 们 只 在 区 间 内 考察 一 元 连续 哨 数 那样 . 


[171] 82. 连续 项 数 . 313 ， 


今 转 而 人 赋 客 在 ” 维 空间 的 某 一 域 中 为 连续 的 多 元 函数 的 性 质 . 它们 完全 类 似 于 
在 区 间 内 为 连续 的 一 元 函数 的 性 质 (第 二 章 85). 

为 了 简明 起 见 , 我 们 只 限于 叙述 二 自 变 量 的 情形 . 这 可 以 毫 无 困难 地 立刻 推广 
至 一 般 情 形 . 但 是 我 们 仍 要 随时 指出 在 推广 时 若干 应 注意 之 点 . 

现在 叙述 一 定理 , 它 与 一 元 函数 的 布尔 查 诺 - 柯 西 第 一 定理 [39] 类 似 . 

定理 设 函 数 jz,y) 在 某 一 连通 域 站 中 有 定义 而 且 连 续 . 若 在 这 域 中 二 点 
AI0(zZo, yo) 及 Mi (zx1,Y1) 的 池 数 值 央 号 : 

f (xo, yo) <0, f(x1,Y1) > 0, 
那么 在 这 域 中 就 能 找 出 一 点 JM/(z',y), 在 该 处 函数 等 于 0: f(x',w) 一 0. 

证 明 我 们 把 它 变 成 一 元 函数 的 情形 来 完成 定理 的 证 明 . 

由 于 域 D 的 连通 性 , 点 Mo 与 Mi 可 用 全 部 在 D 中 的 连续 曲线 (就 是 用 折线 ) 
连接 起 来 (图 97)， 如 果 依 次 选取 折线 的 顶点 , 则 我 们 得 到 两 种 可 能 , 或 者 在 某 个 顶 
点 处 图 数 化 为 0 一 一 这 就 证 明了 定理 , 或 者 不 是 这 样 . 在 后 一 种 情形 , 我 们 可 以 找到 
这 样 一 段 折线 , 函数 在 它 的 两 个 端点 取 异 号 的 值 . 改变 点 的 记号 , 就 认为 Mo 和 Mi 
恰恰 是 这 上段 折线 的 两 个 端点 . 这 上 段 折 线 的 方程 为 如 下 形状 [161]: 

t= Xo+t(zi mz0), Y=yo+tn -yo) (0O<tea1). 
如 果 点 M(x,y) 沿 着 这 段 折 线 移动 , 则 我 们 原来 的 函数 f(z,vy) 就 变 成 一 个 变量 了 上 的 
复合 陨 数 : 

F(t)= f(ro+t(ri1— 720), yo +t — yo)) (0O<t<1), 
尼 显 然 是 连续 限 数 (根据 前 一 段 的 定理 ) 这 是 因为 函 
数 f(z,y) 及 线性 函数 z= zo 二 tv1 一 toj,y= 二 y+ 2 
t(yi 一 Yo) 都 是 连续 的 . 而 对 于 函数 F(t) 我 们 有 : 


F(0)= f(zo,y0) <0，TU) = f(r1,%)>0; 


将 80 中 证 明 的 定理 应 用 于 一 元 函数 FF(), 我 们 得 出 ， 
0 与 1 之 间 必 有 某 一 数值 密使 F(t) = 0. 回忆 函数 2 
F(t) 的 定义 , 于 是 我 们 就 有 


f(zo+t (zl 一 Zo))yo tt (y 一 %)) = 0. 


点 Mi(z' 的 [其 中 以 = zo +t(z1 一 Z0),Y =W 二 YW 一 yo)] 也 就 是 所 要 求 的 点 . 
由 此 如 同 82 一 样 , 得 出 布尔 查 诺 -~ 柯 西 第 二 定理 , 但 它 也 可 以 立刻 证 明 的 


人 第 五 章 多 元 基数 [172] 


读者 可 以 看 出 , 要 推广 到 n(n > 2) 维 空间 并 无 任何 困难 , 因为 n 维 空间 的 连通 
域 中 的 两 点 也 可 以 用 “连续 曲线 ” 连接 , 沿 着 这 曲线 , 函数 就 只 依赖 于 一 个 参 变量 
余 类 推 


172， 布尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 ”为 着 以 后 叙述 上 的 需要 , 我 们 必须 把 布 
尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 [41] 推广 到 任意 维 空间 的 点 列 去 ; 像 通常 那样 , 我 们 限 
于 讨论 “平面 的 " 情形 


引 理 3 由 任 一 有 界 点 列 
MT (Tis Yi) Nl lo 3 Ma 0 WR 
中 恒 能 选 出 收 化 于 极限 点 的 部 分 点 列 


Man, (Tn ) Yn 由 Mn, Cs ; Yno , Ty Mn (ns ae) 人 


(2 <n2 < Nk < ,Nk +00). 


第 一 个 证 明 ”我 们 仿照 在 “线性 的 ”情形 [41] 中 曾 用 过 的 办 法 来 进行 . 
由 于 所 给 的 点 列 是 有 界 的 , 就 能 找 出 把 它 完 全 包 合 在 内 的 (有 限 ) 矩形 [a, 6; c,dl. 
同时 平分 z 的 区 间 [a,0| 与 y 的 区 间 fc,dl: 


I z [| 及 ee z [se 


2 过 2 2 
把 任 一 第 一 类 半 区 间 与 任 一 第 二 类 半 区 回 相 配合, 就 得 到 四 个 矩形 : 


0D je 


pb: 
9 ; 人， 9 ) 人， 


b :+d 
ai+b | (1D) es | 


ID ja 中， (V) [Sb dl, 
它们 是 由 基本 具 形 [a,b;c,d|] 分 解 而 成 
EJ (图 98). 
至 少 在 这 四 部 分 之 一 内 要 含有 所 
车 点 列 的 无 穷 多 个 点 ， 因 为 不 然 的 话 ， 2 
在 全 和 矩形 [a,b;c,qd| 内 就 将 只 含有 有 
限 个 点 , 而 这 是 不 可 能 的 ， 设 [a,b1: 
cc] 就 是 中、(D 、(IID 、(IV) 之 中 
含有 所 给 点 列 的 无 穷 多 个 点 的 那 一 个 
定形 (车 这 种 矩形 有 几 个 , 就 取 其 中 之 
et 网 98 


[172] 82.， 连续 泡 数 .315. 


把 这 和 矩形 再 分 解 成 四 个 更 小 的 矩形 , 并 在 其 中 取出 含有 所 给 点 列 的 无 穷 多 个 点 
的 那 一 个 ; 用 [az, bz; cz,da] 表示 化 . 

我 们 想象 着 把 这 种 逐步 分 解 矩 形 的 手续 无 限 地 继续 下 去 . 在 第 上 次 分 解 时 选取 
和 矩形 [ax bk; cb dx] 的 条 件 仍 是 : 在 它 之 内 含有 无 穷 多 个 点 Mn 在 上 一 +co 时 , 这 


df 一 [CC 


dk Ck = ok 


bk — Qk = 
趋 于 0. 

现在 把 内 含 区 间 的 引 理 [38] 分 别 应 用 于 z 的 区 间 的 序列 {[ax,bx]} 及 y 的 区 间 
的 序列 {|cs, dr]}. 由 是 推 得 区 间 的 两 端 ok 及 bx, 以 及 cx 及 dz, 趋 于 公共 的 极限 : 


Nm le mo= lm ey (6) 


可 以 说 , 矩形 的 序列 {[ax, bx; cr; dg]} “凝聚 ”于 点 ME 从， 

现在 , 取 落 在 矩形 [a1,Pbi;c1,di] 内 的 点 列 中 的 任 一 点 作为 Ma， 再 依次 地 选 出 
点 Mw; Mns，… 一 一 一 般 , 我 们 照 这 样 做 法 选取 点 列 中 序号 在 以 前 选 出 者 的 后 面 ， 
而 同时 又 含 在 第 个 矩形 [ax, pi ch; dk] 之 内 的 任 一 点 作为 Mn (Zn, yne). 这 是 办 得 
到 的 , 因为 其 中 的 每 一 矩形 都 含有 无 穷 多 个 点 Mn 


因为 
0 < pe 0 
故 由 于 (6), 有 
li nr 一 T， 1 = 
es 


于 是 所 选 出 的 部 分 点 列 {Mn,} 就 收敛 于 极限 点 M(x,)[166l. 
第 二 个 证 明 然而 , 改 用 41 内 已 证 明 的 关于 线性 序列 的 定理 来 处 理 还 可 以 更 
为 简单 . 若 所 给 序列 中 的 点 包含 在 有 限 和 矩形 [a, ;c,d] 内 , 则 


Ef A 


首先 把 41 的 定理 应 用 于 序列 {z,}, 选 出 收敛 于 某 一 极限 z 的 部 分 序列 {zm} 
这 样 , 对 于 部 分 点 列 


(Zn Yni) (Znz, Ynz); CDs a PC 


来 说 它 的 第 一 坐标 已 有 极限 . 再 把 上 述 定理 应 用 于 第 二 坐标 的 序列 {ym,}, 并 选 出 
趋 于 某 一 极限 y 的 部 分 序列 {y,,。}. 那么 , 部 分 点 列 


(Tn 》 Ynx) 有 (Vin ; Unk, ey 人 》 Ure ee 


. 316 . 第 五 章 多 元 函数 [174] 


显然 将 趋 于 极限 点 (3, 芒 . 

在 这 里 须 注 意 到 , 两 种 论证 都 容易 推广 到 n(n > 2) 维 空间 . 例如, 在 第 一 个 证 
明 中 , 仅 所 给 的 长 方 域 分 解 成 部 分 长 方 域 的 数目 有 变动 , 如 果 每 一 确定 它 的 区 间 都 
役 二 等 分 的 话 ; 在 一 般 情 形 , 这 种 区 间 有 ?> 个 , 而 分 成 的 部 分 域 总 共有 2” 个 . 


173. 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”用 已 证 明 的 定理 自 完 可 以 证 明 二 元 也 数 的 魏 尔 斯 特 
拉 期 第 一 定理 : 


定理 ” 若 函 数 f(z,y) 是 在 有 界 闭 域 站 四 中 定义 着 而 且 连 续 的 , 则 它 必 是 有 界 
的 , 即 它 的 一 切 数 值 都 包含 在 二 个 有 限界 限 数值 之 间 ; 


J 


证 明 (用 反 证 法 ) 与 84 的 推理 完全 类 似 . 设 国 数 f(z,y) 当 (zx.y) 在 DD 中 变动 
时 是 无 界 的 . 那么, 对 于 任何 % ,在 DD 中 就 能 找 出 这 样 的 点 Mi (zn,vyn), 使 


f(zn, yn)| > n. (9 
， 172 的 定理 , 在 有 寞 的 点 列 {Mn} 内 束 可 以 选 出 收敛 于 极限 点 M(z,9) 的 部 分 点 


gy Di 
注意 , 这 点 对 必须 属于 域 D. 否则 , 所 有 的 点 M， 就 必 都 与 M 不 同 , 而 点 MM 
实际 上 就 将 成 为 不 属于 域 了 的 聚 点 , 但 由 于 D 是 闭 域 , 这 是 不 可 能 的 [参阅 163]. 
因为 员 数 的 点 村 是 连续 的 , 故 应 有 


f (Ma ) (ne = f(M) 3 A(2. y), 


而 这 是 与 (7) 矛盾 的 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 定理 的 叙述 及 证 明 (引用 前 一 定理 ) 完全 同 85 里 的 一 样 . 

须 注意 到 一 一 在 论证 上 没有 变动 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 两 定理 都 能 适用 于 当 函 
数 存 任 一 有 界 闭 集 M 内 为 连续 的 情形 (虽然 M 并 不 一 定 是 域 .) 

像 在 一 元 图 数 的 情形 那样 , 对 于 集 M 内 有 定义 而 且 有 和 界 的 消 数 f(z,y), 哨 数 值 
在 M 内 的 上 确 界 与 下 确 界 之 差 称 为 它 在 这 集 内 的 振幅 . 车 M 是 有 界 闭 集 (特别 情 
形 . 舍 M 是 有 界 闭 域 ), 并 且 饭 数 f 在 其 内 是 连续 的 , 则 振幅 碗 古 它 的 最 大 值 与 最 小 
值 之 差 . 

174. 一 致 连续 性 ”我们 知道 , 函数 f(x) 在 其 定义 集 人 4 内 一 定点 (zo,yo) 处 的 


连续 性 可 用 *<-6 的 语言 ”表达 为 : 对 任 一 = > 0, 应 能 找 出 这 样 的 6 > 0, 对 于 MM 内 
人 全 (有 公公 前 


| 二 0| 过 0 | 盔 册 | 过 0， 


[174] §2， 连 续 函 数 : 317 . 


[f(x,y) — f(xo,yo)| <e 
今 设 限 数 f(z,y) 在 整个 集 M 内 是 连续 的 ; 就 发 生 这 样 一 个 问题 , 能 否 对 所 给 
的 = > 0 找 出 同时 适用 于 M 内 一 切 点 (zo,yo) 的 ( 合 于 上 述 意义 的 )6 > 0. 若 这 是 
可 能 的 (对 任何 =) , 便 说 , 消 数 在 M 内 为 一 致 连续 . 
康 托 定 理 ” 若 函数 f(z,y) 在 有 界 闭 域 刀 中 为 连续 , 则 它 在 DD 中 也 是 必 为 一 臻 


证 明 (用 反 证 法 ) 假设 对 某 一 数 。 > 0, 不 存在 同时 适用 于 区 域 D 中 一 切 点 
(Xx0, Yo) 的 6>0. 


试 取 趋 于 0 的 正 数 序列 
01 >0o>:…>0h>:…>0 0 瑟 0. 
办 为 请 6 中 没有 一 个 能 (在 上 述 意义 下 ) 同时 适用 于 区 域 D 中 的 一 切 点 (zo,wyo), 故 
对 于 每 一 6 必 能 在 中 找 出 5 对 于 它 不 能 适用 的 一 个 具体 的 点 (zy). 这 就 是 
膏 , 在 D 中 有 点 (z ,多 ) 存在 , 它 使 得 


[Zh 一 Zn| < On, [yn — Yn < On, 


fzns yn) — frn — yn)| 2. (8) 
依据 布尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 从 有 界 点 列 {(z,,,y,)} 中 将 能 选 出 部 分 点 
列 {(zniyyne)); 使 zn 一 五 gm 一 ,并且 极限 点 (元 用 必 属 于 D( 由 于 它 是 闭 集 ). 
其 次 , 因为 
bm — Lng| < nx, [yn — Yng| < On 


是 当 尺 渐 增 时 , 有 nj 一 十 oo 及 6 一 0, 故 有 


/ 


/ 
Tn Tn 0, Yn — Yne 一 0， 


内 此 叉 有 


/ = / 一 
Cnr ?TE, Yn, DY: 


由 于 式 数 f(z,y) 在 属于 D 的 点 (z,29) 处 的 连续 性 , 我 们 应 该 既 有 
f (zn, Yn ) 一 f(z,Y), 


又 有 
f (7%,, ; Yn ) f(z, y), 


. 318. 第 五 章 多 元 函数 [175] 


由 此 即 有 
人 re 0 
这 显 出 与 不 等 式 (8) 相 歼 导 . 定理 即 得 证 明 . 
为 了 要 叙述 由 此 推 得 的 推论 , 我 们 需要 点 集 的 直径 的 概念 :这 惑 是 集 内 任意 二 点 
间 的 距离 的 上 确 界 . 


推论 ”车 函数 f(x,y) 在 有 界 闭 域 DD 中 为 连续 , 则 对 给 定 的 e > 0 将 能 找 出 这 样 
的 6 > 0, 不论 把 这 区 域 分 割 成 怎么 样 的 许多 直径 小 于 5 的 部 分 闭 域 DDi1,:… ,Di 时 ， 
函数 在 每 一 部 分 域内 的 振幅 都 必 小 于 <. 


只 要 取 在 一 臻 连续 的 定义 内 所 说 及 的 邦 种 数 作为 6 就 够 了 . 行 部 分 区 域 D; 的 
直径 小 于 5, 则 它 的 任意 二 点 (z, 与 (zo,yo) 之 间 的 距离 必 小 于 


0:V(z 一 2zZ0o)2 十 (一 bo)2< 0. 


由 此 当然 有 jz 一 zxo| <5 及 |y 一 yo| <6, 于 是 |f(z,y) 一 f(zo,yo)| <s: 大 如 此 地 选取 
二 点 , 使 /zy 及 f(z0,vyo) 分 别 是 函数 在 Pi 中 的 最 大 值 及 最 小 值 , 便 得 到 所 需要 

容易 看 到 , 已 证 明 的 命题 可 以 宣 无 更 动 地 (如 同 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 那样 ) 移 用 于 
在 任何 有 界 闭 集 AM 内 为 连续 的 函数 ， 


175. 博 雷 尔 引 理 ”在 88 内 已 证 明 的 有 用 的 命题 可 以 推广 至 多 维 空间 的 情形 . 

设 平面 上 有 寿 干 开 域 c 所 成 的 系 5; 在 集 M 内 的 每 一 点 全 少 被 其 中 一 个 o 所 
包含 着 , 则 说 系 5 覆盖 集 人 4 

博 雷 尔 引 理 ” 芳 平面 上 点 的 有 界 闭 集 M 能 被 开 域 o 的 无 穷 系 习 = {o} 所 蕉 
盖 , 则 恒 能 从 它 里 面 选 出 有 限 子 系 


一 {01,02,- Se en 


证 明 (用 反 证 法 ) 我 们 假设 集 M 不 能 用 2 内 的 有 限 个 o 来 履 装 . 


由 于 集 M 是 有 界 的 , 它 必 包含 在 某 一 矩形 [a,b; c,d| 内 . 如 在 证 明 布 尔 查 诺 一 魏 
尔 斯 特 拉 斯 定理 [172] 时 一 样 , 平分 [a,9] 及 [c,d| 的 每 一 个 区 间 , 我 们 把 这 和 矩 形 分 解 
成 四 个 矩形 . 同时 , 集 人 也 分 解 成 几 个 部 分 , 各 包含 在 这 些 部 分 矩形 内 ;AM 的 部 分 
的 数 日 可 能 少 于 四 , 倘 使 在 某 一 个 小 矩形 内 完全 不 含有 集 M 的 点 . 但 是 至 少 这 些 部 
分 之 一 (就 说 是 Ati) 仍 不 能 用 有 限 个 o 来 覆盖 (因为 , 否则 , 全 部 集 M 将 违反 假定 
而 可 被 有 限 个 o 所 履 盖 了 ). 把 含有 集 M1 的 那 一 个 部 分 乍 形 记 成 [a1,01; ei, di]. 
这 些 部 分 区 域 仅 可 能 有 公共 界 点 . 


[176] §2. 连续 项 数 0 


把 这 和 矩形 青 分 解 成 四 个 矩形 . 至 少 其 中 之 一 一 一 把 它 记 成 [az, bo; co2,d2| 一 一 含 
有 和 集 AM 内 不 能 用 有 限 个 o 来 覆盖 的 那 一 部 分 M2. 

无 限 地 继续 进行 这 种 分 解 , 在 第 次 时 , 我 们 得 出 窍 形 [ax, bx;cx,dxj, 它 含 有 集 
MM 内 不 能 用 有 限 个 o 来 覆盖 的 一 部 分 人 4 

如 在 172 里 那样 , 我 们 由 此 可 以 肯定 矩形 ay,bx;cx,dxl “凝聚 ”于 点 (1, 胃 ,于 
月 
年 

下 和 人 moe, ee lng: 


点 M(x,D) 必 属 于 集 M. 实际 上 上 , 不 论 取 点 M 的 怎样 的 邻 域 (3 一 6, 十 6; 一 
0, 十 6) 只 要 足够 大 , 终 有 


,ee a ee ,s,s ee a VE 


于 是 集 M 的 一 部 分 Mx( 由 于 人 它 的 选 法 , 必定 含有 M 的 无 穷 多 个 点 ) 碟 落 在 上 述 令 
域 之 内 . 因此 , 点 %W 是 集 M 的 聚 点 , 由 于 M 是 闭 集 , M 束 应 该 属于 M. 


在 这 种 情形 下 点 M 必 包 含 在 请 o 之 一 内 , 吻 说 包含 在 oo 内. 
因为 oo 是 开 域 , 所 以 在 它 里 面 也 能 含有 这 点 的 菜 一 邻 域 


人 


于 是 立刻 可 知 , 当天 足够 大 时 , 矩形 ee 以 及 包含 在 它 里 面 的 集 A 将 全 音 
沙 在 这 和 邻 域内 . 这 样 , 集 人 fx 就 能 用 一 个 co 来 完全 获 凋 它 , 然 而 我 们 当初 选取 集 Wx 时 
却 是 因为 它 不 能 用 任何 有 限 个 o 来 覆盖 的 . 得 到 了 了 矛盾 , 就 证 明了 这 引 理 . 

读者 将 在 下 目 及 本 教程 的 其 他 章节 内 遇见 博 雷 尔 定理 的 应 用 , 在 那些 应 用 内 , 集 
A 通常 都 是 闭 域 . 但 有 时 也 须 把 它 应 用 于 其 他 的 闭 集 , 例如 应 用 于 连续 曲线 . 

176. 基本 定理 的 新 证 明 

1 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 ”图 数 f(x,y) 假定 是 在 有 界 财 域 D 中 为 连续 . 因 
此 , 这 域 中 每 一 点 (zy) 必 有 一 个 这 样 的 邻 域 2 使 在 它 的 范围 内 有 ( 若 用 < 表示 
预先 取 定 的 数 ) 

fr fe) <e 
或 
人 

这 样 , 在 o' 内 函数 自然 是 有 界 的 

应 用 博 雷 尔 引 理 于 这 些 邻 域 的 系 了 = {o'}, 可 以 从 号 内 选 出 有 限 个 邻 域 m ,os， 

… ,on 它们 联合 覆盖 全 部 区 域 D. 大 在 ci 内 


Eh Bh. (a my 
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则 取 诸 m; 中 的 最 小 者 作为 m, 诸 Mi; 中 的 最 大 者 作为 M, 在 D 内 就 有 
人 JR 


这 便 挟 所 要 证 明 的 ， 
2" 康 托 定 理 给 定 任意 数 = > 0, 每 一 点 (ZU) 必 有 一 个 这 样 的 邻 域 


,re 
使 得 对 于 D 中 任 一 属于 它 的 点 (z,y) 有 
Cy) > 
若 (zo,yo) 是 类 似 于 此 的 另 一 点 , 则 又 有 


(2 ) — Flro, yo)| < 3 


最 后 便 成 立 
(W700) (0 V00)| < EE. (9) 
把 每 一 矩形 o/ 换 成 有 同一 中 心 而 面积 缩小 四 倍 的 矩形 
了 = (et 
D DY DY 


这 些 开 和 矩形 的 系 2 = {c 了 能 袖 闵 D. 依据 博 雷 尔 引 理 , 可 在 它 里 面 选 出 具有 同样 性 
质 的 矩形 
6; 6 0 


Gh (= ee 


的 有 限 系 . 最 后 , 用 5 表示 一 切 邱 中 的 最 小 数 
设 有 D 中 的 任意 二 点 ( 厨 轨 及 (Z0;20)， 满足 


| (10) 
点 (zo,yo) 必 属 于 诸 邻 域 5; 之 一 , 例如 , 邻 域 
Oio 二 (ms 二 Ca 于 ey 3 ys 和 | ; 
下 家 
zo 一 zi < 季 ， go 一 Wol < 宇 


、 加 OF [E/E Oi, Oi0 
因为 0S 由 (10) 驳 推 得 lz ~ zol < 2 及 |y— vol< ee 由 此 


| [| 
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因此 两 点 (z,V),(xo,yo) 遂 都 位 于 最 初 确定 的 同一 邻 域 
: (Ti 0i i; 十 0i, ) Vio 0io ) Vio 十 0io ) 


内 , 于 是 , 依据 已 证 明 的 结果 , (9) 式 得 满足 . 
因为 ,对 = > 0 而 选取 与 点 (zo,m) 的 位 置 无 关 的 5 > 0 是 可 能 的 , 由 此 得 证 函 
数 f(z,y) 为 一 致 连续 . 


83， 多 元 函数 的 导数 及 微分 


177. 翁 导 数 及 含 微 分 “为 了 书写 及 叙述 的 简明 起 见 , 我 们 以 讨论 三 元 函数 为 
限 ; 然而 以 后 所 说 的 一 切 对 于 任意 个 变 元 的 哨 数 都 是 真实 的 . 

因此 , 设 在 某 一 ( 开 ) 区 域 D 中 有 拯 数 w= f(z,y, zi; 在 这 区 域 中 取 一 点 M(xo， 
yo, 20). 石 我 们 给 y 及 > 以 常数 值 yo 及 20 而 让 z 变动 , 则 v 就 成 为 一 个 变 元 zx 的 
湖 数 (在 zo 的 邻 域 内 ); 于 是 就 发 生 如 何 计算 它 在 x = xo 处 的 导数 的 问题 . 给 数值 
zo 以 一 增 量 Az, 则 函数 就 得 到 增 量 


Azu 一 Ayf (ro, Y0,， 20 一 f(zo 十 和 AZ; Yo, z0) f (zo, 20， 20)， 


因为 Ajw 是 仪 由 于 一 个 变 元 的 数值 的 变动 而 产生 的 , 故 它 可 以 称 为 函数 (关于 z) 的 
偶 增 量 . 导数 按 其 定义 即 为 极限 
. zu f(ro+ Azx,yo,20) — f(xo,vYo, ?0) 
A MT Am A 
这 导数 就 称 为 函数 f(z,y,z) 在 点 (zo,yo, 20) 处 关于 z 的 偏 导 数 . 
我 们 看 到 , 在 这 定义 内 , 诸 坐 标 并 不 是 被 平等 看 待 的 , 因为 vo。 及 ww 是 固定 的 ， 
而 zz 则 趋 于 zo 而 变动 着 . 
俩 导数 可 以 用 下 列 记 号 之 一 来 表示 : 
Co 吕 ; 242， 广 (Zzo, yo, 2z0); Dr, Dx f (x0, Yo, Zz0). 
须 注意 , 在 这 些 记号 之 内 , 下 角 的 字母 x 仅 指 出 要 取 关 于 那 一 个 变 元 的 偏 导 数 , 
而 与 我 们 要 在 那 一 点 (zo,yo, 20) 计算 导数 值 并 无 关系 @. 
仿 此 , 把 x 及 > 当 作 常数 , 而 把 y 当 作 变 元 , 就 可 以 考察 极限 


。 yu 了 f (xo, yo 十 AYy, z0) — f(xo, yo, 20) 
im ”一 一 二 lm 一 -一 一 一 
Ay—0 Ay Ay—0 Ay 
中 雅 可 比 (C.G.J.Jacobi) 首倡 使 用 8 (代替 四 来 表示 偏 导 数 , 
多 在 这 里 要 把 整个 记号 
OF / 
Br fz; Dzf 


看 成 是 关于 z 的 偏 导数 的 函数 记号 , 以 后 我 们 将 不 再 复述 类 似 于 此 的 附注 . 


0 第 五 章 多 元 函数 [177| 


这 极限 就 称 为 函数 f(x,y,z) 在 点 (zo,wo, 20) 处 关于 的 偏 导 数 ,并 用 类 似 于 前 
而 四 尼 写 玉 开 不 化 


Ou Of (zo, Yo, 20) 
By” Oy 人 


函 数 flzyz) 在 点 (Zo,yo;z0) 处 关于 z 的 偏 导 数 亦 可 完全 同样 地 定义 . 
偶 导 数 的 求法 与 普通 导数 的 求法 比较 起 来 , 本 质 上 并 无 两 样 . 


例题 1) 设 业 =zy(z>0); 这 函数 的 偏 导数 是 : 


Ou 0 
Sy = £9. nz. 
BD 人 珊 Z”. Imnz 
第 一 式 是 按照 z 的 寡 顺 数 ( 当 y = 常数 时 ) 的 导数 来 计算 , 而 第 二 式 则 按照 y 的 指数 函数 
( 当 z = 常数 时 ) 的 导数 来 计算 
2 arctg=， 则 
y 
Ou 2/ Ou 而 


Br +’ Oy B+ 


I 
SR 
Ou 人 二 Ou —27Y OW. -272 


Or ”(Z2 十 好 十 好 )2， 交 Oz (72 4 Yi +23) 


4) 设 z 二 yf(z” 一 洲 ), 其 中 的 ju) 是 (有 导数 的 ) 任意 函数 . 兹 证 明 不 论 f 是 怎样 的 苑 
数 , z 恒 能 满足 关系 式 : 


1 0 19_: 
rt Or 2 Oy 2 


依 复 合 函 数 的 微分 法 则 (关于 v 的 导数 用 小 撤 来 表示 ) 就 有 


0 / . 所 

光 0 

9 

Oz 2 2 2 // .2 2 

— bp = 人 下 ， 

3 J 0 (ey) 

而 由 此 

1 :08 1 Oz 1 2 2 1 人 2» 1// 2 网 之 
a 一 .一 -一 2?7)， 到 ”1 一 2211 oe 
0 i , oe > 


5) 三 角形 的 一 边 a 可 由 其 他 二 边 b,c 及 其 间 之 夹 角 a 来 确定 , 其 公式 为 


一 /pb 十 c2 一 2bc.cosa. 


Oa b 一 C.cosc b—e.cosa Oa be. sina 


Bb Vb2 + c2 — 2bccoso 0, ”Oa a 


[177] 8$3. 多 元 水 数 的 导数 及 微分 “ 323. 


6) 物理 学 上 的 克拉 披 隆 公式 pV 二 RT( 式 中 的 R 为 常数 ) 表示 着 一定 质量 的 理想 气体 的 体 
积 VV、 压力 p 及 绝对 温度 了 之 间 的 关系 , 并 确定 量 p, VT 中 之 一 为 其 他 二 者 的 函数 , 若 把 pV 
当 作 自 变量 ,而 把 了 当 作 是 它们 的 函数 : T = 2 则 有 


aT V 67 


Of _ 全 _P 
dp R’ 8V RR 


告 p, 了 为 自 变量 , 而 Y 是 它们 的 函数 : V = 了, 则 有 


8V RT Vv RR 


Op pp 67 2p 
和， pp RT 
最 后 , 设 V 及 工 为 日 变量 , p 是 它们 的 图 数 : p = yy; 则 有 


op__RT Op_R 


BV Vi 67 V. 
由 此 , 顺便 得 出 热力 学 上 的 重要 天 系 式 


OV OT Bp VV? pp R pV 
注意 , 偏 导 数 的 雅 可 比 记 法 ( 带 有 9 的 ) 只 能 看 成 整个 记号 , 而 不 能 看 成 商 或 分 数 . 刚才 所 得 
的 关系 式 就 特别 鲜明 地 表示 出 普通 导数 的 记 法 与 偏 导 数 的 记 法 的 重要 区 别 : 和 若 在 左 端 写 着 的 导数 
是 普通 导数 , 则 可 以 把 它们 之 中 的 每 一 个 看 成 是 三 个 微分 dp, dV, dT 中 某 两 个 的 商 , 约 分 以 后 将 
得 1. 而 非 一 1; 但 在 此 处 显然 是 不 能 这 样 做 的 . 
偏 导数 2 乘 以 任意 增 量 Az 的 积 称 为 函数 u 关于 z 的 偏 微分 ; 用 记号 
Ou 


z 二 一 .人 
du D7 7 


表示 它 23). 若 在 此 处 把 自 变 量 z 的 微分 dz 理解 为 增 量 Az24), 则 前 面 的 公式 可 以 写 
成 : 


Ou 
TU 二 A d 
dru 5 
仿 此 ， 5 
4 UU 
dyu -一 By “ dy, du 一 Bz * dz. 


23) 如 同 在 一 元 情形 , 在 国定 点 (zo,yo, z0) 取 值 的 函数 的 仿 微 分 dv 显然 是 目 变 量 Az 的 线性 
四 数 , 数值 以 .Az 是 这 个 微分 相应 于 Arz 的 值 dzu(Az), 如 果 (zo,ya,zo) 不 国定 , 那么 值 (在 现在 
的 情形 下 ) 依赖 四 个 自 变量 : zy z,Az. 这 个 依赖 关系 可 类 似 地 记 作 


dx 一 adzufzy 2 AT) = us (x, YZ) Az. 


24) 于 是 自 变量 z 的 微分 dz 的 定义 是 等 式 dz = Ax. 这 个 等 式 首先 表明 dz 是 自 变 量 Az 的 线性 
基数 (斜率 为 1), 其 次 , dz 的 值 不 依赖 于 自 变 量 zx,y,z. 特别 地 , 如 果 Az 国定 , 那么 dz 是 “常数 ”. 
此 时 , 当 Ax 固定 时 dv 是 z,y,z 的 图 数 ; 遇 到 这 种 情况 , 有 时 说 自 变 量 的 微分 是 常 值 而 消 数 的 微 
公 在 变动 . 


. 324 . 第 五 章 多 元 函数 [178] 


这 样 , 我 们 看 到 , 偏 导数 亦 可 以 表示 为 分 数 的 形式 


dzwu dy 


u 
和 ” 


但 须 在 不 可 或 缺 的 条 件 之 下 : 要 指出 对 哪 一 个 变 元 而 取 微分 . 


178， 函数 的 全 增 量 ” 知 由 上 自 变量 的 值 x = zo,y = yo,z = 20 出 发 , 依次 给 三 者 
以 增 量 Ax, Ay, Az, 则 函数 = f(z,y,z) 得 增 量 


A = PAW 20 ) = f (xo 十 Ax, Vo 十 Ay, z0 十 A 3 J Zz0) 


a 
J 


它 吕 称 为 男 数 的 全 增 量 . 
在 一 元 为 效 y = f(z) 的 情形 , 假定 在 点 zo 处 存在 着 (有 限 的 ) 导数 F(z0), 则 
对 于 蝎 数 的 增 量 有 公式 [96(2) ] 


AYS= A SE (WAZA 


式 中 的 a 随 Az 而 变 , 日 当 Az 一 0 时 a 一 0 
我 们 现在 考虑 关于 函数 v = f(x,y,z) 的 增 量 建 立 类 似 的 公式 : 


Av= Afl(zro, yo, 20) = f(s A Wo CD AY 
+fi(xo, yo; 20) : AzZ + oa:Az+t y+ YAz, CL 


式 中 的 a,P,Y 随 Azx, Ay, Az 而 变 , 上 且 与 它们 同时 趋 于 零 . 然而 , 在 这 一 次 , 需要 对 函 
数 加 上 更 多 的 限制 . 


定理 著 偏 导数 玉 (z,y,), 有 (zy 习 , 用 (z,9, 不 仅 在 点 (zo,g0, 0) 处 存在 , 并 
在 它 的 某 一 邻 域 内 也 存在 ,此 外 , 它们 (作为 x,y,z 的 函数 ) 在 这 点 为 连续 , 则 公式 
(1 间 


证 明 拒 也 数 的 全 增 量 Aw 改写 成 
Au=|f (zo Az, yo tt AYy, zot+ Az) — f(xo0, Yo + Ay, zo + Az) 


| (2 Vo + Ay, zo + Az)— f (xo, Yo, zo 十 和 Az)| 
下 | 全 20; 20 十 Az) 一 yo 2/0， 的 小 


其 中 每 一 方 括 弧 内 的 差 表 示 函 数 仅 关于 一 个 变 元 的 偏 增 量 .因为 我 们 兽 假 定 在 点 
(zo0,yo: 20) 的 邻 域内 偏 导 数 存 在 , 所 以 , 当 Azx, Ay, Az 充分 小 时 , 可 以 把 有 限 增 量 公 


式 [112] 分 别 地 应 用 于 每 一 个 差 ; 就 得 到 


Au= f(z0+0Az,yot+ AYy,zo+ Az): Ax 
+fy(zo,Yo t+ AY, 20 + Az): Ay+ fs(zo,Yo, zo + G2Az): Az. 
各 在 此 处 令 : 
户 (zo 十 9Azyo 十 Ayz 十 Az) = 万 (zoyo,z0) 十 ol 
fi (xo, Yo + 01AYy, zo + Az) = 三方 (zoyo,20) 十 有 
fs (zo YO0, Z0 十 0 Az) 一 fi (zo, Y0; Zz0) 十 7Y， 
就 得 出 Au 的 表达 式 (1)， 当 Az 一 0, Ay 一 0, Az 一 0 时 , 诸 等 式 左 端的 导数 的 
变 元 趋 于 zo,yo, zo0( 因 为 0,01;,0 是 真 分 数 ), 因此 , 这 些 导 数 本 喘 , 由 于 假定 它们 在 
(x0; Vo; 20) 为 连续 , 就 趋 于 右 端的 诸 导 数 , 而 a,6,y 则 都 趋 于 零 . 证 明 由 此 完成 . 
顺便 提 及 , 由 已 证 明 的 定理 可 得 : 由 于 偏 导 数 在 已 给 点 存在 且 连 续 可 以 推 得 遂 
数 本 身 在 这 点 为 连续 ; 实际 上 , 和 若 Az 一 0, Ay 一 0, 人 Az 一 0, 则 显然 wu 一 0. 
为 了 要 把 公式 (1) 写成 更 紧凑 的 形式 , 可 引入 两 点 
(z0;Yy0;20) 与 (zo 十 Az,yo 十 Ay,zo 十 Az) 


之 间 的 距离 的 表达 式 : 
p= VAz?+AYy + A. 
利用 p 以 后 , 就 可 以 记 : 


A: 和 人 Az 
QAZ++ OAYy + YAz = («> 十 9 十 7 “1. 


用 < 表示 括号 内 的 式 于 , 号 有 
QAT+ OAYy+ YA = ep, 
式 中 的 = 依赖 于 Ax, Ay, 人 Az, 且 当 Az 一 0,Ay 一 0,Az 一 0 时 也 趋 于 零 , 或 更 向 捷 
地 说 , 当 p 一 0 时 = 趋 于 零 . 因此 , 现在 可 以 把 公式 (1) 改写 成 : 
Au = Af(lzxo, vyo, 20)= f(z0, Yo, 20): Az + f(xo, yo, 20)* AY 

+fi (x0, yo, 20) * Az 十 ED， (2) 
当 pp 一 0 时 式 中 的 = 一 0. 数量 ep 显然 可 以 写成 o(p)( 知 把 在 60 内 引入 的 记 法 推 
广 至 多 元 汤 数 的 情形 ). 


例如 , 若 取 第 一 个 差 , 则 它 可 以 看 成 是 函数 f(z,yo + Ay, zo +Az) 关于 一 个 变 元 > 的 增 量 , 它 
对 应 于 由 z = zo 变 到 z = zo + Az 时 函数 的 增 量 . 依 假定 关于 在 区 间 [zo, zo + Az] 的 一 切 > 便 ， 
这 函数 关于 z 的 导数 彤 (z,vyo + Ay, zo +Az) 都 存在 , 于 是 有 限 增 量 公式 是 可 以 应 用 的 , 余 仿 此 . 


326 ， 第 五 章 多 元 项 数 [179] 


注意 , 在 我 们 的 讨论 中 并 没有 把 增 其 Az, Ay, Az 各 别 地 等 于 0 或 甚至 全 部 同时 
等 于 0 的 情形 除外 . 因此 , 说 及 当 Az 一 0, Ay 一 0,Az 一 0 时 有 


Q 一 0， 0—0, 7Y—0, < 一 0， 


我 们 是 把 它们 了 解 为 广义 的 极限 关系 式 , 而 并 未 除去 这 些 增 量 在 其 变动 过 程 中 转变 
为 零 的 可 能 性 (参阅 96 内 类 似 于 此 的 附注 ). 

在 前 -~ 定理 的 证 明 中 , 我 们 对 于 多 元 也 数 的 要 求 比 对 一 元 销 数 的 要 求 多 -一 些 . 为 了 要 指出 ; 厂 
不 遵守 这 些 要 求 , 这 里 的 公式 (1) 或 (2) 可 能 是 不 适用 的 , 最 后 我 们 来 研究 下 面 的 例子 (为 了 简单 
和 起见, 我 们 在 这 例子 中 仅 涉 及 两 个 必 元 )， 

员 数 f(z,y) 由 下 列 等 式 例 定 : 


zz 轨 =- 一 二 (假如 z+ 广 >>0)，f(0,0)=0. 


2 | 2 

这 汤 数 在 全 平面 上 为 连续 ; 它 在 点 (0,0) 的 连续 性 已 于 167, 5) 内 推 得 . 其 次 , 在 全 平面 上 关 
于 z 及 yy 的 偏 导数 也 在 在 . 当 友 二 > 0 时 , 显然 的 

pa (六 

证 J i 

在 原点 则 有 龙 (0,0) = 万 (0,0) = 0; 这 是 由 f(z,0) = f(0,y) = 0 出 发 , 依照 偏 导 数 的 定 
义 直接 推 得 的 .容易 看 出 , 在 点 (0,0) 处 两 偏 导数 的 连续 性 遭受 破坏 (例如 , 对 于 第 一 个 只 需 令 
和 > 一 0 就 足以 证 明 ). 

对 于 我 们 的 两 数 而 音 在 点 (0,0) 处 公式 (1) 或 (2) 并 不 成 立 . 事实 上 , 从 假设 这 些 公式 成 立 ， 


Ay” 2 ; 
下 (Dj 这 AR 一 cvV/Az2 二 和 Ay2， 
当 Az 一 0.Ay 一 0 时 , 式 中 的 < 应 趋 于 零 . 今 特 别 于 上 式 中 令 三 ,AZ S00, 则 得 


> Az 二 ce.V2.Ax， 由 此 有 <e = 


f(s 


ee 


而 当 Az 一 0 时 s 却 并 不 趋 于 零 , 这 就 违反 了 假设 . 


顷 数 
f(z,y) = V Iryl 

在 点 (0,0) 处 也 有 类 似 的 特性 . 这 让 读者 去 分 析 . 

179. 全 微分 在 一 元 函数 y = f(z) 的 场合 , 我 们 在 103 内 曾 论 及 它 的 增 量 
上 二 JE 人) 能 人 否 表示 为 

Af(zo) = 二 A-.Az++o(Az) (4= 常数 ) (3) 
的 形式 的 问题 . 由 此 看 出 [104], 要 这 种 表示 法 成 为 可 能 , 其 元 要 条 件 为 : 图 数 在 点 
z 二 20 处 存在 有 限 导 数 f(zx0), 而 且 恰 好 当 4 = f(z0) 时 上 述 等 式 成 立 . 图 数 的 增 
量 的 线性 部 分 
Ms (nn 0 A 


就 称 为 消 数 的 微分 dy. 
转 而 讨论 到 多 元 遇 数 , 例如 , 定义 于 某 一 (就 说 是 开 的 ) 区 域 D 中 的 三 元 晒 数 
f(x,y,z), 自然 要 提出 类 似 的 问题 : 能 人 否 把 增 量 
Au= Af(xo, yo, 20) 
= f(zo + Ax, vo Ay, Zot Az) — flro, yo, Zo) 
表示 为 
Af(xo,Yo,20) = 4A.AzT+B.:Ay+C.Az+to(p), (4) 
式 中 的 4A, B,C 是 稼 数 , 而 p = VAz2 十 A 十 和 2 
如 同 在 103 内 那样 , 容易 证 明 , 和 若 展 开 式 (4) 成 立 , 则 在 点 (zo0, wo, 2z0) 处 存在 关 
于 每 一 变 元 的 偏 导 数 , 而 且 


广 (7zo,yo, 20) = A, fo (Xo, yo, 20) = B, fi.(zo0,yo,20)=C. 
实际 上 , 例如 , 在 (4) 内 令 Ay = Az==0 而 Az 半 0, 则 得 


f (zo + Az, yo, 20) — f (x0, Yo; 20) _ 4 ofAz|) 
一 一 一 十 ， 
和 AZ 人 也 


由 此 推 得 , 必 存 在 


f(zo + Az, yo, z0) — f (zo, Yo, zo) 


filet) = dm, 2 -4 
这 样 , 关系 式 (4) 永远 仪 以 
Af(xo, Yo, 20) = fi (Xo, Yo, 20) * Ax 
+ fy (xo, Yo, 20) . Ay + fi (xo, yo, 20) " Az+o(p) (5) 
或 (用 更 简捷 的 记 法 ) 
Au 一: AT+u, Ay 二 2 Az+o(p) (5* ) 
的 形式 出 现 . 
虽然 , 在 一 元 函数 的 场合 , 导数 yy = f'(zo) 在 所 考察 的 点 存在 就 已 足够 保证 关 


系 (3) 成 立 , 而 在 现在 的 场合 , 偏 导数 
us = f(xo0, yo, 20), WwW = f(zo0, Yo 20), Vs = fs(xo, Yo, 20) 


的 存在 却 还 不 足以 保证 展开 式 (4) 的 成 立 ， 对 于 二 元 果 数 ， 这 种 事实 已 在 前 目 例 
题 内 看 到 过 . 在 该 目的 定理 内 曾 指 出 关系 式 (4) 成 立 的 充分 条 件 是 : 各 偏 导 数 在 点 
(xz0; yo,; 0) 的 邻 域 内 存在 ， 并 且 它 们 在 这 点 为 连续 . 可 是 , 容易 证 明 , 对 于 公式 (5) 或 
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(5*), 这 些 条 件 决 非 必 要 的 . 实际 上 , 由 于 类 似 的 条 件 对 于 一 元 函数 (假如 愿意 的 话 ， 
它 也 可 以 看 成 是 任意 个 变 元 的 函数 ) 并 非 必要 , 已 可 推 知 此 事 . 

当 公 去 (5) 成 立时 ,函数 f(x,y,z) 称 为 在 点 (zo0,yo,z0) 处 可 微 的 , 而 ( 仅 在 这 情 
形式 子 


Go AR + “AY + "Ag 


Uy 


= yO, Zz0) : Lt 部 (Zo, Y0, Zz0) : AY 4 FC VY0, 20 ) 心 世 


印 马 数 的 增 量 的 线 站， 称 为 它 的 (全 ) 微分 , 且 用 记号 du 或 df (zo,vyo, 20) 来 表 
示 . 

在 多 元 函数 的 场合 , 我 们 已 看 到 在 已 给 点 处 “函数 是 可 微 的 ” 一事 并 不 就 相当 于 
在 这 点 处 “ 肾 数 有 关于 一 切 变 元 的 偏 导数 ”而 是 比 它 所 指 的 更 多 一 些 . 可 是 , 我 们 通 
第 将 假定 偏 导 数 的 存在 及 连续 性 , 而 这 却 又 超过 可 微 性 了 . 

知 约定 把 自 变 量 的 任意 增 量 Ax, Ay, Az 理解 为 自 变 量 的 微分 dx, dy, dz@, 则 可 
以 写成 : 


df (zo, Yo, 20) 
= fi(Xo,Yo; 20)* dz + fy (zo, Yo, 20)* dy + fi(xo, Yo, 20)* dz, 
或 
du = us dr + wu, dy+ us dz 
即 全 微分 等 于 偏 微 分 [177] 的 总 和 25). 


”180. 二 元 函数 的 几何 说 明 ”要 想 给 上 述 的 种 种 以 几何 说 明 , 好 像 一 元 函数 的 导 
数 及 微分 的 几何 说 明 一 样 [91, 104], 我 们 得 回 过 来 研究 曲线 K 在 其 上 一 已 给 点 Mo 
处 的 切线 的 概念 . 

我 们 曾 定义 切线 MoT( 图 99) 为 割 线 MoM 当 MoM 趋 于 零 时 的 极限 位 置 [911]. 

显然 , 还 可 以 给 它 一 个 与 此 等 价 的 定义 : 

若 曲 线 必 上 的 动 点 M 至 直线 MoT 的 距离 MP 与 MW 趋 于 老 时 成 为 比 MM 
较 高 阶 的 无 穷 小 (即行 比值 MP/MoM 在 这 时 趋向 于 零 J@, 则 直线 MoT 就 称 为 曲 
线 人 在 其 上 一 点 AM0 处 的 切线 . 


外 震 视 上 月 变量 x 的 微分 与 作为 自 变 量 z,y,z 的 函数 的 z 的 微分 为 恒 等 , 则 依 一 般 公 式 , 可 以 写 


Ue A Ay 7X :Az=1:Ar+0.:Avy+0.:Az= Ar; 


那 时 等 式 dz = Az 就 是 可 证 明 的 了 ， 
@ 就 是 说 sin op 趋 于 霍 , 从 而 割 线 MoM 与 直线 MoT 的 夹 角 亦 随 之 趋 于 堆 


< 


(参阅 图 99). 


25) 这 样 一 来 , 图 数 在 固定 点 (Zz0, Yo, 20) 的 全 微分 du 是 三 个 自 变量 Az ,Ay,Az 的 ( 线 ， 件 ) 限 数 ; 总 
体 上 , dw 的 值 依赖 于 6 个 自 变 量 : dv = ee Ay, Az). 国定 增 量 Azx, Ay, Az( 从 而 dz, dy, dz 
变 为 弟 数 ), 我 们 可 以 把 函数 v 的 全 微分 du 看 作 (仅仅 ) 是 自 变量 zx,y,z 的 函数 , 当 定义 函数 的 
二 阶 微分 a2w 时 , 就 是 这 样 做 的 , 在 一 系列 其 他 情形 也 一 样 . 


[180] $3. 多 元 项 数 的 导数 及 微分 . 329. 


现在 考察 某 一 曲面 S 及 其 上 的 一 点 Mo 图 (100). 


网 99 图 100 


类 似 于 切线 的 定义 , 我 们 给 出 切 平面 的 定义 : 

若 曲 面 上 的 动 点 M 至 平面 MoK 的 距离 MP 当 MoM 趋 于 零 时 成 为 比 MoM 
较 高 阶 的 无 穷 小 ( 即 比值 MP/ MoM 在 这 时 趋 于 零 ), 则 平面 MoK 就 称 为 曲面 S 在 
其 上 一 点 iM 处 的 切 平 面 . 

设 [159] 曲面 是 由 直角 坐标 方程 z = f(x,y) 给 定 的 . 

取 曲 面 上 的 一 点 Mo(zo, yo,; 20)( 其 中 2 = f(xo,;yo)), 并 人 研究 在 什么 条 件 之 下 经 
过 点 1Mo 而 有 方程 

Z—20= A(X— zo0)+ B(Y— wo) (6) 

的 平面 P 能 满足 切 平面 的 定义 . 

作 ML 平行 于 z 轴 (参阅 图 100), 并 从 Mo 作 ML 的 垂 线 MoN. 因为 线段 MK 
与 MP 只 相差 一 个 (不 等 于 等 的 ) 常数 因子 , 故 可 考察 比值 MK/M Mo 以 代 比 值 
MP/MMo. 今 将 证 明 , 本 质 上 并 不 改变 切 平面 的 定义 , 但 最 后 可 以 用 线段 p = MoN 
来 代替 这 里 的 距离 > = M Mo. 

右 当 M 一 Mo 时 比值 MK/p 趋 于 零 , 则 当然 有 MK/r 趋 于 零 , 因为 > > p. 今 
先 假定 MK/r 趋 于 零 , 再 证 明 MK/p 也 必 趋 于 零 . 为 此 只 要 证 明 当 M 一 Mo 时 比 
值 常 为 有 界 就 够 了 . 

线段 MK, 除 符号 可 能 不 同 外 , 其 值 可 用 式 子 


2 一 了 = 一 2 加 0 一 4 一 2zZ0o) 一 刀 ( 一 200) 
来 表示 , 在 引 人 记 号 


2 一 20=Az， y—-y=Ay, 2—20= Az= Af(zo,yYo), 
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则 MK 可 用 式 子 
Az— (AAz + BAY) 


来 表示 . 由 于 上 面 所 作 的 假定 , 至 少 对 于 充分 接近 于 Mo 的 点 M 将 有 


1 
IAz— (AAz + BAy)| < A >V Ar 二 Ay? 二 Az2, 


直人 
Az 人 人 1 NR 
pe 
0 p p 2 p 
或 (加 强 不 等 式 ) 


人 Az 
一 < MIBI+ (+ + 
由 此 ， 
二 <2(|A|+|B|)+1 

因此 ， 

IAz| . 

1+ (oe ) < 2(|4| + 1BI+1), 
此 即 需 要 证 明 的 . 


这 件 当 且 仅 当 屁 革 
Az — (AAzx + BAY) 


p 
随 p 而 趋 问 于 零 时 , 即 当 展开 式 


Az =Af(zo,y) = A. Az + B.Ay+o(p) 


成 立时 (比较 (4)), 平面 (6) 才 是 曲面 5 的 切 平面 . 

我 们 得 出 最 后 的 结论 : 要 使 曲面 z = f(x,y) 在 点 Mo(zo,yo,zo)( 式 中 的 20 = 
jzo,yo)) 处 有 切 平面 台 , 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 : 函数 /zi 人 在 z=zoy= 各 时 
是 可 微 的 . 

因为 在 满足 这 条 件 时 , 系数 4 及 B 必须 等 于 偏 导数 彤 (zo,yo) 及 f/ (zo,yo), 故 
切 平 面 可 用 方程 


2 一 2 一 f(zxo, yo) . (X 2Z0 ) 二 1 ro 4 二 yo) 


来 表示 . 
通常 z,y,z 的 下 标 并 不 写 出 , 那 时 , 切 平面 的 方程 就 成 为 


Z—z= f(r,9) (KX—7)+ f(r,Y) :(Y —). (7) 


外 此 处 所 指 是 不 平行 于 z 轴 的 切 平面 . 


不 难看 出 , 备用 经 过 点 Mo 而 平行 于 z 
轴 的 任 一 平面 来 截 此 曲面 及 其 在 Mo 处 的 切 
平面 , 则 前 一 截 线 为 一 曲线 , 而 后 一 规 线 恰 为 
此 曲线 之 切线 包 . 

特别 , 用 平面 Y= yo 及 XX = zo 截 曲面 
而 得 出 的 两 曲线 , 其 斜 党 @ 各 等 于 : 


f(ro yo) 及 万 (zo,yo). 
在 图 101 中 , 线段 KMi, KoM> 及 KM 
各 表示 吧 数 的 偏 增 量 及 全 增 量 ， 而 线段 
KiNi, KaN2 及 KN 各 表示 函数 的 偏 微分 及 “ 
全 微分 [比较 104 及 图 44] 
181. 复合 函数 的 导数 ” 设 消 数 


以 一 f(x,Y, Z) 
定义 于 区 域 D 内 , 而 且 每 一 变 元 x,y,z 又 各 为 变动 于 某 一 区 间 内 的 变量 的 也 数 : 
必 一 p(t), y= Y(t) z= X(t). 


此 外 , 再 设 当 t 变动 时 点 (x.y,z) 不 越 出 D 的 范围 
把 xz,y,z 的 数值 代入 函数 f, 则 得 复合 晒 数 : 


u = je 人 的 X(t)). 


假定 uw 有 关于 z,y,z 的 连续 偏 寻 数 这, 由, 凤 昌 , 且 z, 只 过 都 存在 . 那 时 就 可 以 证 
明 复 合 函 数 的 导数 必 存 在 , 同时 还 可 以 把 它 算出 ， 

实际 上 , 给 变量 t 以 一 增 量 At, 则 zx,y,z 各 得 对 应 的 增 量 Ax, Ay, Az, 晴 数 
也 得 增 量 Au 

把 函数 v 的 增 量 写 成 式 (1) 的 形式 (我 们 可 以 做 到 这 样 , 因为 曾 假 定 有 连续 偏 
导数 迪 , 岂 ,存在 ), 融 得 


Au = AT+W :AY+u Az+ oAT+ HAY+YAS, 


当 Azx, Ay, Az 都 趋 于 零 时 式 中 的 a, 6,7 也 都 趋 于 零 . 用 At 除 等 式 两 边 , 将 有 
Au _,, _ Az ,AY Az M7 | ghY Te 
A7 Ye AF Tu A TY AT At TAt YA 
以 后 [234] 还 要 讨论 曲面 上 经 过 已 给 点 的 任意 曲线 在 此 点 的 切线 这 一 更 普遍 的 问题 
@ 容 易 判 断 , 这 些 斜率 是 关于 那些 坐标 系 而 算出 的 . 
日 严格 些 说 , 只 要 假定 函数 w= f(z,y,z) 可 微 就 够 了 . 
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今 使 增 量 At 趋 于 零 , 于 是 Az, Ay, Az 就 都 趋 于 零 , 因为 wy > 是 的 连续 函数 (我 
们 曾 假定 导数 xz/, yy, z/ 部 存在 ) 因而 a 8, y 也 都 趋向 于 零 . 取 极限 就 得 : 


1/ _/ _/ a | 
Ce Me (8) 


我 们 看 到 , 在 前 述 假 是 下 , 复合 哨 数 的 导数 确实 存在 着 . 若 利 用 微分 的 记号 ， 则 
2 Eg 
dy Ou dr Ou | dy Ou dz 


a (9) 


今 将 考察 另 一 种 情形 , 那 时 x,wy,z 不 只 是 一 个 变量 上 的 图 数 , 而 是 几 个 变量 的 函 
数 , 例如 


志 一 P(t. 0 4 一 Dw) ae a ek 


际 优 定 函 数 f(z,y., 2) 的 偏 导数 存在 且 连 续 以 外 中, 我 们 再 假定 图 数 xz.vy,z 关于 
t 及 的 偏 导数 也 存在 . 

把 申 数 wp,y,x 代入 图 数 f 以 后 , 我 们 就 得 出 某 一 个 二 变 元 t 及 wv 的 函数 , 并 且 
发 生 关 于 偏 导 数 wi 及 w, 的 存在 及 求法 的 问题 . 但 这 一 情形 与 刚才 研究 过 的 情形 并 
无 本 质 上 的 差别 , 因为 在 求 二 元 哨 数 的 偏 导 数 时 , 我 们 总 是 固定 其 中 一 个 变 元 , 故 所 
斋 要 处 理 的 仍 为 一 元 函数 . 因此 , 对 于 这 种 情形 , 公式 (8) 仍然 并 无 改变 , 而 公式 (9) 
需要 改写 成 为 

Ou Ou OT Ou Oy Ou Oz 


二 (9 


182. 例题 1) 考察 客 指 函数 
W 
仿 工 二 (和),y = 如 ,按照 刚才 导出 的 复合 清 数 的 微分 法 则 而 微分 它 , 就 得 到 我 们 已 经 知道 
肥 莱 布 尼 次 和 贝 努 利 的 公式 


/ 一 】 / / 
WY i 


外 前 . 我 们 曾 用 技巧 的 方法 [99, 23)] 证 明 过 它 (写成 别 的 形式 ). 
2) 设 久 二 f(z,y,z) 有 连续 的 侦 导 数 , 并 用 


全 答 ,yy,z, 则 有 
Ou Ou Ou Ou Ou Ou Ou Ou Ou 


0 Bn Orz O02 Ey Dr 
3) 名 (在 那些 关 计 函数 了 的 同样 假定 之 下 ) 保留 z 为 自 变 让 , 而 令 


二 区 2) 二 2 
2 参阅 前 页 的 脚注 @ 
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其 中 y(zj,z(z) 是 对 z 可 微 的 图 数 , 则 w, 作为 z 的 复合 函数 , 将 有 导数 : 
du Du Ou dy Ou dz 


dr Oz Oy dz Oz dz 


或 
= 万 (z;y(z),z(z) 十 访 (zy(z)z(z)) Y (2) + fe(x, YT), 2(2)) :Zz (1). 
在 这 里 x 本 号 如 同 公 式 (8) 内 的 变量 t 一 样 . 
4) 奇 把 z,y 二 者 仍 作为 自 变 量 , 把 > 换 成 限 数 
z = Zz(T,Yy)) 
假定 它 有 关于 x 及 关于 y 的 导数 , 则 对 于 复合 隔 数 w= 了 (x,y, z(x,y)) 将 有 : 
CR AC EAC 
Ou 


Oy = f(r,y, (7, y)) 十 广 (2Z，y， z(T,Y)) : zy (7,Y). 


5) 作为 应 用 公式 (9) 的 男 一 个 例题 , 讨论 关于 行列 式 


Q11l 0Q12 5 化 17 

Q21 0Q22 "i Q27 
人 二 

Qnl Qn2 四 Cnn 


的 微分 法 的 问题 . 但 假定 其 元 素 aig (i,k = 1 2 ,nn) 都 是 某 _ 参 变数 了 的 函数 , 它们 关于 的 
导数 2 都 存在 ， 
回忆 行列 式 关 于 其 第 上 行 的 元 素 的 展开 式 


人 A= Aix:ax 二 Ar aakg 二 二 Aik Qik 十 -十 Ank : Qnk, 
其 中 诸 代 数 余 因子 Aix,… , Anx 并 不 含有 元 迪 aix, 就 容易 知道 


OA 和 


一 Aix. 
Oaik 


在 这 种 情形 , 按照 公式 (9)， 


dA BSA daix 一 daix 
DD BH 2 2A rt 


k=1 i=1 k=1 i=1 


注意 : 和 ”4ik a 也 表示 一 个 行列 式 的 展开 式 , 它 同 已 给 行列 式 的 差别 仅 在 于 把 已 给 行 
列 式 中 第 行 的 元 素 换 成 它们 关于 t 的 导数 轩 了 . 由 此 得 法 则 :行列 式 A 的 导数 等 于 把 A 内 的 
第 1, 第 2, .……, 第 n 行 元 素 依 次 换 成 它们 的 导数 而 得 出 的 n 个 行列 式 的 总 和 . 

公式 (8) 与 关于 一 个 变 元 z 的 函数 w 的 公式 : ww = ww .x1 相似 . 然而 , 须 郑重 声明 , 在 导出 
这 些 公式 的 条 件 上 仍 有 不 同 . 若 % 是 一 个 变 元 的 函数 , 则 假定 导数 uw 存在 已 经 够 了 ; 而 在 多 元 函 
数 的 场合 , 我 们 还 不 得 不 假定 导数 ww,w,…， 的 连续 性 . 下 面 的 例题 指出 : 为 了 公式 (8) 的 实现 
仅 知 这 些 导数 存在 , 一 般 是 不 足够 的 . 
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6) 定义 曙 数 坟 = /zz 令 : 
f(z,y) = 本 了 万 ( 当 z 十 只 > ONH),，f(0,0)=0. 
我 们 已 看 到 过 , 这 函数 在 所 有 点 都 有 偏 导 数 , 原点 (0,0) 也 不 例外 , 而 且 


fi(0,0) = 0， fi(0,0) = 0; 


注意 , 恰好 在 这 点 , 导数 有 间断 . 
在 令 Z = 及 4 = 上 以 引入 新 变量 已 则 得 土 的 复合 函数 . 按照 公式 (8) 这 函数 在 二 = 0 时 
的 胖 数 应 该 等 于 


Ur 一 2 ‘TU 一 0. 
但 另 一 方面 , 若 把 x 及 y 的 值 直 接 代 入 已 给 函数 ww 二 f(z,vy), 就 得 
tt 1 ， 
B+ 2 
今 直接 关于 上 求 微分 , 则 在 的 任何 数值 时 都 有 zy = 二， 故 当 上 = 0 时 亦 如 是 
因此 公式 (8) 在 这 种 场合 是 不 能 使 用 的 . 
7) 昭 数 二 了 f(x,y) 由 两 等 式 


3 ， YY jv 2 2 
zy) = (3 0 时 )， f(0,0) = 


确定 , 它 在 点 (0,0) 的 性 质 完全 与 6) 中 的 函数 类 似 . 今 若 取 x = y = 上 则 得 复合 函数 v 
它 在 上 = 0 有 为 无 穷 的 导数 . 若 令 x 二 4 而 
当 #0 时 y= 培 sin， 当 + 上 三 0 时 7 =0， 


则 由 两 等 式 : 1 
上 . S]n 一 
当 上 关 0 时 = 一 一 一 一 当 t=0 时 w=0， 
1] 十 t3， sin 了 


确定 的 复合 函数 在 t = 0 时 根本 没有 导数 . 

183. 有 限 增 量 公式 设 函 数 f(zx,y,z) 在 闭 域 DD 中 有 定义 而 且 连 续 , 并 在 这 区 
域内 部 ( 即 在 它 的 所 有 内 点 ) 有 连续 偏 导数 包产 疡 ， 今 考察 D 中 的 两 点 

Mo(zoyoz0) 及 Mi(zo + Az,yo + Ay, ?0+ Az), 
假设 这 两 点 能 用 全 部 位 于 D 域内 的 直线 段 Mo Mi 来 连接 @. 则 成 立 下 面 的 公式 : 
Aflzo, Yo, 0)= f(To + Az, Yo + Ay, zo Az) — f(xo, Yo, 20) 
=fi(zo0+0Ax,yo +0AYy, zo + OAz):. Ax 
十 挛 () -Ay + fi) .Az (0<9<1 (10) 


中 这 里 著者 的 意思 是 指 直线 段 Mo M1 上 一 切 点 都 是 D 域 的 内 点 , 仅 两 端点 Mo 与 Mi 可 能 是 
例外 一- 译 者 注 . 
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它 完全 类 似 于 熟知 的 一 元 哺 数 的 有 限 增 量 公 式 [112(2)]. 
为 了 证 明 公 式 (10), 在 图 数 f(x,y,z) 内 令 

T=ZXot+t:Ar, UV 三 Mo-HtAy z= ot+t.Az (11) 

(其 中 0<z< 1), 就 是 只 在 直线 段 Mo 上 的 各 点 来 考察 我 们 的 图 数 .上 的 复合 函数 
F(t)= f(xo+t: Az,vyot+t: Ay,zot+t:Az) 

在 全 区 间 [0, 1] 中 是 连续 的 [170], 且 在 这 区 间 内 部 有 导数 , 按照 公式 (8) 求 得 这 号 
数 等 于 

F(t)= f(zo0+t: Ax,yot+t: Ay, ot+t: Az):Az 

+ ) .Ay+ fl) Az, 


因为 由 (11)， | 
TA 5 4 _ A, 
Of 一 人 AX, Qt 一 Ay, 一 A 
把 112 的 公式 (2) 应 用 于 区 间 [0. 1] 中 的 曙 数 大人, 得 : 
F(1)—F(0)=F(0) (0<0<1). 
奇 注意 到 , 按照 疝 数 F(t) 的 定义 , 有 
Fl(1) F(0) 一 f (zo 十 AZX, Yo 十 AYy, 20 十 Az) 人 f (xo, Yo, 20)， 
并 用 刚才 求 出 的 式 子 ( 当 t= 6 时) 代 蔡 导数 (9), 网 得 出 公式 (10). 
作为 应 用 刚才 所 证 明 的 公式 的 简单 例题 , 可 证 下 面 的 命题 : 
若 连 续 于 闭 连通 域 DD 中 的 函数 f(x,y,z) 在 此 域内 部 有 都 等 于 0 的 偏 导数 : 
= =f=0, 
则 这 有 函数 在 全 域 D 中 必 为 常数 : 


f = 常数. 

设 Mo(zo,yo;20) 及 M(xz,y,z) 是 DD 域 中 的 任意 两 点 . 由 于 假定 了 是 连通 域 , 故 
可 以 用 全 部 在 D 内 的 折线 连接 它们 . 各 Mi (zx1,Y1, 21) 是 折线 上 Mo 后 面 的 一 个 项 
局 ， 则 在 (10) 内 令 Z0 十 AZ = 1,Y0 十 Ay 二 Yl1, 0 二 AZ 二 21)， 立即 得 出 

f (zx1,Y1,21) = f (xo, Yo, 20); 
如 此 逐步 推算 , 由 一 顶点 至 另 一 顶点 , 最 后 可 得 
f(z,Y, 2 一 f (xo, yo, 20)， 

这 便 是 上 所 要 证 明 的 . 
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184， 沿 给 定 方向 的 导数 ”图 数 FM) = f(z,y,z) 关于 x, 关于 关于 > 的 偏 
导数 分 别 表示 前 数 沿 着 三 坐标 轴 方 向 的 “变化 率 ". 例如 , 矿 是 函数 关于 zx 的 变化 率 : 
因为 预 设 动 太 仪 疝 平 行 于 zx 轴 的 方向 而 移动 . 然而 , 在 许多 物理 问题 上 还 需要 知道 
国 数 f(M) 沿 着 其 他 方向 的 “变化 率 ”. 例如 , 若 所 给 为 温度 场 , 即 若 给 定 在 所 考察 物 
体内 每 点 M 的 温度 f(M), 则 热 的 分 布 及 转移 的 规律 自然 地 依赖 于 温度 沿 着 一 切 方 
问 下 降 (或 上 升 ) 的 速度 . 现在 要 使 消 数 沿 任 一 给 定 方向 的 变化 率 或 导数 的 概念 格外 
准确 . 在 这 里 我 们 也 有 机 会 应 用 公式 (9). 

设 滑 数 f(2M) 定义 于 某 一 ( 开 ) 域内 . 考 
察 这 区 域 中 任 一 点 Mo(zo,vyo,; 20) 及 经 过 这 
点 的 任 一 有 向 直线 ( 轴 ) (图 102). 

及 M(xz,y,z) 是 在 这 轴 上 的 为 一 任意 
点 , MoM 是 Mo 与 M 之 间 的 线段 的 长 , 带 
有 适当 的 符号 , 碘 是 , 若 MoM 的 方向 与 轴 
7 的 方 同一 致 , 就 带 有 正 号 , 在 相反 的 情形 就 
市 有 负 号 . 

设 M 无 限 地 趋 近 于 Mo. 极限 

(M)— f(M 
Ma Te 
就 称 为 函数 f(M) 沿 方向 i( 或 沿 轴 1) 的 于 图 102 
数 , 并 用 下 式 表 示 : 
Of (Mo) _ Of (zo, vo, zo0) 


8/ Al 
这 导数 就 表征 着 消 数 在 点 Mo 六 1 的 3 变化 率 ” 
特别 , 表面 已 说 过 , 通常 的 偏 导 数 融 ' 本 殉 亦 可 以 看 成 “方向 ”导数 
现在 假定 , 函数 f(x,y,z) 在 被 考察 的 区 域 中 有 连续 的 偏 导数 0. 设 轴 / 与 三 坐 
标 轴 分 别 所 成 之 角 为 a, 3,y. 兹 证 明 , 在 上 述 的 假定 之 下 , 沿 方向 1 的 导数 必 存 在 且 
可 用 下 列 公 式 来 表示 : 


Of (xo, yo, 20 ) _ Of Of of . 
一 COSQ 十 By COSB 十 Bz COSY. (12) 


为 要 证 明 , 注意 在 令 MoM = t, 则 将 有 
一 00 三 上 cosa， Yy—Yyo=t.cosd, zz—20 = tcosy. 
这 样 , 党 看 轴 5 坐标 x,y,z 可 以 看 作 的 也 数 : 


T=7zot+t:cosa, Y=yo+t:cosB, z= 2o+tt.cosy, (13) 
参阅 第 181 日 脚注 @) 
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而 水 数 f(M) = f(x,y,z) 就 可 以 看 作 上 的 复合 困 数 g(t). 这 时 点 Mo 对 应 着 上 = 0. 
这 样 , 束 有 
Of (ME. sa SS O00)  5 
Dt 人 
仅 需 导数 w(0) 存在 . 但 导数 yy/'(2) 在 上 述 假定 之 下 确 存 在 , 并 且 按 照 公 式 (9) 可 以 
表示 为 下 面 的 形式 : 


ee RN 
far ad Oy d Oz dt 
利用 公式 (13), 就 得 

of of Of 


p(t) = —— 1 cosa + —— :co0s0 + —— .cos 


O% Oy OZ 
由 此 即 可 推 得 我 们 的 命题 . 
现在 提出 这 样 一 个 问题 ; 函数 在 一 给 定点 没什么 方向 增 大 得 最 快 ? 当然 , 这 问题 
仅 当 导数 
Of (xo, 40， z0) ee Of (zo, Yy0， zo) ee 0 (ww yO, z0) 
Ox | Oy : Oz 
不 同时 等 于 零 的 场合 始 有 意义 (因为 , 否则 沿 任 何方 向 的 导数 就 要 都 等 于 零 ,) 
在 这 一 假定 下 , 把 (12) 式 的 右 方 改写 为 : 


(14) 


Q. Cosa 十 b: cosl 十 CCcoS7 


一 Vao2 十 好 十 c? (去 om 十 os 十 Econ) . 


抒 丘 号 内 的 各 分 数 看 作 某 一 方向 9 的 方向 余弦 : 


a b C 
一生 = COSA,，—— = cosh. —— = Cosw, 


于 是 我 们 就 得 出 
Va2 十 刀 十 c2.(cos Xicosa 二 cos1HpcosB + cos vcosy). 
受 后 , 若 用 (9,1) 表示 方向 9 及 1 之 间 的 夹 角 , 则 按照 解析 几何 学 上 的 已 知 公式 , 得 
二 = Va2 十 好 十 c2.cos(g, 有 站 (15) 
现在 很 易 明了 , 知 使 ! 重合 于 9, 这 导数 将 达到 其 最 大 值 : 
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在 坐标 轴 上 的 投影 为 (14) 的 向 量 8 就 指出 函数 增 大 得 最 快 的 方向 , 而 它 的 长 
下 就 给 出 对 应 的 导数 的 数值 . 这 向 量 称 为 函数 f(M) = jz, 凡 2) 的 梯度 . 


改写 公式 (15) 为 有 
=|. cos($) 


容易 看 出 , 车 在 方向 线 / 上 放置 长 度 为 党 的 线段 , 所 得 的 疝 量 恰 巧 忠 是 梯度 在 这 方 
向 线 上 的 投影 . 

185. {一 阶 ) 微分 的 形式 不 变性 ” 设 毅 数 = f(x,y,2) 有 连续 的 偏 导 数 Ur Wy, 
ww, 而且 x,y,% 本 身 又 都 是 新 变 元 t 及 的 晴 数 : 


z= O60), Y = W(t 0), 2 = Xo), 


之 们 也 有 连续 偏 导数 zz4,y,, 区区 于 是 [181] 不 仅 复合 函数 妈 关 于 了 及， 的 
导数 在 在 而 日 这 些 导数 关于 4 及 v 都 为 连续 , 这 很 容易 由 (8) 看 出 
假如 wy z 是 自 变 量 , 则 我 们 知道 , 函数 v 的 (全 ) 微分 等 于 


1/ . / 1 
du = Us d+ Uy dy + Uy dz. 


在 当前 的 情形 ， 4 已 通过 z， 21, 的 媒介 而 成 为 变 元 1 及 wv 的 消 数 . 因此 ， 关于 这 
些 变 元 , uv 的 微分 可 写成 : 
du = Wu: dt+ wu dv. 


但 根据 (8)， 
UW = 
同样 
三 WW 
把 这 些 数值 代入 du 的 表达 式 中 , 就 有 : 


du= (wu, Tu Yt us Se) dt 
十 (20 十 十 2 2 dv. 


重新 组 合 各 项 如 下 : 
du 一 2 (2 十 To dv) 
tu (Ye dt + Yo dV) + (tt dv). 


不 难看 出 , 在 括号 内 的 式 子 不 是 别 的 , 正 是 函数 x,y,z 的 微分 (关于 t 及 蕊 , 于 
是 我 们 可 以 写成 : 
du = us QZ 十 dy + Ws dz. 


[185] 
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我 们 得 出 的 微分 与 取 x,y,z 为 自 变量 时 的 微分 有 同一 形式 (但 此 处 的 记号 dzx, dy 
dz 当然 已 有 别 的 意义 ). 
于 是 , 对 于 多 元 函数 (一 阶 ) 微分 
一 样品 . 


他 的 形式 不 变性 亦 能 成 立 , 如 同 对 于 一 元 函数 时 
可 能 碰 到 , z,y, z 是 一 些 不 同 的 变 元 的 函数 , 例如 


多 一 p(t), 2 二 w(t, ww) 


》 之 二 Xx(v, WwW). 
种 场合 , 我 们 恒 可 以 当 作 


任 这 


T= 9p1(t, vw), Y= wi(t,v,w), 


于 是 所 有 上 述 的 讨论 就 都 能 适用 于 这 情形 了 
推论 当 z 及 yy 都 是 一 元 函数 时 , 我 们 曾 有 下 面 的 公式 


d(cr)=c:drx, d(z+ty)=dztdy, dry)=y:.dri+r.dy 
d (2) = 2 02 一 全 dy 

y 0 
这 些 公式 当 工 及 yy 是 任意 个 变 元 的 吕 数 时 , 即 当 


7 = p(t,v,.), 
车 仍 是 正确 的 . 


证 明 最 后 的 公式 作为 例子 . 


为 此 , 首先 把 z,y 当 作 自 变 量 ; 于 是 


， .om 一 
dE) = = -一 一 dy 
y y y y 


我 们 看 到 , 在 这 一 假定 之 下 , 微分 的 形式 与 一 元 函数 > 及 y 的 微分 形式 相同 . 根 
省 微分 的 形式 不 变性 , 可 以 断定 这 公式 当 x 及 y 是 任意 个 变 


元 的 函数 时 也 正确 . 
全 微分 的 上 述 性 质 及 由 此 得 出 的 推论 可 以 使 我 们 简化 求 导 数 的 手续 , 例如 : 

化 ] 7 

1) darctg = 


ydr—7z:dy 
(2) 2/ 2Z2 十 212 ) 
] 十 
V 
2) d 一 一 


(二 2]dz 一 ed 十 证 2 
BT 2 
_ 十 2 一 2Z2)dz 一 2zy .dy 一 27z， dz 
(z2 十 ?2 十 22)2 


马 注 意 , 大 只 假定 一 切 所 考察 的 函数 都 是 可 微 的 , 则 结论 亦 真 
至 的 倒置 仍 为 可 微 函 数 就 够 了 . 


要 证 实 这 点 , 只 需 证 明 可 微 范 
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因为 各 目 变 量 的 个 分 前 面 的 系数 就 是 对 应 的 偏 导数 , 故 由 此 就 能 立刻 得 出 这 些 偏 导数 的 数值. 
例如 , 对 于 忌 == arctg 7 直 挡 地 有 


Ou 2/ Ou 7 
Or +p Oy 22 十 ?2 
2 a 
YX 计 二 一 一 一 一 一 一 一 一 中 六 | 
而 对 于 4 DT 扰 六 认得 到 | 
Ou 十 六 一 2 Ou 27Y du 27% 


Ox  (z2 十 妇 十 22)2 Ov (x2+ y+ 22)2 dz (72+y+ 22)? 
[比较 177 的 2) 及 3)]. 


186. 应 用 全 微分 于 近似 算法 ”类似 于 一 元 涵 数 的 微分 [108] 那样 , 多 元 洱 数 的 全 微分 也 能 
成 功 弛 应 用 于 近似 算法 中 估计 误差 的 工作 . 例如 , 设 有 图 数 尽 = f(x,y), 而 且 在 确定 x 及 yy 的 数 
值 时 我 们 容许 有 误差 , 即 如 Ax 及 Ay， 那 时 , 用 变 元 的 不 准确 的 数值 而 算出 的 % 值 也 将 得 有 误 
差 Aw = f(z 十 人 x;y 十 AYy) 一 了 (zx,Y). 现在 要 谈 的 是 误差 Au 的 估计 , 倘 知 已 知 误差 Ar 及 Ay 
的 估 便 . 

用 也 数 的 微分 (近似 地 ) 代 换 它 的 增 量 (这 只 当 Az 及 Ay 的 值 充分 小 时 始 认为 可 行 ), 就 得 


Au = 一:Az+ -一 :和 Ay/. (16 ) 
2 4 


这 里 的 误差 Az 及 Ay 以 及 在 它们 前 面 的 系数 可 能 是 正 , 也 可 能 是 负 ; 所 以 把 每 一 项 取 绝 对 值 , 驳 
得 出 不 等 式 


Aul < | 于 | Aal+ | Ag 
芳 用 5u 6z,6y 表示 最 大 绝对 误差 (或 绝对 误差 的 限度 )， 网 显然 可 以 呆 朋 
Ou 
6u = | ry (17) 


举例 如 下 : 

1) 首先 , 借助 于 刚才 引出 的 公式 , 容易 建立 在 实际 应 用 近似 算法 时 的 几 条 普通 法 则 . 设 w= 
zy( 式 中 x > 0,y > 0), 于 是 du = ydz 十 zdy; 用 增 量 代 换 微分 , 就 得 Av = y :人 rz 十 XY .Ay [ 参 
阅 (16) ], 或 转 而 对 误差 的 限度 来 说 | 参阅 (17) ]: 


ou =Yy:067T++ 70. 


用 等 式 4 二 wy 的 两 端 分 别 除 这 等 式 的 两 端 , 得 出 最 后 的 公子 
WY (18) 
u 代 2/ 

它 表 达 这 样 的 法 则 : 乘积 的 (最 大 ) 相对 误差 等 于 各 因子 的 (最 大 ) 相对 误差 的 总 和 . 

也 可 以 更 简单 地 进行 如 下 : 首先 在 公式 w% = z .vy 两 端 取 对 数 , 而 后 再 求 微分 : 
Inu=lnz+lny, du dr 十 嘱 @ 等 等 
v ZL 1/ 
了 读者 注意 , 我 们 计算 inw 的 微分 时 , 似乎 把 vw 当 作 是 自 变 量 一 样 , 虽然 事实 上 它 是 zx 及 y 的 
顺 数 1175]. 这 附注 以 后 仍 须 牢记 ， 


[186] §3， 多 元 消 数 的 导数 及 微分 . 341- 


2 7 则 依 这 方法 求 出 


Inwu= lnz— lny, ee 0 
入 1 


y 

取 绝 对 值 再 改 用 最 大 误差 , 我 们 仍 得 公式 (18). 这 样 , 商 的 (最 大 ) 相对 误差 等 于 被 除数 及 除 
数 的 {最 大 ) 相对 误差 的 和 . 

2) 误差 的 计算 在 地 形 学 内 经 常 应 用 , 主要 是 用 三 角形 的 已 测 得 元 素 而 计算 其 非 直接 测量 的 元 
素 . 下 面 举 出 这 方面 的 两 个 例子 . 

设 在 直角 三 角形 4BC 内 (图 103), 一 直角 边 4B = 5 及 与 它 邻 
接 的 角 <BAC = a 已 测 得 ; 另 一 直角 边 a 可 按照 公式 : a 三 btga C5 
算出 . 问 在 测量 b 及 a 时 的 误差 对 于 a 的 数值 的 影响 怎样 ? 

求 微 分 , 得 


ad 


b 
da = tgadb + —s— ‘da, Bb 4 
COS* OQ 
于 是 ， 
a 图 103 
Cos2 C 


例如 , 设 测量 的 结果 得 
S10 005 水 200 El. 


于 是 
Or T7027 外 


该 照 上 面 的 公式 确定 bc， 在 其 中 命 56 = 0.05 ， 而 
| 127 ee a 
ja 二 oxi (因为 5a 须 表示 为 弧度 ,而 一 弧度 等 于 


yy e206 2657 
00 x 690 x 360 _ 206 265"). 我 们 就 得 到 


In 


tga:0b = 0.0237, 0a = 0.0087, 


COS2 0 
于 是 凑 足 小 数 第 二 位 后 可 以 当 作 ba = 0.04. 由 此 ， 
7 二 57.62 米 土 0.04 米 . 
3) 在 斜 三 角形 4BC{ 图 104) 内 , 当 按照 公式 
QQ 一 \ /5 十 c2 一 25c.cosaw 
而 确定 一 边 a 时 , 求 其 误差 . 利用 177 的 例 5) 的 结果 , 可 按照 公式 (17) 立刻 写 出 : 
人 bo—c.coso 


习 图 中 直接 看 出 有 


图 104 


pe 0 Oe 
a a a 


‘00 


b—ce:cosa—=a:cosy, c—b:cosa=a:cosB, bc':sinao=a.ho, 
六 中 的 h。 的 三 角形 由 顶点 4 至 其 对 边 的 高 . 这 样 , 就 有 
0a 一 cos :0 十 cos0.oc 十 几 。 :da 


六 照 这 公式 , 很 容易 判断 各 个 误差 85, 6c, 6a 对 于 6a 的 影响 . 


. 342 . 第 五 章 多 元 项 数 [187] 


187， 章 次 函数 ”大 家 知道 , 次 数 相同 的 请 项 所 组 成 的 多 项 式 称 为 齐 次 多 项 式 ， 
例如 ， 
3Z2 — 27Y 十 59? 


是 齐 二 次 多 项 式 . 若 给 这 里 的 > 及 各 乘 一 因子 4 则 全 多 项 式 将 获得 因子 如 . 对 于 
任何 齐 次 多 项 式 , 类 似 的 情况 常 能 成 立 . 
即使 性 质 较 复杂 的 函数 也 能 具有 这 样 性 质 ; 例如 , 若 取 式 子 


VEY 
TT—Y y 
则 当 变 元 z 及 7y 都 乘 上 上 时, 它 也 获得 因子 如, 就 这 点 而 论 , 它 与 二 次 齐 次 多 项 式 有 
类 似 之 处 . 这 种 滑 数 自然 也 称 为 二 次 齐 次 函数 . 
效 给 出 一 般 的 定义 : 
有 定义 于 区 域 DD 中 的 nn 元 函数 f(z1,.… ,zn), 若 当 它 的 所 有 变 元 各 乘 上 因子 
时 , 能 获得 因子 tm, 即 若 能 恒 等 地 成 立 等 式 


JUtZ1 , tTn) = CT , Tn)) (19) 


则 函数 f(z1,… ,zn) 就 称 为 mm 次 齐 次 函数 . 

为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 xz1,… ,zu 及 t 在 此 处 只 取 正 值 . 又 假设 函数 『 的 定 
义 域 D 如 果 含 有 任 一 点 M (7z1,… ,zn) 时 也 必 合 有 当 寺 > 0 时 的 一 切 点 Mi(tz1,……， 
tzn), 即 含有 由 原点 发 出 而 经 过 点 M 的 别 线 . 

齐 次 明 数 的 次 数 m 可 以 是 任何 实数 ; 例如 , 函数 


.2 7 
Z ,Sin 二 十 2 :cos 一 
履 4 


怠 是 变 元 z 及 yg 的 次 齐 次 函数 ， 
现在 企图 得 出 m 次 齐 次 函数 的 一 般 表达 式 . 
首先 设 f(z1,… ,zn) 为 零 次 齐 次 函数 ; 则 


f (tr1, tr2,: ” ,trn ) 一 f (x1, 22,: »» , Tn). 


f(z1, T2, 一 了 (于 于 ) 
若 引 入 (m 一 1) 元 函数 
UL ) Un—1) 一 j 帮 1 2 , Un—1)) 


则 得 
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由 此 , 任 一 等 次 齐 次 隧 数 可 表示 为 它 的 所 有 变 元 对 其 中 一 变 元 的 比 的 函数 . 显然 其 
竟 也 大. 于 是 上 面 的 等 式 就 给 出 零 次 齐 次 函数 的 一 般 表 达 式 . 
在 f(T1,X2,… ,Zn) 是 Im 次 齐 次 函数 ( 且 只 在 这 一 场合 ), 则 它 对 x? 的 比 就 是 


f(Tiyr2y rr Tn) /Zz2 Tn 
mm -一 PP 了 » a 一 -一 。 
1 1 Ll 


这 样 , 我 们 就 得 到 m 次 齐 次 函数 的 一 般 表 达 式 : 


ma Tn 
f (x1, Lo, , Tn) = TI p[( 至 到) 
例题 
WA 

VT 十 六 _ ,2 + =) y 

ZX 一 -一 .im 一 一 0， 了 ‘In=. 

之 一 y 二 1 I 

7 

188. 欧 拉 公式 “ 今 假 定 (m 次 ) 齐 次 函数 f(z,y,z) 人 在 ( 开 ) 域 D 中 有 关于 所 


有 变 元 的 连续 侦 导 数 . 任意 固定 D 中 的 一 点 (zo,yo, 20), 根据 基本 恒等式 (19), 对 于 


任何 上 > 0 就 有 : 
f (tro, tyo, tz0) = t™ .f(x0, Yo, 20). 


今 关 于 t 微分 这 等 式 : 等 式 的 左边 按照 复合 毅 数 的 微分 法 则 来 微分 名 ,右边 单 
纯 地 当 作 知 梁 数 来 微分 . 则 得 
fs (tro, tyo, tz0): To t+ f(tro, tyo,tz0): yo + filtro, tyo, tz0) :20 
=mt™ .f(zxo, yo, 20). 
各 在 此 处 命 上 = 1, 则 得 出 下 面 的 公式 : 
fi (Xo, Yo, 20)* To + fu(zo, Yo, 20) .00 十 亡 (zo,yo,z0) 20 
一 7 f (x0, yo; 20). 
这 样 , 对 于 任 一 点 (7,y,2), 成 立 等 式 


fr(TYy,2) :T+ fT,Y, 2) YY + f(z.Y, 2) 2 = mm f(r,Y, 2). (20) 


这 等 式 称 为 欧 拉 (L.Euler) 公 式 . 
我 们 看 到 了 , 任 一 有 连续 偏 导 数 的 m 次 齐 次 唤 数 必 满 足 这 等 式 . 今 将 证 明 其 逆 : 
每 一 连续 珊 数 , 连同 自己 的 偏 导 数 均 为 连续 , 且 满 足 欧 拉 等 式 (20), 必 为 m 次 齐 次 
@ 只 为 了 写 起 来 简便 , 我 们 才 在 此 处 限于 讨论 三 个 变 元 的 情形 . 
@ 就 为 了 要 应 用 这 法 则 , 我 们 才 假定 各 偏 导数 均 为 连续 [181]. 


第 五 章 多 元 酒 数 [189] 


实际 上 , 设 f(z,y,z) 是 一 个 这 样 的 函数 . 任意 固定 zo,yo, zo 的 数值 而 考察 下 面 
的 二 的 师 数 ( 当 t > 0 时): 


f (txo, tyo, tzo 
A RA) pn 


它 当 一 切 t > 0 时 是 有 定义 而 且 连 续 的 . 按照 分 式 的 微分 法 则 求 它 的 导数 er 人 四, 就 
得 一 分 式 , 其 分 子 等 于 
filtro, tyo, tz0) : zo + fy (tro, tyo, tz0) yo + fi (tzo, tyo, tz0) : z0] :+ 
一 7 ae oe 
把 欧 拉 公式 (20) 内 的 z,y,z 换 成 tzo, tyo,tzo, 就 看 到 这 分 子 是 等 于 零 的 , 于 是 
2 的 =0 ,而 p(t)=c= 常数 ( 当 t>0 时 ). 为 了 要 确定 常数 c, 可 在 定义 p(t) 的 等 
于 


C= 0 2/0， 


因此 ， 
0 = Teds te0) 一 (ao,yo;a20) 
三 
f (tro, tyo,t20) = t™ . f(xo, yo, 20)) 
这 便 是 所 要 证 明 的 . 


可 以 说 , 欧 拉 公式 与 基本 恒等式 (19) 同样 可 以 作为 m 次 齐 次 函数 的 特征 式 . 
84， 高 阶 导 数 及 高 阶 微分 


189. 高 阶 导 数 ” 若 水 数 w = f(z,y,z)2 在 某 一 ( 开 ) 区 域 D 中 有 关于 其 中 一 
个 变 元 的 侯 导 数 , 则 这 偏 导 数 本 身 仍 是 zy 的 函数 , 故 仍 能 在 某 一 点 (zo, Yo, 20) 
有 关于 同一 变 元 或 男 一 变 元 的 偏 导数 . 这 些 后 来 得 到 的 导数 , 对 于 起 先 的 函数 炎 == 
f(z,y;z) 而 言 , 就 是 二 阶 偏 导数 (或 第 二 次 的 偏 导 数 ). 
例如 , 大 一 阶 导数 是 关于 z 取 的 , 则 它 (一 阶 导数 ) 的 关于 zx,w,z 的 导数 便 记 成 : 
Ou _Of(zovyz) Ou _ Fflrovyo%) Pu _ Ff(ro,Yo, 20) 
Ox? OZ? ~ Orv OrOy Or0z OTOz 


或 
ny 
为 了 书 与 的 简便 , 我 们 在 此 处 以 讨论 三 元 函数 为 限 . 
包 目 然 , 微分 表示 式 必须 看 成 整个 的 记号 . 分 母 中 的 9z2 约定 代替 9z6zx, 表示 关于 x 微分 二 次 ， 
在 Y 的 右 下 角 用 标记 z? 代替 zz, 意义 亦 与 此 完全 一 样 . 下 文 都 须 照 这 样 去 理解 . 


[189] §4， 高 阶 导数 及 高 阶 微分 . 345 ， 


三 阶 导 数 、 四 阶 导 数 等 等 , 可 用 类 似 的 方法 定义 , n 阶 偏 导 数 的 


般 定 义 可 以 归 


Ou 


OrOvyOz2’” | 


/1 3a 2 2 
Uzy 二 122 Y 2 ， 


/1/ 3 2 2 
Uyz 一 12C 22， 


/1/ 3 3 
Uz = BT YZ, 


纳 地 给 出 . 
注意 , 关于 不 同 变 元 的 高 阶 偏 导 数 , 例如 
Ou Ou 
OrOy” OyOx 
称 为 混合 含 导 数 . 
例题 1) 设 v == x 和 zz; 则 : 
Wy =47x vy 2” 
2 一 3z 2 
Oy — 27 yz 
us = 247° YZ, 


/41 2 2 2 
Uyzrz = 36T YZ, 


11/ 3 2 
242 ”7 之， 


Uzzaj 一 


lV 2 2 
Uryzzr 一 727 2 2 
IV 一 727222z， 


LUDZZ 


IV 2 2 
Uzzryz 一 2 2 2 


2) 我 们 已 经 求 出 函数 w= arctg 了 的 偏 导数 [177] 


Ou_ yy Ou_ 7 
Or 7+ Oy z+ 
今 计算 以 后 的 导数 ; 有 : 
Ou_0 | y ) 27y 
8z2 Or \T2 4 (172 十 人 2)2， 
O°u = 世人 y )= T7272— vy 
OroOy Oy \m+y/) 22+ 
0 (- LT )= 7 — vy 
OyOr Oz T+ 72+ yy 
Pu (i 
5 Oy Z2 + vy? (22 十 vy) 
Ou 6 (- 227/ ) _ 67xy” — 27° 
bz20y Oy \ (z2 十 2)2/ (zr2+y2)3 
Ou =- Z2 一 ?1 ) 6zy’ — 27° 
9y8z2 Oz \(z2 + (z2 十 02)3 1 
等 等 ， | 
3) 对 于 卫 数 v = 二 (722 十 妨 十 22) -3 依次 
2Z2 十 212 十 之 ? 
2 = zx. (x+y + 22) -> 
Ou 2 


. 346 ， 第 五 章 多 元 通 数 [190] 


2 2 
3 5 部 也 可 用 类 似 的 式 子 表达 . 把 它们 相 加 , 可 证 耳 数 4 满足 方程 
Py Fru ru, 
a 
入 设 4 = f(z 十 09 十 w(w 一 00), 式 中 a 二 常数 ,而 1(w),p(w) 是 有 着 一 阶 及 二 阶 导数 的 两 
个 任意 函数 . 兹 证 不 论 f 及 wo 是 怎样 的 函数 , y 总 满足 方程 2 二 a2 


上 ei _ Ot2 Ox? 
利用 复合 函数 的 微分 法 则 , 求 得 宁 ， 
< 2 
2 = f(z+at)+ wp (zr— ot), 5 = f(z+at)+ 9’ (x— at), 
= fetad).aty (sat).(-0), 
Oy p11 2 // 2 2 Oy 
一 (z+ob 4 二 OZ 一 ob ra) =a a 
这 便 是 所 要 证 明 的 . 
5) 试 证 
2 =z p(s)+y (as) 
满足 方程 
2 Oz 之 Og 


之 
zz “0 OzTOY 4 Oy? 
其 中 的 yp 及 表示 任意 函数 (有 着 一 阶 及 二 阶 导 数 ). 
我 们 有 


x3 2 Ls w” (2), 
A A 
OrOy Zz? : 加 Ww2 " ” 2 4 (2) 


最 后 三 个 导数 依次 乘 以 x*,2zxy,y? 然后 相 加 , 就 得 出 0. 


190. 关于 混合 导数 的 定理 ”在 考察 例题 1) 及 2) 时 , 可 令 人 注意 的 是 , 关于 同 
样 的 诸 变 元 但 依 不 同 的 次 序 取 混 合 导数 , 结果 相等 . 

但 须 立 刻 注意 , 这 从 混合 导数 的 定义 内 并 不 能 必然 导出 , 因为 存在 着 这 样 的 情 
形 : 当 取 混合 导数 的 次 序 不 同时 , 所 得 的 结果 也 不 相等 . 

例如 , 考察 函数 

y? 

2Z2 + 
”叶肉 的 一 报表 未 冰 数 /fo) 和 wlw) 关于 变 元 的 导数 


f(x,Yy) = ZYy ( 当 22 十 多 >0 时 )，AF0,0) = 0. 


[190] $4.， 高 阶 导数 及 高 阶 微分 . 347. 


就 有 : 


x2 y” 4Z2212 
人 2 十 212 (2 十 22)2 


f(r,Y) 一 2 | +t 时) 
fs(0,0)= 0. 

令 z 取 特 殊 值 “ 霉 ” 则 在 y 取 任 何 值 (y = 0 亦 算 在 内 ) 时 有 : 访 (0,y) = 一 y. 关于 9 微分 

这 范 数 , 得 ji (0,y) = 一 1. 由 此 推 得 , 特别 , 在 点 (0,0) 处 也 有 
fzy(0, 0) = 一 上 
用 同样 方法 求 出 在 点 (0,0) 处 的 万 2 得 到 
fiz(0,0) = 1. 

因此 , 对 于 所 考察 的 沿 数 而 言 , f4,(0,0) 去 fy4(0,0). 

然而 , 在 例题 内 所 看 到 的 , 仅 微 分 次 序 不 同 的 诸 混 合 导 数 相等 的 事实 决 非 偶 然 : 
它 对 于 广大 函数 类 在 遵守 一 定 条 件 时 都 能 成 立 . 我 们 从 下 一 简单 定理 讨论 起 . 

定理 假定 1) 部 数 f(x,y) 定义 于 { 开 ) 区 域 D 中 , 2) 在 这 区 域 中 存在 着 一 阶 
导数 及, 及 及 二 阶 混合 导数 f4 及 上 万。 且 最 后 3) 这 些 二 阶 导 数 大 及 及。 作为 
7.Y 的 函数 , 它们 在 D 中 某 一 点 (zo, 加 ) 为 连续 . 那么 , 在 这 点 

fr, (xo, Yo) 一 fs(T0, Yo). (1) 
证 了 明 考察 表达 式 : 
Wr f(zot+h,vyot+k)— f(zot+h,vyo)— f(xo,yo t+ k)+ f(xo, yo) 
hk 

式 中 的 h,k 异 于 零 , 例如 是 正 的 , 而 且 是 如 此 之 小 , 使 得 矩形 [x0, zo + h:;vyo,vyo 十 月 | 
全 部 包含 在 D 中 ; 我 们 就 这 样 坚持 直至 讨论 结束 . 

今 引 入 z 的 辅助 消 数 : 


(2) = f (x, yo 十 2 一 f(z, Yo) 
根据 2) , 它 在 区 间 [zo, zo 十 hl 中 有 导数 


(7) fi(7, Yo 十 加 jztz,go) 


改 必 为 连续 . 借助 于 这 函数 , 就 可 以 把 W 的 表达 式 


W = /+t ft hy) New em)| 
nh k L , 


p(xo+h)— yp(ro) 
W = 
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因为 函数 p(z) 在 区 间 [zo, zo 十 及 中 满足 拉 格 朗 日 定理 [112|] 的 一 切 条 件 , 我 们 
可 以 按照 有 限 增 量 公式 改写 W 成 为 : 
W = w(xo + 0h) = 0 
利用 二 阶 导数 f(z,y) 的 存在 性 ,就 可 在 区 间 [wo,yo + 和 中 对 于 y 的 函数 
凡 (zo + 9h,y) 再 用 一 次 有 限 增 量 公 式 . 最 后 , 得 


(Ose 0 


W .0 0 V0) “(0001 1) (3) 
但 W 的 表达 式 一 方面 含有 z 及 hh, 为 一 方面 以 同样 方式 含有 yy 及 有 因此 , 它 
们 可 以 互 换 , 引入 辅助 哨 数 
人 


ww(Y) = 让 
由 类 似 的 推断 方法 , 可 推 得 结果 : 
二 je 十 G2, yo 十 03k) (0 < 02.03 < ]): (4) 


a + Oh,vyo + Ok) = 记过 而 Uo Vo ak) 


今 使 h 及 上 趋 于 零 , 而 在 这 等 式 两 边 取 极限 . 由 于 因子 4 ,901,02,03 都 是 有 界 的 , 上 式 
左右 两 方 的 变 元 就 都 各 趋 于 zo, yo. 于 是 , 根据 3) , 最 后 得 : 


jy(zoyoj = fyr (To Yo), 


这 样 , 连续 的 混合 导数 所 ,与 jw 常 相等 
在 前 面 举 出 的 例子 中 ， 这 些 导数 


六 2 2 
.717 177 —Y 8Z-7/ 2 2 
了 本 ] 十 一 一 一 一 一 ~ 汪汪 >0 
jzy = fy Z2 二 vy? ( (Z2 + y2)? ( 4 ) 


当 x 一 0,y 一 0 时 根本 没有 极限 , 因此 在 点 (0,0) 有 间断 : 我 们 的 定理 目 然 不 能 应 用 于 这 种 情 
用 : 

把 关于 等 式 (1) 的 问题 与 168 内 所 考察 过 的 累 次 极限 的 问题 相对 昭 是 很 有 趣 
的 . 若 假定 一 阶 导 数 存 在 , 则 把 W 的 表达 式 写 成 (2) 后 , 容易 看 到 , 有 


h, ya i mv 
同样 有 
im W = fi (xo, yo 十 1 fo yo) (k == 常数 > (BY) 
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于 是 , 按照 导数 的 定义 有 


fy (Xo h,yo) — f(zo, yo) 


1/ 一 ]j 一 W. 

hues0, 0) = h A 0 
/1/ 。 ) k Tn. 

fry (Xo, yo) 一 lim fe to) fle0, 0) - (Zo, Yo + hk) ~ folTo, yo) 一 = lim lim W. (6*) 


这 样 , 混合 导数 的 存在 及 相等 的 问题 与 (作为 h 及 大 的 图 数 ) 的 累 次 极限 的 存在 
及 相等 的 问题 是 完全 相同 的 . 

人 

假定 , 除 一 阶 寻 数 存 在 以 外 , 在 (z0,yo) 的 领域 内 (即使 除去 这 点 本 身 ) 仅 知 混 
合 寻 数 之 一 例如 fY (zx,y) 存在 . 其 次 , 再 设 存 在 着 有 限 极 限 


: /1 
im foy(7; y) = A. 
YYO 


由 此 即 可 推 得 在 点 (zo0,yo) 的 两 个 混合 导数 存在 且 相 等 O 
事实 上 , 由 上 述 假定 出 发 , 可 以 像 前 面 那 样 得 出 等 式 (3) , 然后 利用 函数 f(x,y) 


在 点 (zo, yo) 的 极限 存在 , 可 以 证 明 当 疡 及 上 同时 趋 于 零 时 二 重 极限 存在 : 
limW = A. 
h—0 
天 一 '0 


但 由 假定 , 单 重 极限 (5) 及 (5") 都 存在 ; 于 是 , 按照 168 的 定理 , 累 次 极限 (6) 及 
5 ) 也 行 在 且 相 二 而 这 就 是 说 导数 大 (Zo;yo) 及 f(zxo,yo) 部 存在 且 相 等 . 


191. 推广 到 一 般 情形 ”最 后 , 转向 关于 混合 导数 的 一 般 定 理 的 证 明 . 
定理 设 刀 元 函数 凡 = jzizo，… ,zn) 定义 于 n 维 ( 开 ) 域 卫 中 , 且 在 这 区 域 


中 有 至 (k 一 1) 阶 为 止 的 一 切 可 能 的 偏 导数 以 及 一 切 大 阶 混合 导数 , 而 且 所 有 这 些 
叶 数 在 DD 中 都 为 连续 . 


在 这 些 条 件 之 下 , 任 一 上 阶 混 合 导 数 的 数值 就 与 进行 逐次 微分 的 次 序 无 关 . 


证 明 当天 = 2 时 定理 已 证 明 , 于 是 , 例如 
Ou 6 
OXjO0Ti 0ziOz) 
实际 上 , 要 使 这 情形 变 成 前 一 定理 的 情形 , 只 要 注意 到 , 在 求 这 些 导 数 时 , 可 以 
把 一 切 其 余 的 变 元 ( 除 zi 及 zj; 以 外 ) 编 人 常数 值 , 因为 所 说 的 导数 关于 全 体 变 元 是 
连续 的 , 那么 当 固定 其 余 变 元 时 , 它 关 于 变 元 zx; 及 z; 亦 必 为 连续 . 今 再 设 > 2 


包 这 命题 属于 施 瓦 效 (H.A.Schwarz). 


. 350 . 第 五 章 多 元 函数 [192] 


首先 对 下 面 的 情形 证 明 我 们 的 定理 : 当 计 算 大 阶 导数 时 可 以 把 其 中 两 个 相继 的 
微分 手续 互相 对 调 , 即 证 明 等 式 
Ow 加 Or 
Ol OP POT Om no m0 OVOP Op OO 
(此 处 的 说,i2,… ;ipyint i 是 nn 个 数 1,2,… ,n 中 可 能 有 重复 的 大 个 数 的 某 一 
种 排列 法 .) 
逐次 进行 求 这 些 导数 所 必需 的 微分 手续 时 , 我 们 看 到 , 对 于 前 (4 一 1) 阶 导 数 在 
两 种 情形 内 是 相同 的 . 把 对 于 & = 2 时 已 经 证 明 的 定理 应 用 于 它们 , 则 得 (h 十 1) 阶 
导数 也 相等 , 此 后 , 在 两 边 又 都 进行 着 相同 的 运算 , 当然 导出 相同 的 结果 . 
因此 , 等 式 (7) 成 立 , 于 是 对 于 这 种 情形 定理 已 经 证 明 . 但 因为 一 切 元 素 的 互 换 
可 经 由 一 系列 Le 的 互 换 而 获得 ， 在 


(7) 


我 们 以 后 常 假定 一 切 导数 都 为 连续 , 于 是 微分 的 次 序 对 我 们 是 不 关 紧 要 的 ， 这 
使 我 们 在 以 后 表示 混合 导数 时 可 以 把 关于 同一 变 元 的 微分 手续 集合 在 一 起 . 若是 
z1, 72,… ,za 的 函数 . 则 我 们 就 把 那 种 导数 写成 

OK 


OW ON wimOR 
式 中 的 Qi 十 Q2 十 … 十 Qn = 二 上 至 车 久 是 x,y,… ,z 的 消 数 , 则 可 写成 


Or 
Drza0y4 .027 


ee 二 二. 个 别 的 “指数 "al Qo,… ,an 或 a,6,… ,Y 也 可 以 是 零 : 
带 有 “指数 *0 的 微分 的 出 现 实际 上 表示 着 没有 对 该 变 元 施行 微分 . 


192. 复合 函数 的 高 阶 导 数 ” 设 有 函数 
i 
式 中 的 zj, 22,… ,zn 又 各 是 变 元 二 ,万 …… , 如 的 函数 : 
0 


对 于 函数 f 及 wi, 假定 它们 都 有 关于 一 切 变 元 的 直到 天 阶 为 止 的 连续 偏 导 数 .把 
u 看 成 变 元 六, 如，…… ,tm 的 复合 函数 : 


u = F(ti,t2,: sb = /pt pa 


今 将 证 明 , 复合 函数 也 有 直至 8 阶 为 止 的 一 切 导 数 , 而 且 它们 都 是 连续 的 
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更 准确 地 说 , 我 们 将 证 明 下 面 的 命题 :函数 矿 的 每 一 天 除 慎 数 存 在 , 且 可 由 函数 
f( 关 于 它 的 变 元 zi za;，… ,zn) 的 寻 数 及 函数 yp;( 关 于 它 的 变 元 三 , 妇 , ……， tm) 的 导 
数 用 乘法 及 加 法 来 组 成 , 这 些 导 数 都 不 超过 上 阶 . 

证 明 将 按照 数学 归纳 法 进行 . 对 于 & = 1, 这 命题 真实 ; 它 可 由 以 前 的 复合 函数 
的 导数 公式 [181] 推 得 . 

假定 这 定理 对 于 比 低 的 各 阶 导 数 为 真 ; 将 证 明 它 对 于 上 阶 导数 也 为 真 . 每 一 
上 了 导数 系 由 某 一 (k 一 1) 阶 导数 关于 ty 中 之 一 - 变 元 微分 而 得 出 . 设想 某 一 (k—1) 
阶 导 数 . 按照 假定 , 它 系 由 困 数 三 及 wv; 关于 变 元 x 及 t 的 不 超过 一 1 阶 的 导数 用 
来 法 及 加 法 而 得 出 , 即 它 是 上 述 导 数 的 乘积 之 和 . 关于 t; 来 微分 其 中 一 个 乘积 , 应 当 
花 午 地 微分 它 的 每 一 因子 . 若 这 因子 是 其 中 一 个 冰 数 y 的 不 超过 (k - 1) 阶 的 导数 ， 
则 微分 它 的 结果 , 我 们 得 出 同一 函数 的 不 超过 上 大 阶 的 导数 . 又 车 它 是 函数 f 的 不 超 
过 (k 一 1) 阶 的 导数 , 那么 , 把 这 导数 看 成 变 元 t 的 复合 函数 , 并 对 已 来 微分 它 时 , 我 
们 就 是 用 已 知 的 者 于 乘积 之 和 来 代 换 它 @. 

结 来 , 对 于 所 考察 的 大 阶 导数 , 显然 也 得 出 刚才 所 指出 的 那 种 形式 的 表达 式 , 这 
就 证 明了 我 们 的 命题 . 

复合 肾 数 FF 的 导数 的 连续 性 由 其 以 f 及 wy; 的 导数 作成 的 导数 的 方法 而 推 
得, 因为 了 及 yi 的 导数 假定 都 是 连续 的 . 


193. 高 阶 微分 设 在 区 域 D 中 给 定 某 一 了 水 数 w= f(z1,22,… ,zn), 它 有 着 一 
阶 连续 含 导数 . 那 时 , 如 我 们 所 知 , 称 为 (全 ) 微分 dw 的 , 就 是 下 面 的 表达 式 : 


Ou Ou Ou 
du 三 —d —— dz 十 一 dXy， 
u By, 人 1 十 5 T2 十 十 Be 全 


式 中 的 dX1, “0 , UT, 是 目 变 量 Vi, '* ,Tn 的 任意 增 量 . 

我 们 看 到 , dv 也 是 一 个 zx2,… ,zx 的 函数 . 若 假 定 有 二 阶 连续 偏 导数 . 则 
du 束 有 一 阶 连 续 偏 导 数 , 于 是 就 能 说 到 微分 du 的 (全 ) 微分 d(du), 它 称 为 w 的 二 
阶 微分 , 用 记号 d2v 来 表示 . z 

必须 痢 重 指出 ,在 这 时 增 量 dxi, dr2,… ,dz 被 看 成 常数 ， 并且， 当 由 一 个 微分 
转移 到 下 一 微分 时 , 仍 保持 着 同一 数值 26). 

这 样 , 若 利 用 185 的 微分 法 则 , 就 有 


2 /ou Ou ou ) 
d“u=d(du) = (党 因 十 元 QZ2 十 .十 Br dzn 
Ou Ou Ou 
电 因 为 假定 饮 数 f 的 一 切 导数 为 连续 , 这 就 保证 我 们 利用 计算 复合 是 数 的 导数 的 已 知 法 则 [183] 
是 对 的 . 
26) 在 所 有 的 微分 中 把 增 量 固定 在 同一 值 是 十 分 重要 的 ， 这样 可 以 认为 所 有 的 微分 是 自 变 量 
zz2… ,Zn 的 晒 数 ; 为 了 重复 地 对 其 施行 微分 , 这 是 必要 的 [参看 179 目的 脚注 25) ]. 
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a Wh 2 O 4 
4 二 (于 lz1 十 Bp On QZzo 十 十 BL OR. r dx] 
0? O02 
+ (可 1 十 F372dr2+ “+ 万 0 dr, ) d72 
27, 2 D2 
Cr QZ1 十 7 -dT2 十 .… 十 Ba dr ) QZ 
Ou 。， Ou,,» Ou ，， 
Ou 1 
Dr Om, dzT1d7X2 十 “5 dzZlaza3 十 
Ou Ou 
十 2 D7 7 一 一 042Q03 十 十 有 
仿 此 , 可 以 定义 三 阶 微分 d3w 等 等 总之, 奇 (% 一 1) 阶 微分 a*-iy 已 确定 , 则 


k 阶 微分 dv 就 定义 为 (k 一 1) 阶 微分 的 全 微分 : 
du = d(d* -lu)®. 


夺 蚜 数 wu 存在 着 直至 阶 为 止 的 所 有 各 阶 的 连续 偏 导 数 , 则 这 阶 微分 的 存 
人 在 就 有 了 保证 . 但 各 阶 微分 的 展开 式 将 愈 来 愈 繁 . 为 了 简化 它 的 记 法 , 可 用 下 面 的 方 

首先 , 在 一 阶 微分 的 表达 式 内 , 约定 “将 字母 v 移 到 括 弧 外 ”; 于 是 它 就 可 以 记 
号 化 地 写成 下 面 的 样式 : 


du 一 (去 qzZ1 十 一 一 42 十 :十 dr) ‘UU. 


0 
OT Oxn, 
现在 注意 , 各 在 二 阶 微分 的 表达 式 内 也 “将 移 到 括 弧 外 ”, 则 剩 在 括号 内 的 式 
子 在 形式 上 就 表示 着 


0O 
0 7 + QZa 十 .… 十 二 dx 


O 
Ox1 Oxo OZ 
的 平方 的 展开 式 , 因此 , 二 阶 微分 可 以 记号 化 地 写成 : 
O O 
Brad? 十 … 十 Foden ) .人 
仿 此 , 可 以 记 下 三 阶 微分 等 等 . 一 般 的 法 则 是 : 在 取 任 何 值 时 , 有 记号 化 的 等 


0O 
d*wu = (过 加 十 


0 0 人 


中 关于 任意 阶 的 偏 微分 的 概念 也 容易 建立 ， 在 此 就 不 二 省 仑 它 了 . 


d*w = (d+ 到 十 
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公 邢 必须 这 样 来 理解 : 首先 把 括号 内 的 多 项 式 按照 代数 学 的 乘 才 法 则 形式 地 展开 ， 
以 后 及 有 各 项 < 对 ”Dw( 它 补 避 在 分 了 9e 的 后面 ， 仅 只 在 这 文 一 步 以 后 , 一 切记 号 方 
才 回 复 到 导数 及 微分 的 意义 . 
我 们 曾 看 到 , 这 法 则 当 = 1,2 时 为 真 ; 因此 , 只 需 证 明 , 若 它 对 于 dtw 为 真 , 则 
对 于 ds+lu 也 必 为 真 就 够 了 . 
假设 这 法 则 对 于 a*w 能 成 立 , 就 有 展开 式 : 
Ou Ol CQ2 On 
du = 》 Coas an Ba dr. Bra dr 1dr92...dro", 
其 中 的 总 和 是 关于 满足 条 件 Qi 十 Qo 十 :… 十 Qn 二 的 非 全 整数 Q1,Q2， ,Qn 的 一 


切 可 能 组 合 而 取 的 , 且 | 


Ca aa jan 一 ,| | 1 
Qilaol al 


是 “多 项 式 公 式 中 的 ”系数 . 
由 假定 , 存在 着 (k 十 1) 阶 连续 导数 , 我 们 微分 前 面 的 公式 , 就 得 


ad*+17, 一 》 C . | 二 .dr 
QQ On ， ， 1 2 
Or tOrY? ... Ox" - 
Or+1n, 
Ql Q2+1 Or 
tar oa ,Aron Be dri'd7ry drn" 十 
1 2 也 
Ort+17, 


Tl CTe2 ， dro™+! 
: CO 1 2 “ 
OT? Ox... Orn " 


然 , 这 式 子 也 可 以 先 由 记号 化 的 式 子 


BA 
>, Co ,CQ2 ,On Bi On 1 dra : “dzrn” 


O 
(2 -dT1 + 3 


作 形 式 上 的 逐 项 相 乘 , 再 添 写 v 而 得 出 . 但 这 一 “乘积 ”不 是 别 的 , 正 是 


? dzx2 十 .十 dr) 
OX 


0 0 0 ” 
- _ 十 一 dz 
(过 t+ Bz dt2 + 十 Bz a ) 


x (dl + 0 十 … 十 0 ) 
OX1 “1 OX» “2 Oz, 


A O 9 kK 十 1 
一 (去 dzl 十 一 一 D7 一 dX2 十 :十 td) ; 


于 和 是 


9 0 “+ 
一 dx2 十 .十 2 den ) 2 ， 


8 
pl (2 
4 (去 dr1 + Fo 5 


这 便 征 所 要 证 明 的 . 
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由 前 面 的 讨论 可 见 大 阶 微分 是 大 次 齐 次 整 27) 多 项 式 , 或 常 说 是 关于 自 变 量 的 
微分 的 次 形式 , 它们 的 系数 即 为 & 阶 偏 导 数 乘 一 为 整数 的 常数 ( “多项式 公式 中 
的 ”系数 ). 

例如 , 奉 = f(x,y), 则 


2? Ou 
du = dr? ady 
4 一 sad +2 Bra ddy t+ D7 dy”,， 
O31 0” 0- 9 
Bly D47 , Oly 
4 4 ,2 207° 
du adr 二 4 和 WY + 6pragade dy 
Ot Ou 
4 $+ dy 
十 DrBytedy 十 By dy 


_ WUdZ — zdy 2 27y(dy” — dz”) + 2(7? — vy)drdy 
22 十 012 (x2 十 712)2 一 
1B, (622y — 2y3)dz? 十 (18zgy2 — 67x3)dr?dy 
(z2 十 22)3 


和 (6 — 1872y)adzadoy2 十 (273 — 6zoy2)adwy3 
(2 +) 
变 元 的 个 数 增加 时 微分 表达 式 的 繁复 也 递增 . 车 v = f(x,y,z), 那么 , 璧 如 , 三 
阶 微分 du 的 展开 式 是 


dydz” +6———— drdydz. 
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194. 复合 函数 的 微分 ” 设 有 复合 函数 


Bo 


4 一 f(x1, ro, 0 , Tn), 
式 中 
Ti = Pilti, to,* , tm) (i = 1,2,.…- ,7). 
27) 术 语 “ 整 ”对 于 多 项 式 来 说 强调 的 是 在 其 记 法 中 仅 取 自 变 量 的 整数 军 
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在 这 种 情形 , 一 阶 微分 可 以 仍 保持 原来 的 形式 : 
Ou 


Ou 
du = ——y nd pe 十 一 dz， 
也 5 X11 十 5 dxo 十 十 Bz 


根据 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 185]. 但 这 里 的 dzi, dro,… ,dzn 已 不 是 自 变量 的 微 
分 , 而 是 晴 数 的 微分 , 因此 , 本 身 就 可 能 都 是 函数 , 而 不 是 像 前 面 那样 的 常数 了 23). 
现在 计算 这 哨 数 的 二 阶 微分 [ 若 利 用 185 的 微分 法 则 ] 就 有 : 


du=d (Hu) dn td (2 ) ‘drt td (Fe ) dr», 


Ox1 Or2 Oxn 
+ .d(dz1) + > d(dz2) + .+ J (dz 
= (Ba + Bd 十 … 十 jara) “1 
+ Prt Be dra tt don, 


由 此 可 见 , 对 于 高 于 一 阶 的 微分 , 其 形式 的 不 变性 一 般 并 不 成 立 . 
现在 考察 特殊 情形 , 当 zi, za，… ,zn 是 石 ,t2,… ,tm 的 线性 也 数 时 , 即 当 


TT; 一 a dt 十 Qt 十 …… 十 QD 十 je (i 一 二， 2, 四 , 7) 


村 , 式 中 的 ae 及 8B; 是 第 数 . 
在 这 情形 , 就 有 
dri = oD dt +. to dt = oD At + + a A 一 Ar 
我 们 看 到 ,在 这 种 情形 ,一 切 函 数 xi,x2,… ,x 的 一 阶 微分 都 是 常数 ,都 与 
红 ,t2,… ,tm 无 天 ; 因此 , 193 证 出 的 公式 可 以 不 加 改变 地 取 来 应 用 . 由 此 推 得 , 将 自 
区 量 XZ1,X2,… ,Tn 换 成 新 变量 三 ,如 ,tn 的 线性 函数 以 后 , 即使 是 高 阶 微分 也 能 
坚持 原来 的 形式 . 在 其 中 微分 dz1, dx2,… ,dzn 符合 于 增 量 Azl,Azz …… , Ax, 但 
这 些 增 量 不 是 任意 的 , 而 是 由 增 量 Ati, Ato,:… , At 来 决定 的 . 
这 人 简单 而 重要 的 附注 (属于 柯 西 ) 我 们 在 下 一 目 内 立刻 就 要 用 到 它 . 
195. 泰勒 公式 ”我 们 已 经 知道 [126(13) ], 图 数 F(t) 在 它 的 前 ww 十 1 阶 导 数 存 
在 的 条 件 之 下 , 可 以 按照 泰勒 公式 展开 成 下 列 形式 : 
F(t) =F(to) 十 F(to) ， (t 一 to) 


1 // l 7 nN 
+ (bo) (t—to)? + F(to). (tto) 
1 


(n 十 1)! 
23) 参 看 177 日 的 脚注 24) . 


十 


Ftd)(to +0(t—to)) (tto)"t! (0<0<1) 
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( 余 项 取 拉 格 明日 式 ). 令 
束 可 以 把 这 公式 改写 成 : 


t—to= At= dt, 


十 


] 


(n+1) 
于 左边 函数 增 量 内 的 增 量 AL 


[195] 
F(t)— F(to) = AF(to), 
AF(to) =dF (to) + dF(to) + + dto) 
id™ F(to +OAt) (0<0<1). 
这 时 , 须 着 重 指出 , 等 式 右边 各 微分 式 内 具有 各 种 不 同 田 次 的 数量 di, 确实 等 于 参与 
最 后 形式 的 泰勒 公式 便 被 推广 到 多 元 函数 的 情形 . 
假定 在 某 一 点 


为 了 简 省 书写 的 手续 , 我 们 以 讨论 二 元 函数 f(z,2y) 为 限 . 


百 线段 须 不 越 出 点 (zo, yo) 的 前 述 邻 域 之 外 . 


(zo0, yo) 的 邻 域内 这 函数 有 直到 (n 十 1) 阶 为 止 的 一 切 阶 的 连续 
1 


今 将 证 明 , 在 关于 函数 f(z,y) 的 上 述 假定 之 下 , 下 面 的 等 式 成 立 


Aflxo, yo)= f(zo + Ax, yo Ay) — f(xo, yo) 


导数 . 分 别 给 zo 及 wo 以 增 量 Az 及 Ay, 但 连接 点 (zo,yo) 及 (zo 十 Az,yo 十 Ay) 的 
变量 的 增 量 Az 及 Ay. 


1 1 
= df (zxo, yo) 十 7d f(zo, Yo) 十 十 林 Q f(To, Yo) 
(7 十 十 ) 


1 f(zo +0Azx,yo +0Ay) (0<0<1). 
为 了 证 明 , [如 同 183 内 的 那样 | 可 引入 新 自 变量 上 今 
T= Xo++t:Azx, 


(9) 


而 且 参 与 在 等 式 右边 成 为 各 种 畦 次 的 微分 dr 及 dy 就 等 于 产生 左边 函数 增 量 的 自 
y= yot+t: Ay 
十 AX, yo 十 Ay) 的 十 线段 . 


(0<t<1) 


把 这 些 z 及 y 的 值 代入 函数 f(x,y), 则 得 一 个 变 元 t 的 复合 函数 : 
这 样 , 我 们 就 可 以 代替 增 量 


P(t)= f(xot+t. Az,yott. Ay). 


而 考察 辅助 消 数 的 增 量 


(10) 


我 们 已 经 知道 , 这 样 引入 的 公式 (10) 在 几何 上 表达 着 连接 点 Mo(zo,yo) 与 Mi(zo 


A f(zxo, yo) 一 f (zo 十 和 人 了 YO 十 Ay) f (zo, yo), 
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内 为 二 增 量 是 相等 的 . 但 R(t) 是 一 元 函数 , 且 有 [192] 直到 + 1 阶 为 止 的 连续 导 
效 ; 因此 , 应 用 前 已 导出 的 泰勒 公式 , 就 得 


AF(0)=F(1) — F(0) = dF(0)+ dF(0) J ... 


td"F(0) + dF0) (0<0<1D); (1) 


1 
(nn 二 1)! 
这 时 , 在 右边 出 现 的 各 种 才 次 的 微分 dt 号 等 于 At=1 一 0=1. 
现在 , 利用 下 述 性 质 : 在 变 元 的 线性 代 换 之 下 ， 囊 阶 微分 也 保持 其 形式 不 变 性 ， 
就 可 以 写成 
dF0)= 访 (zoyo) dz 十 方 (zoyo) dy = df (xo, yo), 
dF(0)= f(z0, yo) dz 十 2j(zoyo) drdy 
+fy2 (x0, yo) dy” = df (zo, yo) 
等 等 . 最 后 , 对 于 (mn 十 1) 阶 微分 , 就 有 
d+1F(0) = dtlf(zo + 0Az, vyo + AY). 
应 特别 注意 的 是 , 此 处 的 微分 dz 及 dy 与 以 前 取 的 增 量 Az 及 Ay 毫 无 差别 . 实 
际 上 ， 
dr = Azx':adt= Azx, dy = Ay':dat= Ay. 
把 这 一 切 代 人 展开 式 (11), 就 得 出 所 需要 的 展开 式 (9). 
读者 应 当 了 解 , 虽然 取 微分 形式 的 泰勒 公式 关于 多 元 函数 的 情况 与 关于 一 元 也 
效 的 情况 有 同样 简单 的 形式 , 但 在 展开 时 它 的 形式 束 尝 复 得 多 . 请 看 , 即使 对 于 二 元 
湖 数 , 它 的 前 三 项 已 显得 是 够 繁复 了 : 
f(zo + Az, yo + AY) — f(zo, Yo) = [fs (zo0, Vo): Az + fi (ro, yo) Ag 


1 
Tae 2(Z0,Y0) * Az? + 2f4, (zo0,Y0) AzAy+ fy (Zo, yo) Ag 


村 [fr3 (zo0， yo) : 和 Az” 十 3 万 2， (xo, yo) ， Az2Ay 十 3f7w2 (xo, yo0) AzAy” 


二 4(zo,yo) Ag] 十 
公式 (9) 当 n= 0 时 也 成 立 ; 我 们 已 在 183 内 考察 过 这 一 特殊 情形 . 
85. 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 
196， 多 元 函数 的 极 值 . 必要 条 件 ” 设 函数 


v= zl)Z2，，， , Tn) 


358 ， 第 五 章 多 元 函数 [196] 


定义 于 区 域 D 中 , 且 (x9,x9,… ,x0) 是 这 区 域 的 内 点 . 
若 点 (zz ,7X0) 有 一 这样 的 邻 
(TY 679 OXI 一 67 二 020 一 0z0 二 9 
使 对 于 其 中 一 切 点 都 能 成 立 不 等 式 


f(T1, To, , Tn) < f (21, 272, , Tn), 
之 ) 


一 ~ 


就 说 , 函数 f(z1,X2,… ,Zn) 在 点 (zz ,209) 处 有 极 大 值 ( 极 小 值 ). 
若 这 邻 域 可 以 取得 如 此 之 小 , 以 至 等 号 可 以 去 掉 , 即 在 除去 点 (29,29,.…, 20) 本 
导 以 外 邻 域 中 的 每 一 点 都 能 成 立 严格 不 等 式 
jiDD 7Z2 Tn) < fT, 7Z2 220)， 
(>) 
就 说 , 虽 数 在 点 (zz ,9) 处 有 真正 的 极 大 值 ( 极 小 值 ); 否则 , 极 大 值 ( 极 小 值 ) 
就 称 为 广义 的 


极 大 值 及 极 小 值 总 和 
假定 我 们 的 函数 在 某 一 点 (x9, x9,.… , x9) 处 有 极 值 . 今 将 证 明 , 若 在 这 一 点 处 
存在 看 (有 限 ) 俩 导数 : 
广 ， (21, 7Z2， 四 , Th) 四 ,大 (2 Z2， 四 Th), 


则 一 切 这 些 俩 导数 必 都 等 于 零 , 于 是 , 一 阶 偏 导 数 等 于 零 就 是 极 值 存 在 的 必要 条 件 . 
为 了 证 明 这 个 论断 , 令 za = 79,… ,zn = 720, 而 zi 仍 保持 为 变量 ; 那么 , 我 们 
就 得 到 zi 的 一 元 冰 数 : 


w= f(z1,79,... ,70). 
因为 我 们 曾 假 定 在 点 (x9, x9,… ,xz9) 有 极 值 存在 (为 了 明确 起 见 , 设 这 是 极 大 
值 ), 所 以 由 此 推 得 , 特别 , 在 点 zi = z9 的 菜 一 邻 域 (29 -5 z9 +6) 内 必 成 立 不 等 式 
f (x1, 22, , 7») < f (71, 79, “ ,72 ), 
于 是 上 述 的 一 元 消 数 在 点 zi = 7x9 将 有 极 大 值 , 由 此 按照 费 马 定理 [109] 就 推 得 
fi (21, x9, 0 , 0) 二 0. 
用 同样 方法 可 以 证 明 在 点 (x9, zx9,… ,z0) 处 其 他 偏 导数 也 都 等 于 零 ， 
因此 , 对 极 值 的 “怀疑 ”就 是 那些 点 , 在 该 点 的 一 阶 偏 导数 全 等 于 零 ; 它们 的 坐 


标 可 由 解 联 芯 方程 组 


es 
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求 出 包 ， 
像 在 一 元 函数 的 情形 那样 , 这 种 点 称 为 静止 点 . 


附注 工 在 可 微 函数 的 情形 , 极 值 存在 的 必要 条 件 还 可 以 简写 成 : 
df (zx1, 722, ,Tn) = 0, 
因为 ,春玉 = 此 = 三 太 = 0, 则 对 于 不 论 怎样 的 dzj, dr2,… ,az 恒 有 
df (T1,72,°* ,Tn) = fo, :dri fr, dr2 + + fi drn = 0. 


》 


友之 , 若 在 所 给 点 恒 等 地 成 立 这 条 件 , 则 由 于 dz1, dz … ,dz 是 任意 的 , 导数 太 
太 ， ,天 就 应 该 各 别 地 都 等 于 零 

IT 通常, 被 考察 的 函数 f(z1, x2,.… ,z,) 在 整个 区 域内 部 都 有 有 限 偏 导数 , 因 
此 , 使 函数 达到 极 信 的 点 必定 只 能 在 诸 静 止 点 之 中 去 找 ， 然而, 也 会 磁 到 这 种 情形 ， 
当 在 个 别 点 处 某 些 偏 导数 有 无 穷 大 值 或 全 然 不 存在 (而 同时 , 其 余 的 偏 导 数 都 等 于 
堆 ) 当然 , 这 种 点 也 必须 与 静止 点 同样 算 作 对 极 值 * 怀 疑 ， 的 点 [参阅 下 文 : 201, 6)| 


197. 充分 条 件 (二 元 函数 的 情形 ) ” 像 在 一 元 遇 数 的 情形 那样 , 在 静止 点 完全 
不 能 你 证 有 极 值 存在 . 例如 , 吞 取 简单 的 函数 z = zy 来 看 , 就 有 z/ = y,z/ = 它 
们 在 唯一 的 点 一 一 原点 (0,0) 同时 等 于 零 , 在 该 点 又 有 z = 0. 但 同时 显 见 在 
这 点 的 任 一 邻 域内 , 晒 数 既 具 有 正 值 也 具有 负 值 , 故 并 无 极 值 . 在 图 92 上 画 着 方程 
: = zy 的 图 像 ( 双 曲 抛物 面 ); 在 原点 的 近 处 它 具 有 贰 状 , 在 一 铅 直 坐标 平面 内 向 上 
中 曲 , 在 为 一 铅 直 坐标 平面 内 向 下 由 曲 . 

这 样 , 束 引 起 关于 在 静止 点 极 值 存在 (或 不 存在 ) 的 充分 条 件 的 问题 . 就 是 说 , 如 
何 更 进一步 来 研究 这 一 点 的 问题 . z 

我 们 首先 考察 二 元 也 数 f(x,y) 的 情形 . 假定 在 某 一 点 (zo,yo) 的 邻 域内 这 函数 
有 定义 , 连续 , 且 有 一 阶 及 二 阶 连 续 仿 导数 , 而 且 这 点 (zxo, yo) 就 是 静止 点 , 即 它 满足 
条 件 


fi (xo, yo) 一 0, fu (ro, yo) 二 0. (La 


人 = f(x,y) f (zo, yo0). 
出 对 于 二 元 级 数 > = f(z,y) 一 一 假定 它 是 可 微分 的 一 一 的 情形 , 条 件 
fi(r,Yy) = 0， f(r,y)=0 


于 zy 平面 . 


. 360 . 第 五 章 多 元 项 数 [197] 


按照 泰勒 公式 [1195| 展开 它 到 第 二 项 为 止 . 可 是 , 因为 假定 (zo,yo) 是 静止 点 , 故 第 
一 项 已 消失 , 我 们 就 得 到 


= {Ar + 2 ArAy + fh Ag (2) 
这 时， 增 量 人 zx， , Ay 即 由 x 一 zo， y— Yo 充任 , 而 一 切 导 数 都 在 某 一 点 


(Xo + 0Azx,yo +0AYy) (0<0<1) 


计算 它们 的 数值 . 
引入 这 些 导 数 在 受 检点 (zo, yo) 的 数值 : 
ol = fr2(T0;,Y0), 012 = fry(T0,Y0), 022 = fya (To, Yo), (3) 
并 令 


户 2 (Zo0 十 0Az, 210 十 OAYy) 一 QTL 十 X11,， 


fo ) = Q11 十 Ql2， fy2(*) = ao2 + Q22， 
于 是 , 由 于 二 阶 导数 的 连续 性 ， 
当 Az 一 0,Ay 一 0 时, 一切 a 一 0. (4) 
把 差 人 写成 
人 = ; {an Ax” + 2a12 ATAY 十 Qa22AY? 十 allAz2 十 2al2AXZAy 十 ao22A?z/ 


我 们 即将 证 明 ，A 的 性 态 基 本 上 由 表达 式 
W110Q22 一 0 的 符 写 决 定 . 

为 了 使 论证 容易 起 见 , 我 们 引用 极 坐标 , 取 
(xo, yo) 作为 极点 , 取 通 过 它 而 且 平 行 于 x 轴 的 
半 直 线 作为 极 轴 (图 105). 设 p= VAzz 十 AyZ 
是 点 (zo,yo) 与 (2,y) 之 间 的 距离 , 而 2 表示 
连接 它们 的 线段 与 极 轴 间 的 夹 角 , 于 是 Ax = 
0cosw, Ad = psinwy. 

这 时 我 们 关心 的 是 将 差 人 写成 0 


2 
[A= {on cos” 2 十 2Q12 COS WSsinY 十 ao22Sin2p 


十 Cl COS” P+ 2a12 COS Sinw 十 Co2 sin’ wp}. 
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1° 首先 设 CQ1L1Q22 一 本 > 0. 
在 这 情形 必 有 ai1422 > 0, 于 是 aiil 关 0, 而 在 括号 {:… :} 内 的 本 三 项 可 以 表示 
为 : 
1 


‘ [|(Q11 cos o + Qi2 Sin 0 十 (Qi1Q22 一 0 . sin* wl]. (5) 


由 此 很 明显 地 , 在 括号 [:…] 内 的 表达 式 总 是 正 的 , 于 是 上 述 的 三 项 式 对 于 一 切 op 的 
值 都 不 等 于 替 , 且 保 持 着 与 系数 all 相同 的 符号 . 它 的 绝对 值 , 是 区 间 [0,27x] 内 的 p 
的 连续 函数 , 它 有 (显然 是 正 的 ) 最 小 值 m185]: 


la11 COs? W + 2a12 cos wsiny 十 ao sin” pl Sn 0. 
男 一 方面 , 若 转 而 考察 括号 {:…} 内 的 后 三 项 , 则 由 于 (4), 对 于 一 切 pp 都 有 
|aal cos2 o + 2Q12 cos psing + az sin2 ol < |aii| + 2|ai2|+ |aa2| < m, 


只 要 p( 随 之 而 Az, Ay) 充分 小 就 行 . 但 那 时 , 在 括号 {:…} 内 的 整个 表达 式 , 这 也 就 
是 说 , 差 A 将 保持 着 与 三 项 式 中 第 一 项 相同 的 符号 , 也 就 是 与 uil 相同 的 符号 . 
因此 , 若 al > 0 时 , 则 也 有 A > 0 人 (20, yo) 有 极 | 和 而 
当 oil < 0 时 , 就 有 A < 0, 即 有 极 大 值 . ls ee Wg 
2° 现在 假定 aiiazz -ai < 0. {Cr le zr 
先 讨 论 al 关 0 的 情形 , 这 时 仍 可 以 利用 (5) 的 变换 . 当 yp = pl = 0 时 , 括号 
…| 内 的 表达 式 因 为 已 变 成 a2,, 所 以 是 正 的 . 反之 , 若 由 条 件 


al cos pa 十 Ql2Sino2 一 0 (Sin po 天 0) 


兢 定 9 二 Pp2, 小 则 (5 (5 ) 式 的 括号 | | 内 将 变 成 (Q11Q22 3 re 422， 因而 是 负 的 ， 当 
六 齐 分 小时， 括号 全 } 内 的 后 三 项 不 ; 仑 在 w = %1 或 WP 二 %22 时 都 可 成 为 任意 小 ， 
充 A 的 符号 即 由 前 三 项 的 符号 来 确定 . 这 样 , 在 被 考察 的 点 (zo,yo) 的 任意 近 处 ， 在 
由 角度 p = yp1 及 2 = wp2 所 确定 的 射线 上 , 差 人 将 有 异 号 的 值 . 因此 , 在 这 点 , 图 效 
不 能 有 极 值 . 

大 all = 0, 括号 {…} 内 的 前 三 项 就 变 成 


2ala cos psino + a22 sin2 op = sin p : (2a12 coso + a22 Sin pp), 
习 为 此 时 必 有 a12 冯 0, 故 可 这 样 来 确定 角 pl 冯 0, 使 
la22|| sin 1| < 2|a12| | cos wp1|, 


于 是 , 当 o = wi 及 po = os = -ol 时 , 上述 的 三 项 式 就 有 相反 的 符号 , 而 讨论 可 同上 
可 一 样 来 完成 . 
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因此 , 车 allaz 一 a?。 > 0, 则 在 受 检 的 静止 点 (zo,yo) 函数 f(z,y) 有 极 值 , 就 是 ， 
当 all < 0 时 有 极 大 值 , 当 all > 0 时 有 极 小 值 . 若 aljaoo 一 Qi。 < 0, 则 函数 没有 极 
值 . 

全 于 在 a11422 -at = 0 的 情形 , 要 解决 这 问题 , 必须 再 研究 其 较 高 阶 的 导数 ; 这 
个 “怀疑 ”的 情形 我 们 将 搁置 不 论 . 


例题 1) 人 研究 函数 


> 一 十 十 六 (p> 0,9>0) 
的 极 大 值 及 极 小 值 . 
计算 偏 导 数 : 
zs 2 Y 


由 此 立刻 看 到 , 原点 (0,0) 是 唯一 的 静止 点 . 
算出 Q11, Q12 及 C22， 得 


1 | 
011 一 一 ， 0Q12 三 0， ao22 一 一 ; 
p d 


由 此 , a110422 一 at2 > 0. 因此 在 点 (0,0) 函数 z 有 极 小 值 ; 但 这 是 明显 而 可 直接 证 明 的 . 


在 几何 图 形 上 我 们 的 滞 数 表示 着 项 点 在 原点 的 椭圆 抛物 面 (比较 图 93). 
2 2 
2 一元 一 总 人 >094> 0) 
办 一 2/ 一 -0 
在 这 里 亦 看 出 (0,0) 是 静止 点 . 
算出 
QI 二 一， al2 一 0，a22 一 一 一 ; 


由 此 a11Q22 一 af < 0. 因此 , 函数 没有 极 值 . 

在 几何 上 , 我 们 这 里 遇见 的 是 顶点 在 原点 的 双 曲 抛物 面 . 

3) z= 十 Xx 或 z= 十 3 
在 这 两 种 情形 静止 点 都 是 (0,0), 且 在 该 点 ai1422 一 a?s = 0. 

我 们 的 判别 法 并 未 给 出 答案 : 这 时 , 显而易见 , 在 前 一 情形 有 极 小 值 , 而 在 后 一 情形 根本 没有 
极 值 . 


附注 以 后 [236] 可 以 看 出 , 本 目的 结果 与 关于 曲线 在 奇异 点 近 处 的 性 态 的 几 
何 问题 紧密 地 关联 着 . 


[198] §5.， 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 . 363 . 


198. 充分 条 件 (一 般 情 形 ) ”现在 转 而 考察 一 般 情形 . 设 函 数 f(z1, zz ,zn) 
是 在 某 一 静止 点 (x9, x9,… ,x0) 的 邻 域内 定义 着 , 连续 , 并 有 一 阶 及 二 阶 连续 导数 . 
如 同上 面 那样 ， 俊 照 泰勒 人 \ 式 展开 


和 一 f (x1, To, 四 ,Tn) 和 f (27, 79, ~ ) Tn ): 


—~、\ 
da 


1 
A= 了 | 1 Am + ‘Az + + fl :Ar + 2fY,, AziAzs 


+2f7 2, :AziArs+ +2f CAA 


] Sf 
1 大 一 1 


式 中 的 Azi = zi 一 20; 一 切 导数 都 在 某 一 点 


(TY + OAx1, TI + OAT2,::. .7 十 OAzn) (0<0<1) 


计算 它们 的 数值 . 
在 此 处 引入 数值 
f/ (21, 9, 机 ,Zn ) 一 Qik (2, k = 1,2,.…: , 7) (6) 
于 是 
f’ 2 (2 十 OAzi ,Th + OAzn) 一 aik + QikO 
莫 


当 Azl — 0,.…. ,Az 一 0 时 aik 一 0. (7) 
现在 , 我 们 所 关心 的 式 子 A 可 以 写成 


人 二 5 p> Qi AAT A 十 2 oran| (8) 
括号 内 的 前 一 部 分 是 珊 数 f 在 所 考察 的 点 的 二 阶 微分 ; 它 表示 为 变 元 Azi,:…, Arzn 
的 二 次 齐 次 多 项 式 , 或 即 所 谓 二 次 型 @. 下 面 将 看 到 , 我 们 所 关心 的 问题 的 解答 就 与 
这 二 次 型 的 性 质 有 关 . 

在 高 等 代数 内 , 变 元 妈 ,… ,yn 的 二 次 型 
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>》 Ci (Qik 一 Qki), (9) 


i, 大 二 1 


中 显然 , aik = aki( 且 ai = ak 
后 下 区 包 六 条 们 的 第 式 得 其 中 的 系数 岂 是 这 文 些 变 元 的 函数 


. 364 . 第 五 章 多 元 函数 [198] 


硬 在 各 变 元 不 同时 等 于 零 而 取 任 何 数值 时 恒 有 正 ( 负 ) 值 , 就 称 为 正 ( 负 ) 定 的 . 例如 
6yi + 5y2 + 14y3 + 4yivy2 — 8y1y3 一 2y2ys 
就 是 正定 二 次 型 . 只 要 把 它 表 示 为 
(2y1 — 3y3)” + 2(y1 + Yo + Y3)? + 3(y2 — ya)?, 


这 事实 就 很 明显 了 . 
在 这 种 场合 我 们 不 能 详 述 . 单 只 举 出 西 尔 维 斯 特 (J.J.Sylvester) 所 发 现 的 (9) 式 
为 正定 的 必要 且 充 分 的 条 件 . 它 可 以 用 一 串 不 等 式 @ 


1 1 U11 Q12 413 
11 12 
a11 > 0,， >0 Q21 0Q22 Q23 | > (0， ， 
CQ21 CC22 
Q31 Q32 QQ33 
QM On Qn 
Q21 QQ22 ‘*** Q2n 
> 0 
Qnl Cn2 °°* Qnn 


内 为 将 负 定 二 次 型 的 所 有 项 变 号 就 得 到 正定 二 次 型 , 反之 也 如 此 , 所 以 容易 由 
此 找 出 负 定 二 次 型 的 特征 , 它 可 由 一 串 不 等 式 给 出 , 这 串 不 等 式 是 由 前 面 那 一 串 不 
等 式 (从 第 一 个 开始 ) 间隔 改变 不 等 式 的 方向 而 得 到 |: 


Q11 QQ12 Q13 
QQ11 QQ12 
a11 < 0, >0, Q21 Q22 Qa23 | < 0, ) 
Q21 (29 
Q31 Q32 QQ33 
\ 
Q1l QQ12 Uln 
U21 22 Qon, 
(—1)” > 0. 
Qnl Qn2 Qnn 


利用 这 些 概念 , 可 叙述 极 值 存 在 的 充分 条 件 : 


加 注意 含有 yyr(i 关上 的 项 在 (9) 式 内 将 遇见 两 次 , 因此 aik = ax; 就 是 yiyi 的 系数 的 一 半 . 
对 于 刚才 举 出 的 例子 , 若 算出 


Q11 = 6,a22 = 5,Q33 = 14,a12 = a21 = 2,a13 = Q31 = 一 4 a23 = a32 = 一 1， 


检查 条 件 的 具备 是 很 容易 的 . 


-198] 85. 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 


“ 365 ， 
符 三 阶 微分 : 印 三 次 型 
> BA VA (10) 
7, 大 二 1 
一 一 其 系数 之 值 如 (6) 一 一 是 正 ( 负 ) 定 的 , 则 在 受 检 点 (T9,.… ,20) 有 函数 有 极 小 值 
设 大 值 )， 


为 了 证 明 , 引入 点 (z ,290) 与 (2 ,Xn) 之 间 的 距离 


pp 一 /AZ 十 十 Az2. 
人 (8) 式 的 括号 内 提出 p?, 并 令 


A 
p 


改 与 A 的 表达 式 成 为 


» 7 7 
信 二 | CECICE 生 ， wee | ; (LD 


i,k=2 tk 三 1] 


一 切 & 的 数值 并 不 同时 等 于 零 , 因此 , 奉 二 次 型 (10) 是 正定 的 , 则 在 公式 (11) 
3 括号 内 , 前 一 和 式 恒 有 正 号 . 进一步 说 , 因为 


> (12) 


二 以 必 能 找 出 这 种 正 的 常数 m, 使 对 于 &; 可 能 有 的 一 切 数 值 总 有 


NN 


b> Qe > 

天 一 1 
交际 上 , 这 一 和 式 是 变 元 &; 在 全 空间 的 连续 出 数 , 特别 , 尾 杠 足 关系 式 (12) 的 点 
= 8) 的 集合 M(' 球 面 ") 中 也 是 连续 函数 . 但 不 难看 出 这 集 是 闭 集 , 即 含 有 其 


:和 式 将 在 At 中 有 最 小 值 m, 它 必然 是 正 的 , 因为 这 一 和 式 在 M 中 的 一 切 数值 都 
三 正 的 . 

男 一 方面 , 从 (7) 看 来 , (11) 式 右边 括 号 内 的 后 一 和 式 当 p 充分 小 时 显然 在 绝对 
写 上 可 小 于 m, 于 是 全 括号 内 的 值 是 正 的 . 因此 , 在 中 心 为 点 (x9,… ,x0) 的 充分 小 
洒 球 内 , 差 A 必 取 正 值 , 由 此 可 见 在 所 说 的 点 处 图 数 f(z1,.… , zn) 有 极 小 值 . 

同样 , 可 以 详尽 地 说 明 当 二 次 型 (10) 是 负 定 形式 时 项 数 有 极 大 值 . 


366 . 第 五 章 多 元 函数 [199) 


199. 极 值 不 存在 的 条 件 ” 若 二 次 型 (9) 能 取 具 有 相反 符号 的 数值 . 它 就 称 为 不 
定 的 . 这 样 的 二 次 型 如 


6y? + Y2 + + Byivy2 — BYy1Yy3 — 2y2y3. 


实际 上 ， 例如 , 当 yi 二 1,y2 二 Ys 二 0 时 它 的 值 等 于 6. 而 当 yi =1,y2 = 1,y3=0 
时 它 的 值 等 于 1. 
现在 我 们 可 以 给 前 目 内 已 证 明 的 命题 以 如 下 的 补充 : 
二 次 型 (10) 是 不 定 的 , 则 在 受 检点 (xz9,… ,z0) 处 必 无 极 值 . 
设 当 Azi = h(i = 1,2,… ,n) 时 二 次 型 (10) 具有 正 值 : 
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>》 Qirhihk > 0， (13) 


Zk 二 1 
而 当 Az; = hi(i = 1,2,.… ,n) 时 具有 负 值 : 
> sr hihr < 0. 
i,k=1 
首先 令 
人 2i 一 hit,t 天 0 @ 一 1 ,2 , 7)， 


它 对 应 于 沿 着 连接 (x9,… ,zx0) 与 (x9 上 + 四， … ,7X0 + 加) 的 直线 而 移动 . 于 是 从 (8) 
式 括 号 内 提出 刀 , 在 这 场合 就 得 到 


入 = b> Qsphihx + 2 mans | 


由 (13) 知道 括号 内 的 第 一 个 和 式 是 确定 的 正 数 . 至 于 第 二 个 和 式 , 则 当 t+ 一 0 时 化 
的 系数 趋 于 零 , 因为 在 这 时 显然 一 切 Ax; 一 0. 这 束 是 伐 , 在 充分 小 的 t 时 上 述 括 印 
内 的 式 子 ( 随 之 而 差 A 的 全 部 ) 成 为 正 的 , 即 在 上 述 直 线 上 充分 接近 于 (z3,… ,5) 
的 点 , 将 有 


f(z1,*…: , Tn ) > 大 (2Z3 , 70). 


Azi = hit, 在 t #0 时 (i = 1,2,.… ,n), 


即 沿 着 连接 (x9,… ,z0) 与 (x9 十 有 加,… ,7Z0 十 hn) 的 另 一 直线 而 移动 , 则 在 其 上 充 
分 接近 于 (xz9,… ,z0) 的 点 ( 即 对 应 于 充分 小 的 办 有 


jcZ1 , Tn) < jz , TL?). 


[200] $5. 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 . 367 . 


由 此 得 证 在 受 检点 处 不 能 有 极 大 值 , 也 不 能 有 极 小 值 . 

可 能 磁 到 这 种 情形 , 二 次 型 (9) 不 取 具 异 号 的 数值 , 但 却 不 是 正定 或 负 定 的 , 因 
为 除 变 元 的 零 值 以 外 还 有 其 他 使 它 等 于 零 的 点 : 在 这 种 情形 , 二 次 型 称 为 半 定 的 . 例 
如 ,二 次 型 


好 十 由 十 好 二 20 + 2y1Y3 + 2y2Y3 = (页 十 妈 十 色 ) 


虽 不 取 负 值 , 但 当 每 一 次 
MWL 十 2 十 ya 三 0 
时 , 例如 说 , 当 册 = 加 = 二 而 如 = -1 时, 它 就 等 于 零 
当 二 次 型 (10) 是 半 定 时 , 也 是 “可 疑 * 的 情形 . 在 这 种 情形 , 可 能 有 极 值 , 也 可 能 
无 极 值 , 须 视 高 阶 导数 的 性 质 而 决定 , 特别 是 当 一 切 二 阶 导数 在 受 检点 都 等 于 0 时 ， 
应 当 引 用 高 阶 导 数 
对 于 “可疑? 的 情形 我 们 不 准备 再 研讨 它 


了 A 


式 中 的 zo 是 受 检点 . 这 “二 次 型 ” 当 "(xo) > 0 时 显然 是 正定 的 , 当 "(zo) < 0 时 
是 负 定 的 . 这 样 , 137 内 的 判定 法 就 成 为 198 内 所 述 情形 的 特例 . 

转 到 二 元 函数 f(z,y) 的 情形 , 请 注意 , 197 的 结果 也 包含 在 198 及 199 所 证 明 
的 情形 内 . 容易 看 到 , 197 内 也 已 证 明了 二 次 型 


aiAz2 + 2a12 ATAY 十 ao2a Ay” 


当 oqo =Ws SD 时 是 定型 (6iy 30 时 为 正 算 Gi 之 0 时 为 负 定 ), 而 当 a11022 一 


200. 函数 的 最 大 值 及 最 小 值 . 例题 设 肾 数 = f(z1, x2,… ,zn) 是 在 某 一 有 
界 闭 域 D 中 有 定义 而 且 连 续 , 并 且 在 这 域 中 (或 许 要 除去 某 些 个 别 的 点 ) 有 有 限 偏 
导数 . 依 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 [173], 在 这 区 域 中 必 能 找 出 一 点 (x9, 293,… ,2), 在 这 
点 处 函数 取 最 大 (小 ) 值 . 若 点 (x9, x9,… ,720) 位 于 区 域 D 的 内 部 , 则 在 这 点 处 盟 数 
显然 有 极 大 值 ( 极 小 值 ), 于 是 , 在 这 种 情形 , 我 们 所 关心 的 点 必定 包含 在 对 极 值 “ 怀 
疑 ” 的 各 点 内 . 然而 函数 ww 也 可 能 在 区 域 的 周 界 上 达到 它 的 最 大 (小 ) 值 . 因此 , 为 
了 要 找 出 函数 4 = f(z1,… ,Zn) 在 区 域 DD 中 的 最 大 (小 ) 值 , 必须 找 出 一 切 对 极 值 
:怀疑 ”的 内 点 , 算出 在 这 些 点 的 函数 值 , 然后 再 与 区 域 周 界 上 的 肖 数 值 相 比 较 ; 这 些 
效 值 中 的 最 大 (小 ) 值 就 是 函数 在 全 区 域 中 的 最 大 (小 ) 值 . 

用 例题 来 说 明 上 述 的 论点 . 

1) 设 需要 求 出 函数 


2 一 sinzZ 十 sin 一 Sin(Z 十 2) 


. 368 . 第 五 章 多 元 函数 [200] 


在 由 x 轴 、y 轴 及 直线 x 十 y = 2r 所 转 成 的 三 角形 (图 106) 中 的 最 
大 值 . 首先 有 


Uz 一 CosZ — cos(z + Y)) ES "608 (BY) 


两 导数 在 区 域内 部 唯一 的 点 尾 世 ] 处 同时 等 于 零 , 在 这 点 ww = 


3 3 
33， 因为 在 区 域 的 周 界 上 , 即 在 直线 z = 0.y 一 0z+y 一 2r 上 ,我 


们 的 函数 等 于 0, 故 上 面 求 出 的 点 (所 世 ) 显然 使 函数 达到 最 大 值 图 106 


3 ”3 
2) 求 昂 数 


让 
的 最 大 全 及 最 小 值 , 其 中 变 元 z,y, z 由 关系 式 Z2 十 只 十 闻 = 1 所 关联 着 ( 目 a>b>c> 0). 
由 此 关系 式 解 出 >, 并 把 它 代 入 v 的 表达 式 内 , 就 得 出 函数 


= (0) + + [or + (0 ey +d’, 


它 是 二 目 变 量 x 及 y 在 圆 2? 十 y? < 1 内 的 函数 . 


导数 
A he 2|(a 一 c)r” 十 (8 一 co 十 < 
wy = (6 {54 0 2a os + (boy +d) 
在 下 列 各 点 同时 等 于 零 : 


1 1 
(0 5 (= -9 
1 


ya (4=7(e-o)). 


现在 必须 转 而 考察 区 域 的 周 界 , 即 圆周 z? + y? = 1， 由 此 方程 确定 刀 , 并 把 它 代入 w 的 表 
达 式 内 , 就 得 到 区 间 [一 1, 1] 内 的 一 个 变量 x 的 函数 : 


有 要 村 


人 


在 这 区 间 内 部 , 导数 
i 


当 z 为 下 列 各 值 时 等 于 起 : 


C3 (四 计生 和 二 二 = (= 3(0 -5)). 


最 后 , 注意 在 所 考察 的 区 间 的 端点 有 


内 此 , 必须 比较 数值 


200] 8$85， 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 . 369 . 


其 中 最 小 值 为 0, 而 最 大 值 为 2(o 一 c)” 这 就 是 所 求 的 函数 的 最 小 值 及 最 大 值 , 它 在 下 列 诸 点 分 
引 达 到 这 些 数值 : 
(0,0, 士 1), (0, , 士 1,0),( 士 1, 0,0) 


Xd 


1 1 
Ge 
一 般 说 来 , 在 二 元 葬 数 凿 = f(x,y) 的 情形 , 区 域 通 常 是 用 一 条 (或 几 条 ) 曲线 为 边界 的 . 沿 着 
文 曲 线 (大 有 几 条 曲线 , 则 沿 着 其 中 的 每 一 条 ) 变 元 z 与 y 或 是 彼此 之 间 存 在 函数 关系 , 或 是 二 
痢 都 是 另 一 参 变 基 的 函数 , 于 是 函数 4 二 f(x,y) 在 域 界 上 就 成 为 一 个 变 元 的 函数 , 它 的 最 大 (人 小) 
是 可 用 139 已 讲 过 的 方法 试 求 . 例如 , 若 曲 线 由 参 变 量 方程 


一 p(t), 4% 一 w(t) 
洽 定 , 式 中 的 t+ 在 区 间 [to, 了 T| 内 变动 着 , 则 在 这 曲线 上 我 们 的 防 数 就 是 +t 的 (复合 ) 函数 : 
v= f(P(t), y(t)), 


对 于 它 , 我 们 已 能 求 其 最 大 (小 ) 值 . 
3) 求 四 个 非 负 数 zx,y,z,t 的 乘积 


收 三 守 V 
最 大 值 , 假定 它们 的 和 保持 着 常数 值 : 
了 十 9 十 2 十 上 一 4c. 


现在 证 明 , 当 的 各 因子 相等 时 : z 二 yy = z = 上 = cD, 它 将 得 最 大 值 . 
由 所 给 条 件 确定 上 := 4ce-z--y 一 2 把 它 代 入 习 的 表达 式 内 : 


u= ryz(4c—7r—y— 2z). 
苑 们 现在 就 有 了 一 个 三 自 变 量 z,y, z 的 函数 ,而 需要 求 出 它 在 由 条 件 
2 之 0 过 0,2z 壹 07 十 2 十 2 所 4c 


条 确定 的 三 维 区 域 中 的 最 大 值 . 这 区 域 在 几何 的 形式 上 是 一 个 以 平面 z= 0,y = 0,z = 0,z+g+ 
- = 4c 为 界 的 四 面体 


算出 各 偏 导数 并 使 它们 等 于 零 
ys(4c—22 -yz)=0, 3 (4c—7z—2y—2z)=0 
Se =zy(4e 2-y 22) =0 


三 区 域内 部 满足 这 些 方程 的 仅 有 一 点 x = y = z = 6 在 这 点 ww 二 co 因为 在 区 域 的 界面 F_ = 0， 
区 在 z 二 y= 二 z= 二 <c 这 点 哎 数 确 是 达到 最 大 值 . 


2 我 们 仅 为 了 明确 起 见 , 取 因 子 的 数目 等 于 四 ; 其 实 对 于 任何 个 因子 , 结果 总 是 相同 的 . 
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我 们 的 论点 已 得 证 明 (因为 当 z = = z=c 时, 亦 必 t= c)2. 

一 般 说 来 , 在 三 元 函数 = f(z,y,z) 的 情形 , 其 区 域 通常 是 用 曲面 (或 一 系列 的 曲面 ) 为 界 
的 . 沿 着 这 种 曲面 , 变 元 xz,y,z 就 都 成 为 某 两 参 变 量 的 消 数 (也 可 以 就 用 这 些 变 元 之 中 的 某 两 个 
作为 参 变 量 . 例如 z = 4c-z 一 人 切 . 那 时 图 数 业 也 成 为 这 两 参 杰 量 的 图 数 , 于 是 怎样 确定 它 在 界 
面 上 的 最 大 (小 ) 值 , 已 成 为 上 面 讲 过 的 比较 简单 的 问题 了 . 其 他 由 此 类 推 . 

若 图 数 色 = jziza ,2zn) 仅 只 给 定 在 开 的 (或 无 界 的 ) 区 域 D 中 , 则 已 不 得 预先 断言 它 
在 区 域 中 达到 目 己 的 最 大 (4 ) 值 尽管 如 此 , 在 个 别 情形 这 种 最 大 (小 ) 值 仍 能 存在 ; 我 们 将 举例 
来 说 明 如 何 证 明 这 件 事 情 . 

4) 求 正 数 x,y,z,t 的 和 

ek A ee 


的 最 小 值 , 假定 它们 的 乘积 保持 着 常数 值 : 
TYyZt = cc. 


将 证 明 ， re z= 二 yy 二 > 二 t= 二 c%, ww 获得 最 小 值 . 
确定 不 :二 一 一 >, 把 它 代 入 2 的 表达 式 内 : 


a 
4 一 了 十 9 十 2 十 一 一 . 
TYZ 


我 们 需要 找 出 这 z,y, z 的 三 元 孙 数 在 由 不 等 式 zx > 0,y > 0,z > 0 所 确定 的 区 域 中 ( 即 在 无 界 
的 , 开 的 第 一 卦 限 内 ) 的 最 小 值 . 

尝试 应 用 以 前 的 方法 : 车 在 区 域 中 有 一 点 , 在 该 点 我 们 的 函数 达到 最 小 值 , 则 如 同 以 前 那样 这 
点 应 当 是 静止 点 之 一 . 我 们 有 


; cd ; cs 
us =1—- =0 w= ee 
XT2Yyz 0122z 
4 
a < 
Us 一 7 一 (0; 
WB 


由 此 , x = y= zz == 6, 与 此 对 应 也 有 t= c; 这 时 w= 4c. 

现在 怎样 检验 这 数值 是 真正 的 最 小 值 ? 

显然 , 在 接近 界 平面 z = 0,y = 0,z=0 时 , 或 是 (z,y z) 趋 于 无 穷 远 时 , 我 们 的 消 数 久 无 
限 增 大 . 因此 可 以 把 已 求 出 的 点 用 立方 体 [e, B;e, ;ee, B| 围 住 , 而 取 已 > 0 如 此 之 大 ,上 > 0 如 
此 之 小 , 使 得 在 这 立方 体 之 外 以 及 它 的 境界 上 都 有 ww > 4c. 但 在 立方 体 中 , 如 同 在 有 界 闭 域 中 那 
样 , 盟 数 应当 有 最 小 值 ; 现在 已 可 明了 , 正 是 在 上 面 求 出 的 点 处 函数 达到 这 数值 , 而 且 它 也 就 是 
殉 数 在 全 部 原来 区 域 中 的 最 小 值 , 这 便 是 所 要 证 明 的 . 


中 由 此 结果 推 得 , 总 和 等 于 4c 的 四 个 正 数 的 科 积 zyzt 决 不 超过 c4, 于 是 


一 一 一 之 十 


即 几 何 中 项 不 超过 算术 中 项 . 这 对 于 任何 个 数 的 数字 都 是 正确 的 . 
多 在 此 处 可 以 重 述 前 页 的 脚注 . 


[201] 


85， 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 91 

附注 ”在 例题 1),3),4) 所 考察 的 区 域 中 仅 存 在 一 个 “可 疑 的 ”点 . 在 这 种 情形 , 有 时 ,虽然 可 
以 证 明 在 这 点 销 数 有 极 大 值 (或 极 小 值 ). 然而 , 与 一 元 隔 数 的 情形 [参阅 139 的 附注 ] 不 同 , 在 此 
处 , 由 这 种 只 有 一 个 极 值 的 事实 却 不 能 作出 结论 , 说 这 个 极 大 (小 ) 值 必定 就 是 函数 在 区 域 中 的 最 

大 (小 ) 值 . 

中 的 函数 


下 面 的 简单 例子 说 明 这 种 结论 实际 上 可 能 得 出 不 正确 的 结果 . 考察 定义 于 矩形 [一 5, 5; 一 1, 1] 


u= 2 — 47 +2ry— yy. 
Us 一 322 一 8z + 2y, 


vy, = 27— 2 
在 区 域 的 限界 内 仪 在 点 (0,0) 都 变 为 等 . 用 197 的 判定 法 容易 证 明 函 数 在 这 点 有 极 大 值 (等 于 0). 
估 而 这 数值 并 不 是 函数 在 区 域 中 的 最 大 值 , 因为 , 例如 在 点 (5,0), 函数 vw = 25. 


六 的 最 大 值 或 最 小 值 的 问题 . 


下 面 的 应 用 题 1) 至 4) 的 解答 与 前 目 内 讨论 过 的 例题 有 密切 关系 . 
图 107). 


因此 , 探求 多 元 孔 数 在 区 域 中 的 最 大 值 或 最 小 值 时 , 讨论 极 大 值 及 极 小 值 在 实用 上 显然 是 不 
1) 在 半径 为 BR 的 已 知 圆 的 一 切 内 接 三 角形 中 , 求 出 其 面积 最 大 者 


201. 应 用 问题 ”数学 领域 或 其 他 科学 和 工程 技术 领域 内 的 许多 问题 , 常 可 归结 于 求 某 一 孙 


在 用 zx,y,z 表示 三 角形 各 边 所 对 的 中 心 角 , 则 它们 由 关系 式 
斑 相 联系 者 , 由 此 


0 


2 一 27 一 2 一 2 
二 角形 的 面积 P 可 借 z, y, >, RR 表示 为 : 


1 1 
三 LR? sin Z 十 本 siny++ ~=R’ sinz 
a 
本 的 


图 107 


R’[sinx + siny ~ sin(z 十 se 
式 子 有 最 大 值 的 那些 变 元 的 值 . 


元 x 及 y 的 变动 区 域 在 此 处 由 条 件 z > 0,y > 0,z 十 y < 27 所 确定 . 现在 就 需要 求 出 使 括号 
我 们 已 知道 [200, 例题 1)] 这 数值 是 xz 二 y 二 乞 , 因而 z 二 


设 z,y, z 表示 三 角形 的 边 长 ; 按照 海伦 公式 ， 


2 和 


2) 在 已 知 周 长 为 2p 的 一 切 三 角形 中 , 求 出 面积 P 为 最 大 的 三 角形 . 


得 出 的 是 等 边 三 角形 . 
Pa pp L/D = = 3) 
三 然 , 我 们 可 以 把 z = 2p 一 x 一 y 代入 , 将 PP 改写 成 为 


P= 


DD) (Dy 
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再 求 这 函数 在 某 一 三 角形 区 域内 的 最 大 值 , 关于 这 区 域 在 (160, 6) 内 已 讲 过 了 . 
我 们 现在 用 另外 的 方法 : 把 问题 变 成 求 几 个 正 数 的 乘积 


话 过 攻 帮 二 才 作 让 二 雪人 (太志 
的 最 大 值 , 而 设 它们 的 和 是 常数 : 


(Bl 


我 们 已 经 知道 [200, 例题 3)], 要 达到 极 大 值 , 一 切 乘 数 都 应 相等 , 于 是 x = y = z= 名 得 出 的 


3 
仍 是 等 边 三 角形 . 
3) 在 已 给 椭 球 面 


先 不 考察 v, 而 考察 量 


Mo 
因为 它们 显然 如 同 x,y,z 那样 , 在 有 同一 数值 时 达到 自己 的 最 大 值 . 关于 v 的 最 大 值 , 问题 又 妇 
结 于 前 目 例 题 3) 去 了 . 


答案 : 
亿 1 之 1 


2 DB 3 0 
4) 假定 有 某 种 气体 (例如 , 空气 ) 被 压缩 于 哪 简 压缩 器 内 , 从 大 气压 力 po 增 至 压力 p > po. 
这 时 压缩 1 千克 气体 所 耗费 的 功 , 表示 为 


了 一 1 
4= PT 一 (2) -| 
po 


其 中 RR 是 “气体 常数 ”", To 是 气体 在 压缩 前 的 绝对 温度 , 而 7 是 与 压缩 器 构造 有 关 的 某 一 常数 
(> 1). 原始 温度 愈 小 时 显然 功 4 亦 愈 小 . 要 达到 高 度 的 压缩 , 这 时 节省 所 费 的 功 是 很 要 紧 的 , 可 
以 把 全 部 压缩 过 程 分 成 几 个 阶段 , 而 在 每 两 个 阶段 之 间 使 被 压缩 的 (同时 亦 在 发 热 的 ) 气体 冷却 . 

例如 , 设 我 们 有 三 阶段 的 压缩 器 , 附 有 两 个 中 间 冷 却 器 , 在 冷却 器 内 温度 仍 还 原 至 70. 若 用 
pl 及 p2 表示 在 第 一 及 第 二 阶段 末 的 压力 , 则 压缩 所 耗费 的 总 功 就 是 


了 二 1 Yl 了 一 上 
a 2) 3 (2 Ms (2) le 
el po Di p2 


于 是 就 引起 这 样 的 问题 ; 当 给 定 po,p, To 时 , 若 要 使 所 耗费 的 功 的 数量 为 最 小 , 应 该 怎样 选择 
中 间 压 力 pl 及 p2. 
各 奔 去 并 不 影响 所 求 数量 pl 及 pa 的 常数 因子 及 常数 项 , 则 事情 就 变 成 去 研究 函数 


十 十 


ek ‘= 人 
了 了 ~ 
po D1 p2 
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的 最 小 值 . 因为 乘积 


二 了 一 工 了 一 1 YT—1 
A 
po 也 1 D2 po 


果 持 着 常数 , 故 利用 200 的 例题 4), 立刻 看 到 , 在 一 切 被 加 数 相 等 ; 


2—L 2—1 > 一 1 
BY mR 下 
向 (E) (5 | 
= 
Pp! _p2_p 
po pl p2 


过 忆 达到 最 小 值 . 由 此 知道 相继 的 压力 作成 等 比 数列 . 因而 


DiS Do .D0 


5) 在 平面 上 给 定 一 个 边 长 为 a,b,c 的 三 角形 (图 
:08); 在 它 上 面 可 作 无 数 个 有 已 知 高 h 的 锥 体 . 要 在 
对 中 求 出 有 最 小 侧面 积 9 的 那 一 个 . 

问题 变 成 要 去 求 锥 体 顶 点 的 投影 M, 它 的 位 置 由 
了 abc 上 的 三 条 垂 线 z, y, z 的 数量 所 确定 . 若 这 点 
5 三 角形 本 身 位 于 边 的 同 侧 , 则 垂 线 之 前 附 以 正 号 , 否 
书 附 以 负 号 . 数量 z,y > 由 下 列 关系 式 联系 着 (P 表 
去 三 角形 的 面积 ): 


00 十 by 十 cz 一 2 也 


此 


1 


2P 一 az 一 好 图 108 


之 


: 
我 们 所 关心 的 侧面 积 9, 现在 就 可 表示 为 : 
S= 2Vz2T 委 + 有 原生， / z2 十 h2, 


去 中 的 z 应 当 用 求 得 的 表达 式 代 人 ; 自 变 量 z,y 的 变动 区 域 就 是 全 部 zy 平面 . 我 们 有 


QT CZ 0 


Dt 
VI Thi Viihi ec 

oo -中 .Lb 

V ly +h  Vz2z 十 j2 c 


i 
he 


二 应 于 此 的 点 M 是 三 角形 的 内 切 圆 的 中 心 . 
如 同 前 目的 例题 4) , 容易 证 明 , 与 这 样 > 及 y 的 数值 相对 应 的 S 是 最 小 值 , 由 于 当 z 或 
于 限 增 大 时 5 也 无 限 增 大 . 
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面 内 的 这 样 一 点 , 使 它 至 此 三 定点 的 距离 之 和 为 最 小 . 


Pi= (Ta)+(y—b)? (i=1,2,3). 


u= pi= > Vs- a)? + (yb)?. 


除了 在 三 个 给 定点 以 外 , 它 到 处 存在 着 偏 导数 


> ee 加 2 cos 天 一 2 
式 中 的 0; 表示 直线 MiM 与 x 轴 间 的 交角 ， 
这 样 , 对 极 值 “ 怀 疑 ”的 点 , 首先 要 算 M1, M2, Ms 在 该 处 导数 并 不 存在 , 其 次 是 导数 同时 等 
于 零 的 点 Mo (我 们 将 看 到 , 它 并 不 一 定 存在 )、 因 为 当 z 或 y 无 限 增 大 时 函数 显然 也 无 限 增 
大 , 故 也 数 在 上 述 各 点 中 的 某 一 点 必 能 达到 其 最 小 值 . 
要 找 出 琅 止 点 Mo, 可 令 二 偏 导 数 同 时 等 于 零 ; 它 给 出 条 件 


于 是 , 应 该 研讨 函数 


b = > sinO;, 


cos 外 十 cos02 十 cos0s 二 0， sinb0l 十 sinb 十 sin03 二 0. 
第 一 式 乘 以 sin 92, 第 二 式 乘 以 cos b。, 相 减 , 得 


sin(01 2 0») 一 sin(0» 03), 由 此 0 == 9» 一 0» = 03. 


同样 , 可 得 

0» — 03 = 03 — 01. 
这 样 , 三 直线 Mo, MzMo, M2Mo 中 每 二 线 之 间 的 夹 角 应 当 等 于 世 而 点 Mo 可 由 下 列 方法 
求 得 : 在 三 角形 M1 Mo Ms 的 三 边 上 各 作 一 含 弓 形 角 2 的 弧 , 三 弧 的 公共 点 即 点 Mo. 


若 这 三 角形 没有 大 于 或 等 于 的 内 角 , 则 此 三 弧 确 能 
在 三 角形 之 内 相交 而 确定 Mo, 这 时 , 各 边 显然 都 对 着 顶点 在 
Mo 的 等 于 辽 的 角 (图 109)， 在 这 种 情形 , 就 必须 比较 
在 这 四 点 的 四 个 数值 . 我 们 将 证 明 , 在 静止 点 M 处 wv 的 数 
值 必 小 于 其 他 三 个 数值 (这 就 是 说 , 总 是 最 小 值 ). 实际 上 依 
“余弦 定理 ” 


M1 M3 = MoM? + MoM2 + MoMi . Mo Ms 


ss 图 109 
> (MIE 十 3 Wo) 
于 是 
M1 M> > AIoAI2 十 3 Mo 
同样 


Mi M3 > AMoAda 十 5 


[201] $5， 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 . 375 . 


相 加 , 得 


Mi M2 + MiMs > MoMi1 + MoNls 十 AIoAIa， 


a 
ul(Mi) > vu(Mo). 


显然 , 此 处 的 点 M1 可 能 换 成 Mo 或 Ma， 这 样 证 中 便 已 完成 

但 当 三 角形 Mi M2 Ms 有 一 内 角 等 于 或 大 于 们 时 , 情形 就 不 同 了 . 那 时 静止 点 根本 不 存在 ， 
而 顺 数 忌 在 所 给 点 M1, M2, Ms 之 一 处 , 也 就 是 在 钝 角 的 项 点 处 达到 其 最 小 值 . 

这 一 问题 的 奇特 性 说 明 , 在 探求 水 数 的 最 大 (小 ) 值 时 , 除了 静止 点 以 外 , 导数 不 存在 的 点 也 
须 考 虑 在 内 [参阅 196, 附注 开 ]. 

7) 推广 应 用 题 1): 现在 要 求 内 接 于 所 给 圆 (半径 为 RR) 而 有 最 大 面积 P 的 (n 十 1) 角形 . 

用 zt zz,…:,zn;zZn+l 表示 多 角形 各 边 上 所 对 的 中 心 角 ; 则 有 


ZT1 十 ZX2 十 十 ny 十 Tn41 二 27， 


由 此 


Tni+1l 二 27 一 (Z1 十 2Z2 十 …: 十 Tn). 


面积 P 等 于 

| 1 1 1 

P==R’ .sinz+ mR .sinzo + :+ =R* .sinr, 十 二 尼 ? . SINTn +1; 

2 2 2 2 

若 把 za+l 换 成 它 的 表达 式 , 则 间 题 变 成 要 探求 函数 
4 一 Sinzl 十 SinzZo 十 … 十 Sinzn 十 Sinl27r 一 (7Z1 十 Zoo 十 十 Zn)] 
的 最 大 值 , 其 中 目 变 量 zi,zz，… ,zn, 的 变动 区 域 D 由 不 等 式 
Z1 之 07Z2 之 0 ,Tn 之 0,7T1 十 X22 十 :十 Tn 入 27 


确定 , 即 DD 为 n 维 单纯 形 [162]. 
按照 一 般 法 则 求 出 导数 并 使 它们 等 于 零 


Cos X1 一 Cos(Z1 十 Z2 十 …: 十 Zn) 王 0， 


cos Tn — COs(X1 二 X22 十"…: 十 Xn) 二 人 0; 


区 域内 满足 这 些 条 件 的 唯一 的 内 点 是 


(因而 也 有 zi 


2 


与 它 对 应 的 是 w= 二 (ni 十 1) sin — 

要 证 明 它 实在 是 的 最 大 值 需 利用 数学 丰 纳 法 当 mn 二 2 时 我 们 的 论断 在 前 目的 例题 1) 内 
已 经 证 明 . 现在 假设 它 对 于 ”项 正弦 之 和 的 情形 是 正确 的 (这样 它们 的 和 的 最 大 值 就 是 msin 了 )， 
要 证 明 它 对 于 (n 十 1) 项 正 艾 之 和 也 是 正确 的 . 
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2A 


根据 前 面 已 作出 的 一 般 指示 , 必须 把 数值 (mn 上 1) . sin 二 二 | 与 函数 在 区 域 的 境界 上 的 数 
值 相 比较 . 例如 , 取 * 单 纯 形 的 边界 *z。 =- 0; 在 它 上 面 , 将 只 是 一 1 个 变 元 的 函数 


4 二 SinZl 十 Sinz2 十 .… 十 Sin2Zn-i 十 Sin[27r — (x1+ 22 qm | 


a 
J 


而 且 按 照 假设 , 在 这 里 的 最 大 值 就 是 nsin 2 对 于 其 他 的 “边界 ”也 可 以 证 实 同样 的 事情 . 但 办 


2 27 
.Sin 2 1) .ei 
nsin— < (nl1) sin—— 


故我 们 的 论点 已 证 明 , 正 多 角形 有 最 大 的 面积 . 

8) 考察 并 联 的 电力 输送 网 . 图 110 是 电路 的 草图 , 其 中 4 及 B 是 电源 的 两 端 , 而 已 , P 
Pn 是 用 电厂 , 各 需要 电流 条,i2,:… ,in. 预先 假设 在 线路 上 容许 总 的 电位 降落 是 2e, 现在 需要 确 
定 导线 各 部 分 的 截面 积 , 使 在 全 线路 上 用 铜 的 分 量 为 最 小 . 


加 110 


显然 , 只 要 考察 导线 之 一 , 就 说 是 A4;, 已 经 够 了 , 因为 另 一 导线 处 于 完全 类 似 的 条 件 下 , 用 
hi,12，,… ,ln 表示 各 部 分 441, A142,… ,An,_1An 的 长 (用 米 计 ), 用 gq1,g2,:…… ,qn 表示 它们 的 
截面 积 (毫米 “), 那 时 表达 式 

多 一 如 qi 十 /292 十 … 十 bqn 
即 表示 所 用 铜 量 的 总 体积 (厘米 ); 我 们 需要 求 出 它 的 最 小 值 , 并 注意 着 在 导线 44。 上 电位 的 总 
降落 应 当 等 于 e. 
容易 计算 在 线路 的 各 段 AA1, A142,.… ,4 14 将 流 过 怎样 的 电流 刀 , 厂 也: 


呈 1 三 和 十 和 2 十 十 各 天 一 委 十 .十 识 i 


若 用 p 表示 长 1 米 截面 1 获 米 ”的 铜 导线 的 电阻 , 则 这 些 线段 的 电阻 就 是 
ob 
d1 d2 dn 
于 是 按照 欧姆 定律 , 在 这 些 线段 上 对 应 的 电位 降落 依次 为 
pl2 J2 ed i 刀 es pln 
d2 dn 
为 了 要 避免 繁复 的 计算 , 代替 变量 gj,g2,. ,qn, 我 们 就 导入 e1, e2,:…… ,en 它们 是 用 如 下 简 
单 的 条 件 联系 着 : 


es = 


/1./ 
el = ri1./1 一 和 
1 


e145 eit en 0 


@ 因 为 当 * 从 0 增 大 至 + 时 2? 是 * 的 单调 减 函数 (这 不 难 用 微分 学 的 方法 证 明 ) 


之 


[201] 85.， 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 “377. 


Cn—l CE 一 El 一 ”一 6m 一 1t 


于 是 就 有 
lJ ph ln ly Jn 
q = Fg = A... ,gn = Oe = FP 
CE1 CE2 En E 一 6E1 一 62 一 一 En 一 1 
因而 ， ， 
12 1 Jn L127 
CE1 


其 中 自 变 量 El1,€2,''° ,En-—l 的 变动 区 域 由 不 等 式 
e1>0,e2>0,...,en-1>0,e1 十 e2 十 '…: 二 en-1<e 


( 开 的 单纯 形 ) 确定 . 
使 v4 关于 一 切 变 元 的 导数 等 于 零 , 得 方程 组 


Ll 1 _ 0 
e1 (e 一 el 一 :一 en 1)2 
.7 I Jn _ 0 
e2 人 (e 一 el 一 一 en 1)2 
e2 1 (e 一 El1 一 em-1)? 本 
由 此 ( 仍 引 入 en) 有 
Hh 2 
et ee ee 
用 一 (入 > 0) 表示 这 些 比 的 公共 数值 . 则 


入 2 
€1 一 Aliv J1, €2 一 Al2Vv J2, ""*"* ,Cn 二 AMln Vv Jn, 


而 且 很 容易 由 条 件 ei + ez 十 :… 十 en 二。 来 确定 入 : 


e 
VinitlevV ht + hv 


因为 当 点 (e1, e2,… ,en-1) 接近 于 区 域 的 边界 时 , ww 就 无 限 地 增 大 , 所 以 上 面 得 出 的 el,e>， 
… ,en-1(en) 的 数值 确 使 吨 数 ww 获得 最 小 值 . 
最 后 , 回 到 原来 的 变量 qi, g2,… , qn, 我 们 求 得 


gq! = $V q2 = $V “**， qn = SVT 


坟 此 知道 导线 的 最 适当 的 截面 积 显 然 与 对 应 的 电流 强度 的 平方 根 成 正比 例 . 
9) 最 小 二 乘法 “所谓 最 小 二 乘法 就 是 广泛 使 用 的 修正 观测 的 方法 , 它 的 要 素 包 括 在 下 文 内 . 
设 要 确定 三 个 量 吕 zx,y,z 的 数值 , 若 对 于 它们 建立 n > 3 个 线性 方程 
QiT+biyteiz= dd (i= 1,2,.… ,Nn), 


我 们 以 三 个 为 限 , 仅 是 为 了 写 起 来 简便 . 


. 378 . 第 五 章 多 元 项 数 [201] 


在 qi, bi,cisdi 之 中 某 些 系数 从 经 验方 法 得 出 , 只 知 其 为 近似 值 . 这 时 , 我 们 假定 其 中 至 少 某 三 方 
程 有 异 于 霍 的 行列 式 ; 例如 , 设 

a1 pb ci 

da b> cz | 天 0. (14) 

43 b3 C3 

然而 由 前 面 三 个 方程 算出 的 z,y,z 的 数值 , 一 般 说 来 , 并 不 就 精确 地 满足 其 余 的 方程 (或 则 
由 于 方程 的 系数 内 有 着 不 可 避免 的 误差 ， 或 则 由 于 方程 本 身 仪 表示 着 近似 等 式 ). 我 们 没有 任何 根 
据 可 以 偏重 其 中 某 些 方程 而 看 轻 其 他 式 . 而 不 论 怎样 选取 z,y, z 的 值 , 必须 估计 到 有 不 可 避免 的 
误差 
i = iT biy t+ Ciz— di. 

我 们 只 望 达 到 这 样 的 目的 , 使 这 些 误差 的 平方 之 和 : 


人 7 


W = Y、 67 一 > (aiz 十 5 十 cz 一 di) 
i 二 1 


2 一 1 
为 最 小 (最 小 二 乘法 即 由 此 得 名 ). 换 句 话说 , 使 函数 W = W(x,y,z) 获得 最 小 值 的 x,vy,z 的 值 
就 认为 是 最 符合 于 实验 结果 的 数值 . 
按照 一 般 法 则 , 要 求 出 这 些 zx,y,z 的 数值 , 可 使 W 关于 z, y, z 的 导数 等 于 零 : 


2》， Qi(aiT + biy 二 ciz— di)=0, 


二 1 


2》， bi (aix 十 bi 十 Ciz 一 di) 二 0， 


2 一 | 


2 > Ci(aiT + biy + ciz— di) = 0. 


4 一 工 


高 斯 (C.F.Gauss) 引用 其 他 记号 来 表示 仅 具 相 异 下 标的 同类 型 项 的 总 和 , 如 : 


[aa] 代替 3 [ab| 代替 > oibi, 等 等 . 


i 
上 述 确 定 x,y,z 的 数值 的 三 个 方程 用 高 斯 的 记 法 就 可 改写 成 
[aa]z + [ably + [aclz = [ad], 
[balz + [bb]y + [bd]z = [bd), 
[ca]z + [cbly + [ec]z = [fed]: 
七 们 称 为 标准 方程 组 . 


为 了 要 证 实用 这 些 方程 可 以 单 值 地 确定 z,y, z 的 值 , 需要 先 证 明 方 程 组 的 行列 式 异 于 零 . 
按照 已 知 的 代数 定理 , 这 行列 式 的 平方 可 表示 为 


[aaj [cb lace| 0; bi Ci 


ba] [bb] bd | => |o b 60|, 


[caj [cb| cc 5 ap bp Ck 


[201] §5， 极 值 . 最 大 值 及 最 小 值 . 379 、 


其 中 右边 的 和 是 天 于 从 n 个 下 标 1,2,… ,n 中 每 次 取 三 个 的 一 切 可 能 的 组 合 (i,j) 而 取 的 . 因 
为 按照 我 们 的 假定 , 右边 诸 行 列 式 内 至 少 有 一 个 异 于 等 , 故 由 此 推 得 左边 的 行列 式 也 不 等 于 堆 . 
尚 需 证 明 由 标准 方程 组 所 确定 的 变 元 之 值 确 能 使 盟 数 W 获得 最 小 值 . 为 此 , 例如 , 只 要 证 明 ， 
在 半径 足够 大 的 球体 之 外 ,W 可 成 为 适当 的 大 就 够 了 . 
为 此 目的 , 考察 在 W 的 表达 式 中 前 面 三 个 括号 内 的 数值 : 


aiX 十 by 十 clz 一 di 一 2 ao 十 by 十 caz 一 =u QT by 十 ca2 一 aa = us. 


由 于 (14),z,y,z 也 可 用 这 些 数 值 wi, 2, ua 线性 地 表示 出 来 , 并 且 市 有 完全 确定 的 党 系数 , 因此 当 
UL, U2, U3 全 部 为 有 界 数量 时 ， TT,Y,Z 本 和 号 也 必定 是 有 界 数量 . 由 此 已 很 明显 ， 当 72 一 2 十 11 + 
无 限 增 大 时 , w? + 2 十 u3( 随 之 而 W) 也 必 无 限 增 大 . 


第 六 革 ”函数 行列 式 及 其 应 用 


8$1， 函 数 行列 式 的 性 质 


202. 涵 数 行列 式 ( 雅 可 比 式 ) 的 定义 ”在 本 章 内 (在 本 书 的 其 他 部 分 也 如 此 )， 
一 种 由 偏 导 数 所 组 成 的 特殊 行列 式 是 我 们 研究 问题 的 重要 工具 . 我 们 先 来 研究 它 的 
基本 性 质 . 

巩 已 给 个 变 元 的 m 个 图 数 


2/1 = 户 (Z1) x2, , 27) ， 
二 的 0 
yn 二 fn(z1, £2, | , Tn )) 
它 定 义 于 某 一 n 维 区 域 D 中 , 且 在 这 区 域 中 有 关于 一 切 变 元 的 连续 偏 导 数 . 我 们 用 
这 些 导 数组 成 行列 式 
OX1 OX» OXn 
DZl O07» Ox» 
OX1 OZo OXn, 


这 行列 式 通常 称 为 方程 组 (1) 的 雅 可 比 函 数 行列 式 , 或 雅 可 比 式 , 以 纪念 首先 研 
究 它 的 性 质 及 应 用 咏 的 德国 数学 家 和 雅 可 比 (C.G.J.Jacobi). 为 了 简明 起 见 , 用 类 似 于 
@ 与 雅 可 比 同 时 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 (M.V.Ostrogradskii) 也 引用 过 雅 可 比 式 . 


[203] §1， 函数 行列 式 的 性 质 . 381 . 


导数 标记 的 记号 


DY yo, ,Yn) 
D(oi do ' i 


来 表示 它 . 雅 可 比 式 有 看 与 普通 导数 相似 的 一 系列 性 质 . 


203. 雅 可 比 式 的 乘法 ”在 函数 组 (1) 以 外 , 再 取 在 区 域 P 中 有 定义 是 有 连续 
偏 导数 的 函数 组 


Tn = pn(t1, to, ee 


假设 当 点 (三 ,如 ,tn) 在 PP 中 变动 时 , 对 应 后 (x21,22,… ,Yn) 不 越 出 区 域 D, 于 是 
就 可 以 值 X12 * ,Wn 为 媒介 而 把 2 2 ,Yn 看 成 是 的 ， ;bn 的 复合 贞 数 . 


现在 要 把 方程 组 (1) 的 雅 可 比 式 乘 以 方程 组 (2) 的 雅 可 比 式 : 


OX1 Oxi OZ1 
OX» OX2 Ox 
OR OW OZ 


由 行列 式 理 论 中 我 们 已 经 知道 行列 式 乘法 的 定理 , 它 由 公式 


Ql1l CI2 ‘°°: (Qin b11 Diy. 2: bi Cl11 C12 *'** Cin 
Q21 022 ‘°° ao2n boy: das wx bow | |"CoL Ca “se, ‘00 
Qnl Un2 *** Unn Da bn,2 i Dn Cnl Cn2 ”Cn 


表达 着 , 其 中 最 后 一 个 行列 式 内 的 一 般 元 素 是 


Cik = Qiibik + Qi2b2g 二 -+ ainbnk (2 大 三 12 ) 作 ) 


. 382 . 第 六 章 消 数 行列 式 及 其 应 用 [203] 


(按照 “ 行 乘 以 列 ” 的 规则 相 乘 ), 应 用 这 公式 于 函数 行列 式 , 则 得 


OXx1 Ox» OZ Oti Ot2 Ot,, 
Oy2 Oy 9% 0z2 oz .oz 
Ox1 Oma Orn | | Oti Oto Ot 
Ox1 Dr OZn Oti Ot» Ot,, 
Oi on | ON Orn ON Or1 |, ON orn 
Oxi Ots Ox», Oti Ox Otn Ozxn Otn 
By2 O71 ， Oy don. Oy2 Or! ， | By gu 
一 az] Bt On Ot] OX1 Ot Or Bt 
Oyn O71 | | On OTn .Oyn OT | Cnorn 
DZ1 Oti Ozxn Oti DZ1 Ot, Ozxn Ot,, 
到 复合 函数 的 导数 公式 后 , 就 知道 这 行列 式 的 一 般 元 系 是 
Oy: Oz1 Oy: Orn Oy; 
ol1 . Cn 一 1 2 
Ox1 Otx. DOz Ot Otx (bk = 2, ,7) 
我 们 就 可 以 把 最 后 的 行列 式 改 写成 

Oti Ot» Otn, 

Oy 6 0y2 

Ot1 Ot Ot, 

am am Oyn 

Ot Bto Ot 


刚才 所 证 明 的 是 雅 可 比 式 的 第 一 性 质 , 可 以 简写 成 : 


D(y1, y2, “0 , Yn) | D(z1, 7Z2， “ , Ln) _ Dl(y1, yo, “ , Yn ) (3) 
D(zi,xX2 Tn) 万 (三 ,如 ,tn) D(ti,toy ,tn) 
如 采 y 是 zx 的 一 个 较 数 ， 其 中 z 又 是 t 的 茹 数 , 则 我 们 怠 可 由 此 得 到 已 知 的 复 
合 丽 数 的 导数 公式 : 错字 = 昏 ; 这 样 , 刚才 导出 的 雅 可 比 式 的 性 质 就 成 为 复合 轩 
数 的 导数 公式 的 推广 . 
请 注意 当 变 元 tt yt 恒 等 于 2 22 ,Yn 的 特别 情形 ， 这 时 函数 组 (2) 就 
是 函数 组 (1) 的 结果 号 . 于 是 刚才 所 得 的 关系 式 便 是 : 
Dlyya yn) Dehza ,azn] 
站 (Cl To2 Tn) D(y1,Yy2, ,Yn) 


中 我们 在 此 处 假设 这 种 转变 有 可 能 , 参阅 下 市 . 


二 1 


[204] 81， 函 数 行列 式 的 性 质 . 383 . 


D(yi, Yy2,* , Vn) _ l (4) 
D(z1, 7T2,.** ,Tn) D(z1, To Tn) 


D{(yi, y2,: “ , Yn) 
在 这 种 形式 之 下 , 它 类 似 于 反 消 数 的 导数 公式 . 


204. 函数 矩阵 ( 雅 可 比 和 矩阵) 的 乘法 ” 设 有 n(n > m) 个 变 元 zl Xx2,… ,zn 的 
A 个 渭 数 Yy1,Y2, 0 


2/1 = 万 (Z1 2Z2， , Tn)) 
y2 = fo(T1, To ,Tn), 
Ym 一 fm(Z1, Lo2, , Tn )) 


其 中 变 元 x1, xz2,:… ,zh 又 是 mm 个 变 元 厂 ,t2,… ,tm 的 也 数 : 


a oa 


Zn 一 pn (t1, to, 四 ,tm ). 


假定 在 两 种 情形 下 虱 存 在 连续 仿 导 数 , 今 将 求 出 y,yo,… ,ym 作为 嫉 ,t2，…: 
tm 的 了 消 数 时 的 雅 可 比 式 的 表达 式 . 

在 行列 式 的 理论 内 曾 证 明 关 于 和 矩阵 来 法 的 一 般 定理 (上 面 所 用 行列 式 滋 法 的 定 
理 是 它 的 特殊 情形 ). 现在 我 们 来 考察 两 个 矩阵 


》 


Q11 Q12 U1n b11 bi2 “~ bim 
021 0o2 1: Qon bo1 po :1:: bm 
及 (n > m), 

几 
Qmi1 Qm2 Qmn bi1 brn2 bm 

C11 C12 Cim 

C21 C22 Com 

》 
Cml Cm?2 Cmm, 


叫做 它们 的 乘积 , 它 的 元 率 由 公式 


Cik = Qiibik + Qi2b2k 二 二 Ginbnk (k=1,2,...,m) 


* 384 ， 第 六 章 ” 范 数 行列 式 及 其 应 用 [204] 


来 计算 . 对 应 于 这 方 阵 的 行列 式 等 于 和 式 : 


Cl1i1 Q11> “ Ci bi 1 bi 2 “1 bi m 

y、 02 让 02i i Qoi,, pi bis2 1 bism 
全 。，， ，。 ，。， 。。。 ..， 、。。 . 、、。 

Qmiy Qmis Qmir, bi 1 Di 2 5 bi m 


这 和 式 是 从 nn 个 标号 1,2,… ,mn 内 每 次 取 m 个 的 一 切 可 能 组 合 (i1,io,… ,im) 而 遍 
取 的 . 
应 用 这 结果 于 “ 鹃 数 和 矩 阵 ?( 即 “ 雅 可 比 和 矩阵 ”) 


Or! ”DOzo OT Ot1 Ot» Oty, 
Or! 6za Or 久 Bt! Ot Bt | ， 
Oym Oym .Oym Ozn Orn .Orn 
DZ1 Ox Orz Ot1 Ot» Ot,, 
我 们 得 到 
OX1 Ot1 Ox, Ot1 OX1 Ot,, Or Ot,, 
Oy2 Om .1100m Oy2 O71 .| Oy2 Ozn 
Oz1 Ot1 OZ Ot] OX Ot On Otm, 
Dum O71 | OUm rn, Oym OT1 | .| Oym Orn 
OX1 Ot] OZ Ot1 OX1 DOt OX», DOt 
0 Oyi Oy OzZi Oi 7 Oza 
Ozi, DZ OZi Ot1 Ot> DOt 
Oy2 om Oy Ozi Oxis ~ Ozi, 
一 > Oxi Oxi, Oxi, |'| ti Oto Ot,, 
(21 22，…… im ) ..， 、、， 、、。 、。. ..。， ,.， 、。。 。，。。 
Oym Oym Oym OXi,, OTi,, | OZi 
Ori, OXi, OZi Oti Ot» Ot 
春 册 回忆 复合 图 数 的 导数 公式 , 则 在 这 等 式 左边 的 行列 式 可 以 写成 
Ot1 Ot» Otm 
Ot] Ot» Otm, 
Oym om Oym 


Ot! Ot» Ot, 


[205] §2， 隐 函数 . 385 . 


所 得 的 结果 可 以 简写 为 : 


DUO ya ,Ym) >》 D (yi,Yy2,::* ,Ym) D(zi, iz) ,in,) (5) 


D(t1,t2,- "» ,tm ) D(zi,, XTi, “ ,Di ) D(ti1,t2,.: ， ,tm ) 


(21 ,22 ， ,im ) 


等 式 右边 的 和 式 是 从 n 个 标号 1,2,… ,n 内 每 次 取 m 个 的 一 切 可 能 组 合 而 遍 取 的 . 
当 m=1 | (全 大 干 中 间 变 量 的 ) 复合 函数 的 微分 


公式 
-> Ov Ox: 
Or; Ot 


因此 束 成 为 它 的 推广 
还 须 注 意 当 n= 3 而 m = 2 时 由 我 们 的 公式 所 得 出 的 一 种 特殊 情形 : 
Dyi,y2) DUO D(z1,22) Dlyi,y2) D(z2, 73) 


Dl(ti, to) D(z1, x2) D(ti, to) D(z2, 73) D(t1,t») 
D(yi,y2) D(z3,71) 
D(z3,71) Dl(ti, to) | 


这 公式 经 第 特别 地 有 用 . 

我 们 已 建立 雅 可 比 式 的 (类 似 于 普通 导数 的 ) 一 系列 的 形式 的 性 质 ; 再 有 将 在 
210, 8) 中 导出 的 一 个 公式 也 属于 此 . 但 在 隐 函 数理 论 (参看 下 面 82) 中 , 尤其 是 在 
二 重 、 三 重 以 及 一 般 多 重 积 分 (参看 第 三 卷 ) 的 变量 变换 的 问题 中 , 导数 与 雅 可 比 式 
之 间 表 现 出 更 深刻 的 相似 性 . 


(6) 


82， 隐 项 数 


205. 一 元 隐 男 数 的 概念 ”假定 二 变 元 x 及 y 的 值 用 方程 互相 联系 着 , 香 把 这 
方程 的 一 切 项 都 移 至 左边 , 则 在 一 般 情 形 , 其 形式 为 
F(z,y) =0. 0 
此 处 的 开 (z,y) 是 在 某 一 区 域 中 给 定 的 二 元 函数 . 若 对 于 每 一 z 值 一 -在 某 一 区 间 
内 一 一 存在 一 个 或 儿 个 y 值 , 它们 与 z 同时 满足 方程 (1), 则 水 数 yy = f(x) 由 此 确 
定 是 单 值 的 还 是 多 值 的 , 于 是 , 方程 
F(z, f(x))=0 (2) 


便 成 为 关于 z 的 恒等式 . 
例如 , 取 方 程 
+ 二 -1= 0; (1a) 
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七 显然 确定 y 为 x 在 区 间 [-a,a| 内 的 双 值 函数 , 即 


b 
yY 三 土 ~Va?— 72. 
a 


又 若 把 这 函数 代 换 方 程 (la) 内 的 y, 则 得 恒等式 
在 这 里 我 们 可 以 用 z 的 初等 函数 写 出 y 的 很 简单 的 解析 表达 式 . 然而 事情 并 非 
常常 如 此 顺利 的 . 若 取 我 们 曾经 遇见 的 方程 [ 仅 变 元 的 表示 法 有 不 同 , 83] 


y—7X—éesiny=0 (0<e<1), 


来 看 , 我 们 知道 , 由 这 方程 确定 y 为 x 的 单 值 淆 数 , 虽然 用 有 限 形式 它 却 不 能 用 初等 
吗 数 表达 出 来 . 

在 了 因数 y = f(z) 是 由 未 曾 解 出 (关于 y) 的 方程 (1) 所 给 定 , 它 就 称 为 隐 函 数 : 
右 研 究 其 中 y 对 z 的 直接 关系 , 它 就 成 为 显 函 数 . 读者 当 能 明了 , 这 些 术 语 仅 叙 述 
果 数 y = f(z) 的 表示 方法 , 而 并 未 涉及 它 的 性 质 ， [严格 地 说 , 函数 的 隐 示 式 与 显示 
式 的 对 立 性 仅 当 显 示 式 被 理解 为 显 的 解析 表示 式 时 始 能 显得 十 分 明确 ; 不 然 , 若 把 
按照 任何 规则 [45] 所 给 定 的 函数 都 看 作 显 函数 , 则 借助 于 方程 (1) 以 确定 y 为 z 的 
师 效 并 不 劣 于 其 他 任何 方法 . 

在 最 简单 的 情形 , 当 方 程 (1) 是 代数 方程 时 , 即 当 函数 F(z,y) 是 x 及 y 的 整 多 
项 式 时 , 由 此 而 确定 的 z 的 隐 函 数 y (一 般 是 多 值 函 数 ) 称 为 代数 函数 . 若 方 程 ( 关 
于 y) 的 方 次 不 超过 四 , 则 代数 函数 总 可 以 表示 为 含有 根 式 的 显 淆 数 , 在 窜 次 高 于 四 
时 这 样 的 表达 式 仪 在 例外 的 情形 始 为 可 能 . 

目前 我 们 仅 关心 于 “ 隐 ” 函 数 的 存在 及 单 值 的 问题 (以 及 它 的 其 他 性 质 ), 不 管 
它 能 否 用 解析 公式 表示 为 “ 显 ” 式 与 否 . 可 是 这 样 提 出 的 并 非 新 的 问题 ; 当 涉及 反 范 
效 的 存在 及 性 质 时 我 们 已 讨论 过 这 问题 的 特殊 情形 , 那 时 曾 用 方程 


y— f(z)=0 


确定 z 为 y 的 “ 隐 ” 羡 数 . 

上 述 问 题 的 几何 解释 是 大 有 教 益 的 . 方程 (1) 在 某 
种 场合 下 表示 平面 曲线 [例如 大 家 知道 方程 (1a) 表示 
着 椭圆 (图 111)]; 在 这 种 情形 , 它 称 为 曲线 的 隐 示 方程 . 
问题 归结 于 : 曲线 (1)( 或 它 的 一 部 分 ) 能 否 用 右边 单 值 
随 数 的 普通 方程 y = f(x) 来 表示 ? 几何 意义 是 , 曲线 
(或 它 的 一 部 分 ) 与 平行 于 y 轴 的 直线 仅 相 交 于 一 点 . 

硅 我 们 希望 得 到 单 值 消 数 , 则 像 在 椭圆 的 例子 内 所 
看 到 的 , 不 仅 需 要 限定 x 的 变动 区 域 , 还 要 限定 y 的 变 
功 区 域 . 


[206] §2.， 隐 函数 * 387 : 


为 了 简明 起 见 , 我 们 就 说 ,在 给 形 (a,b; c,d) 内 方程 (1) 确定 y 为 z 的 单 值 子 数 ， 
如 来 对 于 区 间 (a,b) 内 的 x 的 每 一 值 , 在 区 间 (c,d) 内 方程 (1) 有 一 个 , 且 仅 有 一 个 
根 ?/， 

通 党 我们 将 只 关心 十 满足 方程 (1)( 位 于 曲线 上 ) 的 某 - -定点 (zo0,wo), 并 取 这 点 
的 一 个 邻 域 作 为 上 述 的 矩形 . 这 样 , 例如 在 椭圆 (图 111) 的 情形 , 显然 可 以 断定 , 方 


程 (1a), 除 椭 圆 长 轴 上 的 顶点 4, 4' 以 外 , 在 椭圆 上 任 一 点 的 充分 小 的 邻 域 内 确定 纵 
标 y 为 横 标 zx 的 单 值 毅 数 . 


206. 隐 遇 数 的 存在 ”现在 将 建立 保证 单 值 连 续 隐 函数 存在 的 条 件 . 
定理 1 假定 1) 函数 亚 (z,g 在 以 点 (zo, 加 ) 为 中 心 的 某 一 领域 
D= [zo = A + 人 A; yo 人’, yo 十 和 | 


中 有 定义 而 且 连 续 ; 
2)F(7z,Yy) 在 这 点 等 于 堆 : F(zx0,vyo) = 0; 
3) 当 z 为 常数 时 , 函数 F(z,y) 随 着 的 增 大 而 单调 增 大 (或 单调 减 小 ). 那么 ， 
a) 在 点 (zo,yo) 的 某 一 邻 域内 , 方程 (1) 确定 y 为 x 的 单 值 了 数 : 2 
6) 当 X= zo 时 这 函数 具有 数值 yo : f(xo0) = vo: 最后， 

B)f(Z) 十 连续 函数 ， 


证 明 先 令 (x,y) 沿 着 通过 点 Mo(zo,yo) 的 铅 直线 (图 112) 而 移动 , 即 男 定 
Z 二 Z0; 于 是 遇 数 F(z,y) 就 变 成 一 个 变 元 y 的 函数 F(zo,y). 根据 2), 它 当 y = wo 
时 等 于 0， 同 时 按照 条 件 3), 函数 F(zo,y) 随 着 y 一 起 增 大 , 于 是 当 y < yo 时 沼 
数值 小 于 零 ， 当 y > yo 时 函数 值 大 于 零 . 因此 , 特别 , 它 在 点 Ao(zxo,wo - A ) 及 
Bo(zo, yo 十 A) 将 有 异 号 的 函数 值 , 就 是 


F(Ao) = F(xo, Yo — A = F(Bo) = F(xo, Vo A’) > 0. 


.388 - 第 六 章 项 数 行列 式 及 其 应 用 [206] 


现在 再 看 点 (z,y) 党 着 通过 ho 与 Bo 的 两 水 平 直 线 而 移动 的 情形 , 就 是 固定 

y 二 Vo 一人’ 或 y= yo+ 介 '. 于 是 得 出 两 个 z 的 级 数 :P(lz,yo 一 A) 及 F(z,yo + 人) 

我 们 已 看 到 当 x = zo 时 第 一 个 函数 有 负 值 , 第 二 个 有 正 值 . 但 按照 条 件 1), 这 些 图 

数 均 为 连续 ©, 因此 必 能 找 出 点 zo 的 某 一 邻 域 (zo 一 60, zo 十 60)(0 < 60 < 介 ), 使 在 

这 邻 域内 , 二 函数 都 保持 着 自己 的 符号 [80, 引 理 ], 于 是 当 zo -~ bo <Z < zo 十 60 时 ， 
右 

Flz,yo 一 A)J<0，Flz,yo 二 A)>0. 


换 名 话说, 在 原 和 矩形 的 下 底 及 上 底 上 , 有 以 点 4o 及 Bo 为 中 心 而 长 为 260 的 线段 
4142 及 B1B,, 沿 着 这 些 线段 ， 给 定 的 咀 数 se 在 Ai4» 上 有 人 负 值 而 在 B1B» 区 
有 正 值 . 

在 区 间 (zo 一 60, Xo 十 60) 内 固定 其 任 一 值 x = zx, 考察 连接 点 4(z,vyo 一 A') 与 
B(z,yo+ 介 ') 的 铝 直 线段 . 沿 着 这 线段 , 我 们 的 函数 又 变 成 一 个 变 元 y 的 函数 F(z,y). 
因为 根据 1) 它 是 连续 的 @, 而 且 曾 说 过 , 在 区 间 [wyo -Am 二 A4 的 两 端 有 异 号 的 图 
数值 : 

F(A)= F(z,yo—A)<0 F(B)= F(z,yo+A')>d, 


所 以 依 布尔 查 诺 - 柯 西 定理 [80], 这 函数 F(z,y) 必 在 介 于 yo 一 人 A' 及 yo + 人 ' 之 间 
的 某 一 值 y = 5 处 等 于 零 : 
F(z,Y)=0. 


由 条 件 3) 又 推 得 , 在 这 里 当 y zy 时 就 要 各 有 F(x,y) 之 0, 于 是 y 是 区 则 (yo 一 
A 人’, 十 A 内 唯一 的 y 值 , 它 同 xz = 1 一 起 满足 方程 (1). 在 每 一 铅 直 线段 4B 上 
仅 能 找 出 一 点 M(z, 奶 , 使 方程 的 左边 等 于 零 ， 

这 样 , 在 点 (zo,yo) 的 邻 域 


(zo — 60, Xo0 + 60; Yo 一 A 人 ,yo 十 入 ) 


内 , 方程 (1) 确实 确定 y 为 x 的 单 信函 数 : y = f(z). 
同时 , 由 于 2), 前 面 的 论断 也 表明 f(zo) = yo. 就 是 说 , 由 F(zxo,yo) = 0 可知 yo 
正 是 区 间 (yo - A’,yo 十 人) 内 那个 唯一 的 y 值 , 它 与 x = zo 共同 满足 方程 (1). 
剩 下 来 仅 需 证 明 函 数 y = f(x) 在 区 间 (xo 一 60, Xo 十 60) 内 为 连续 . 对 于 点 z = zo， 
函数 的 连续 性 可 由 前 面 的 论断 直接 得 出 , 这 论断 对 于 以 点 Mo(zo,yo) 为 中 心 的 任意 
小 的 矩形 都 能 适用 : 把 A' 换 成 任 一 数 s < A', 和 前 面 一 样 我 们 可 以 求 出 这 种 6<60， 


@ 我 们 假定 了 函数 F(z,y) 对 于 变 元 z,y 是 连续 的 ; 在 这 种 情形 , 它 对 于 个 别 的 每 一 变 元 也 必 为 
@ 参 阅 上 页 的 脚注 ! 


[207] $2， 隐 基数 . 389 . 


使 对 于 区 间 (zo 一 6, zo 十 6) 内 的 任 一 xz, 有 对 应 于 它 的 唯一 的 y 值 , 它 与 > 共同 满足 
方程 (1), 而 且 它 刚好 落 在 yo -< 与 +e 之 间 . 这 样 , 当 |x - zol <5 时 , 将 有 


f(x) — vol = |f(z) — f(z0)| <e， 


这 束 证 明了 也 数 f(z) 在 点 x = zo 的 连续 性 . 

对 于 任意 点 zx = x 图 数 的 连续 性 的 证 明 与 对 于 点 x = zo 的 证 明 类 似 ， 点 
M(z, 妨 ( 其 中 的 了 = f(x)) 和 Mo(zo,yo) 满足 着 同样 的 条 件 , 因为 F(z,y) = 0. 因 
此 , 同上 面 一 样 , 在 点 人 M(x,y) 的 邻 域内 , 变 元 y 由 方程 (1) 而 确定 为 z 的 单 值 函数 ， 
七 在 点 Zz = 天 为 连续 . 但 正 由 于 它 是 单 值 函 数 , 它 必 重合 于 f(x), 由 此 得 证 f(x) 当 
2 二 £ 时 为 连续 . 

我 们 已 证 明 隐 水 数 的 存在 定理 , 但 并 未 提出 关于 计算 它 的 数值 或 关于 它 的 解析 
表示 式 等 问题 ; 我 们 将 在 第 十 二 章 内 再 研究 这 些 . 

已 证 明 的 定理 显然 是 83 中 定理 的 推广 . 


207， 隐 水 数 的 可 微 性 ”现在 我 们 将 加 强 关 于 函数 Flz,y) 的 假定 , 那 时 就 可 证 
明 冰 数 y = f(z) 的 导数 也 存在 . 


定理 2 假定 1) 函数 (zx,y) 在 以 点 (zo,yo) 为 中 心 的 珑 形 
D= [x0— A,zot A;yo— A’,vyot A 


中 有 定义 且 连 续 ， 
2) 在 D 中 偏 导数 下 及 下 存 在 且 连 续 ; 
3)F(z,y) 在 点 (x0,yo) 等 于 零 : F(x0,yo) = 0; 最 后 ， 
4 导数 所 (zx0,yo) 开 于 零 . 
那么 , 除了 定理 1 的 结论 a ),6),B ) 成立 以 外 ,还 可 以 证 明 T) 函 数 flz) 有 连续 


证 明 (图 113) 例如 , 设 琴 (zo,yo) > 0; 因为 根据 2), 导数 F(z,y) 是 连续 的 ， 
所 以 可 以 作出 这 样 的 正方 形 


[zo0—6,7z0+6;yo m6,yot+6] (6 <A 及 A), 


使 对 一 切 属 于 它 的 点 及 (x,y) > 09%. 于 是 对 于 这 正方 形 而 言 , 定理 1 的 一 切 条 件 
部 得 满足 : 由 已 > 0 就 能 推 得 当 x = 常数 时 F(x,y) 是 y 的 单调 函数 [132]. 因此 ， 
结论 a ), 6 ), 8 ) 可 以 作为 是 已 证 明 为 真实 的 了 . 
转 而 证 明 论 断 r ), 现在 把 y 理解 为 由 方程 (1) 所 确定 的 , 且 恒 等 地 满足 它 的 隐 
了 梁 数 y = f(z)， 给 > 以 一 增 量 Az; 与 自 变量 终 值 x + Ax 对 应 的 函数 的 终 值 是 
@ 因 为 与 80 中 对 于 一 元 函数 的 引 理 相 类 似 的 论断 对 于 多 元 函数 也 真实 . 
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Xo0~O0'( Xo 
Xo~00 xot6o 


图 113 


y 十 Ay = f(z 十 人 Az), 它们 共同 满足 方程 (1):F(z 十 Ax,y 十 人 Ay) = 0. 显然 , 增 量 
AF(z,Y) = F(z + Ary + AY) — F(z,y) =0. 
用 178 的 公式 (1) 表示 AF, 就 得 
0= AF(z,y) = F(x,Yy): Ar+ P(r,y): Ay 二 aAz+BAN 


式 中 的 a 及 8 依赖 于 Azx, Ay, 且 当 Az 及 Ay 同时 趋 于 零 时 也 趋 于 零 . 由 此 


Ay F(z,y)+a 


Arz F(z,y) TB 


使 Ax 趋 于 零 ; 根据 已 证 明 的 函数 y = f{x) 的 连续 性 [参阅 8)] 这 时 Ay 也 趋 于 零 ， 
于 是 a 一 0,6 一 0. 因为 1 天 0， 故 右 边 的 极限 存在 ， 从 而 vy 关于 z 的 导数 也 存在 : 


Ay F(x,y) 


f= jn As = -Fla (3) 
用 f(x) 代 换 y, 就 有 
1 Fly,f(7)). 
1 (0 = 7 Er, Fo) 


因为 等 式 右 边 分子 及 分 母 中 都 是 连续 函数 的 连续 函数 , 且 分 母 不 变 为 零 , 故 由 此 可 
知 万 (z) 也 是 连续 也 数 . 定理 就 已 证 明 . 

值得 注意 的 是 : 由 直接 给 出 的 函数 F(z,y) 的 性 质 , 我 们 可 以 判断 不 能 直接 给 出 
的 限 数 y = f(z) 的 性 质 . 


[208] 82， 隐 毅 数 . 391 ， 


208. 多 元 的 隐 兽 数 ” 同 研究 方程 (1) 一 样 , 也 可 以 研究 更 多 个 变 元 的 方程 
F(xi1, 7Z2 2n UV) = 0. (4) 
在 已 知 的 条 件 下 , 由 这 方程 确定 y 为 n 个 变 元 Zi,za .Zn 的 “ 隐 ” 隐 数 : 
Y = f(x1, 72." ,Tn), 
一 般 地 说 来 , 它 是 多 值 滑 数 . 重用 它 代 换 y, 就 得 到 关于 zj, x2,… ,zn 的 恒等式 
F(T1,T2,° ,Tn, f(T1, 7Z2 ,Tn)) = 0. 
我 们 说 , 在 (n 十 1) 维 长 方 体 
(al bp; ao2;)pbo ; Qn, bn; Cd) 


(a1,b1; a2,02;** ; Qn, bn) 
中 任 一 点 (Zz1, x2,… ,zn); 方程 (4) 有 一 个 且 仅 有 一 个 根 y 位 于 区 间 (c,d) 之 内 . 
通常 我 们 总 取 所 论 之 点 (x9,z9,… ,720) 的 一 个 邻 域 作为 这 种 长 方 体 . 


今 将 叙述 关于 方程 (4) 的 一 个 定理 


定理 3 假定 1) 函数 下 (zizo ,Zn 在 以 点 (X59,…… ,X09,yo) 为 中 心 的 (nn 十 
1) 维 长 方 体 


D= [一 AZ 十 AD :70 — AMn, rn + An;Yo — A’,vyo+t A 


中 是 有 定义 且 连 续 ; 
2) 在 DD 中 偏 导数 本 ，… ,下 ,存在 而 且 连 续 ; 


3) 函 数 已 在 点 (29,.… ,x0,yo) 等 于 零 ; 最 后 ， 

4) 叶 数 让 在 这 点 不 等 于 零 ， 

则 ，a ) 在 点 (xX9,… ,720,yo) 在 某 一 邻 域 内 , 方程 (4) 确定 y 为 z1,… ,zn 的 单 
值 函 数 : y = /zyZn); 

6) 当 zl 一 2 ,zn 一 2Z0 时 这 函数 具有 数值 yo : f (79,… ,2X0) = yo: 

B) 孔 数 f(z1,.… ,Xn) 关于 其 所 有 的 变 元 为 连续 , 且 

r) 有 连续 偏 导数 大 ;此 ， 

我 们 不 拟 再 加 以 证 明 , 因为 它 与 定理 1 及 2 的 证 明 完 全 类 似 . 

最 后 , 在 最 一 般 的 情形 , 可 以 给 出 带 有 ni 十 m 个 变 元 的 m 个 方程 组 


Fi(z1, ,Tn; Yi ,Ym) = 0, 
Fo(T1,* ;Tn V1 , Ym) = 0, 


aa 
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在 这 里 要 问 的 是 : 用 这 方程 组 能 否 确 定 m 个 变 元 yi,…. 
“'* ,Xn 的 “ 隐 ” 曙 数 ; 


) Ym 为 为 -天 水 你 元 DS 


Vi (Di = ml ,Tn), 

使 当 上 列 各 式 代 入 (5) 内 时 能 得 恒等式 
和 
人 
rl ne sn (Dig ; Pm(T1) ,Tn))=0 

第 说 , 在 (n 十 m) 维 长 方 体 : 
人 
中 , 方程 组 (5) 确定 四,… ,ym 为 za ,zn 的 单 值 函 数 , 如 果 对 于 nn 维 长 方 体 
(on 


中 的 每 一 点 (Zi ,Zn), 方程 组 (5) 有 一 组 且 仅 有 一 组 属于 m 维 长 方 体 


(Gr 0 Sr br Ui) 


的 解 yi ,om | 

我 们 已 看 到 , 在 由 方程 (1) 或 (4) 所 确定 的 单 值 隐 函数 的 存在 问题 中 , 导数 2 
在 满足 方程 F =0 的 点 不 等 于 零 的 这 一 要 求 起 了 决定 性 的 作用 . 至 于 在 我 们 即将 讨 
论 的 , 在 由 方程 组 (5) 所 确定 的 单 值 隐 范 数 y1,… ,yy 的 存在 问题 中 , 起 同样 作用 的 
是 左边 各 函数 天 于 变 元 外 ,… ,ym 的 雅 可 比 式 : 


om on mn gn 
Oy Ovy2 OU OVm 
J Dl Oy oy Ca (6) 
Dy ee ,i 1 OT OF, _i BOF, 
Oy1 Oy2 Dym -1 Oym 
OF OF DEF OF,, 
Ovy1 Oy2 Oym_1 Oym 
定理 4 假定 1) 一 切 溪 数 Hl,， i sb 在 以 点 (2 “ 人 “ 为 中 心 的 


nn 十 m) 维 长 方 体 


DE 一 Ajj 训 1 生 人 ee 一 AZ + An; 


A 0 


[208] §2.， 隐 函 数 . 393 . 


中 有 定义 而 且 连 续 : 
2) 在 DD 中 这 些 吕 数 关于 一 切 变 元 的 偏 导 数 都 存在 且 连 续 : 
3) 点 (2 ,y0,) 满足 方程 组 (5); 
4) 雅 可 比 式 J[ 见 (6)] 在 这 点 异 于 零 . 
则 ,a ) 在 点 (Z?,… ,yy) 的 某 一 邻 域内 , 方程 组 (5) 确定 1)… ,ym 为 Z1,…， 
2/1 二 万 (Z1) , Tn) ; Ym—1 一 所 -ic ,2m hym = 加 (ct , Tn); 


6 ) 当 Z1 = 20 ,Ln 一 x 时 ， 这 些 函 数 各 具有 数值 YI, ,Yh 12 : 


万 (Z3 , TL2 ) = 好,…， , fm—1(7Y, , Tn) = ym fm(T1, , 72) = yi 


B ) 函数 广 ，…， , fm 都 为 连续 ， 且 
r ) 有 关于 一 切 变 元 的 连续 偏 导数 ， 


证 明 (用 数学 归纳 法 ) 当 m = 工时 方程 组 变 成 一 个 方程 , 定理 是 正确 的 (这 就 
是 定理 3). 现在 假设 , 由 m - 1 个 方程 所 成 的 方程 组 来 确定 m -1 个 隐 函 数 时 定理 
正确 , 要 证 明 它 对 于 m 个 方程 所 成 的 方程 组 也 正确 . 


由 于 雅 可 比 式 7 在 点 (x9,… ,wo,) 异 于 零 , 那么 , 在 最 后 一 行内 至 少 有 一 个 元 
素 在 这 点 不 等 于 零 ; 例如 , 设 
OFm (71, | , YD, ) 0. 
Oym 


这 时 , 按照 定理 3, 方程 组 (5) 的 最 后 一 个 方程 , 在 点 (z9,… ,y0,) 的 某 一 邻 域 
D* 内 , 确定 ym 为 其 余 变 元 的 单 值 郴 数 : 


ym = p(T1 2 (7) 
于 是 就 有 (关于 这 些 变 元 的 ) 恒等式 
pz ,Tn Yl Ym PTI Ym-1)) = 0. (8) 
这 限 数 yp 是 连续 的 , 且 有 连续 偏 导数 ; 此 外 
PLY TR Ye) = Ym (9) 
必须 着 重 指出 , 由 于 我 们 以 后 的 讨论 也 以 上 述 的 邻 域 D* 为 限 , 方程 


Fm(T1, ni ,Ym)=0 
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与 方程 (7) 是 等 价 的 : 因为 在 D* 的 范围 内 , 变 元 z1,… ,zn,W1,… ,ym 的 同一 数值 
组 也 满足 方程 (7). 

用 方程 (7) 代替 方程 组 (5) 中 的 最 后 一 方程 , 并 把 函数 yp 代入 方程 组 (5) 中 其 
余 方程 内 的 ym, 我 们 得 到 具有 ?十 和 一 1 个 变 元 的 mm - 1 个 方程 的 新 方程 组 


B1 (71, ,Tn Yl , Ym—1) 一 
0 


Po(T1, ,Tn;Yyi, ,Ym-1) = 0, (10) 
Dm-1(T1, Tn; yi, ,Ym-1) = 0, 
其 中 为 了 简便 起 见 , 记 ( 当 7 了 =1,2,…,m 一 1 时) 
Bj (£1,. Tn; Yl , Ym_1) 
=F(T1 ,Tn YD Ym PT1, Ym-1)). (11) 


若 不 越 出 邻 域 D* 的 范围 , 则 方程 组 (5) 等 价 于 方程 组 (10) 连同 附加 的 方程 (7). 
因此 , 假如 我 们 能 证 明 , 方程 组 (10) 在 点 (x9,…. ,wy9,_1) 的 充分 小 的 邻 域 4* 内 确定 
mC— 1 个 变 元 Vl) * ,Ym—1l 为 1 0 的 单 值 汤 数 : 


yi = fi(T1, ,Tn), ,Ym-1 = fm-1(X1,** ,Tn)) (12) 
则 根据 (7), 变 元 ym 也 被 确定 为 这 样 的 单 值 函 数 : 


Ym 一 思 (Z1， , Tn ) 


= p(T1 Tn; f(T1 0 , Tn)y ,fm (FT1, ,Tn)), (12a) 


从 而 结论 a) 就 是 完全 真实 的 了 @. 

转 而 讨论 方程 组 (10), 将 证 明 在 点 (x9,… ,91) 的 邻 域 内 它 能 满足 类 似 于 
1),2),3),4) 的 条 件 . 前 二 条 件 的 正确 性 可 以 根据 (11) 由 函数 户 及 wp 的 性 质 直接 
推 得 . 条 件 3) 也 完全 一 样 , 因为 由 (11) 及 (9) 给 出 ( 当 j 了 =1,:…,m 一 1) 


$j;(7), 四 0 YY, “ , Ym 1) = F(x9, 四 ,Yo 1 PLY, “0 ,yO 1)) 
= 万 (2 ,Ym Ym) = 0. 
加 要 说 明 的 是 :(n 十 m 一 1) 维 ( 开 的 ) 长 方 体 d* 应 假定 为 如 此 之 小 , 使 得 确定 它 的 诸 区 间 各 包含 


于 确定 (n 十 mm) 维 长 方 体 D* 的 对 应 区 间 内 . 而 在 结论 a) 内 所 讲 到 的 那个 点 (z9,.… ,y0,) 的 邻 域 
则 由 与 a* 有 联系 的 一 切 区 间 以 及 与 D+ 有 联系 的 最 后 一 个 区 间 共 同 确 定 . 
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剩 下 来 仅 需 考察 雅 可 比 式 (类 似 于 J) 


OP1 OPi OP] 
Oy Do 加 DOym-1 
Ri 2 2 a 2 
D(yyss i Wnsi) 人 2 | 
0 和 1 0 1 OP _i 
Oy Byo bn- 


并 证 明 它 在 点 (x9,… ,y%,_1) 异 于 零 . 为 此 目的 ， 就 须 将 行列 式 7 变形 , 依次 用 


3 i Ee - 乘 第 m 列 的 各 元 素 , 然后 分 别 加 到 前 m -1 列 的 每 一 行 去 
1 mC— 


OF 0 0p OA1 OF 0 OF 
By sara bn OymOym-1 bm 
OF, Opo OP OFs OFo DO OFo 
Oy1 Oym Oy1 Oym—1 Oym, Oym-—1 Oyrm 
天 二 ... ... a ... 
OFm_1 OFm_1 Op OF i OF O09 OF 
OV! Bym Oy1 Oym-_1 Oym Oym-1 Oym 
Fn OFnOp BFn |OFn Bp BFn 
Oy Oym Oy Oym-1 OVym Oym-1 Oym 


在 此 处 若 视 y= yp(z1,… ,ym-_1), 则 除 最 后 一 行 及 最 后 一 列 以 外 的 一 切 元 素 者 是 
图 数 B; (关于 Yi,… ,Ym-1) 的 偏 导数 . 就 是 说 , 根据 (11), 把 &; 当 作 复合 卫 数 , 分 
别 对 UL 一 1 而 微分 它 [应 用 181 的 法 则 ]， 可 得 ( 当 7 1, 一 1) 


8B; OF; OF; Op 0B; OF; | OF; Oy 
By On Oymon’” Onl Oym_l Oym Oym_1 
另 一 方面 , 若 分 别 对 yi,… ,ym-1 而 微分 恒等式 (8) 吕 , 则 得 
OF ,OP Ow OF, © OF” pp 


= 0,.- 


5 Bym Oy ee 
这 样 , 在 最 后 一 列 内 的 元 素 ( 除 最 后 一 个 外 ) 全 部 等 于 零 . 结果 就 得 到 


OP] OP1 OF 

Bo Oym-—1 Oym 

OP» OP, OF2 

By 加 Dym -1 Ov 

学 2 ee ... 2 有 
OPm_1 OP i .OF 

By by Oym 

OF 

0 ee 0 


@ 需 知 , 若 (8) 式 左边 的 (复合 ) 函数 恒 等 于 零 , 则 它 关 于 任何 变 元 的 导数 也 必 为 零 . 
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按照 最 后 一 列 展开 这 行列 式 , 就 得 出 结果 

OF 

Oym 

最 后 , 在 此 处 令 zi = 79,… ym-1 = tH,_1; 则 根据 (9), ym = w(x1,… ,ym-1) 变 为 

yn. 但 在 这 情形 按照 条 件 4), J 异 于 零 , 故 J* 也 不 能 为 零 , 这 便 是 所 要 证 明 的 . 
对 于 包含 m 一 1 个 方程 的 方程 组 (10), 我 们 的 定理 已 假定 为 正确 . 因此 , 这 方程 

组 在 点 (z ,如 _1) 的 邻 域内 确定 单 值 函数 (12), 它们 是 连续 的 且 有 连续 导数 :此 

外 ,这 些 函 数 又 都 满足 条 件 6): 


J =J*. 


fi (21,* ,2 ) 一 YI ,i 万 1(Z9 20 = yh. (13) 


由 此 推 得 , 第 m 个 函数 (12a) 也 是 连续 的 且 有 连续 导数 , 而 最 后 , 根据 (13) 及 (9)， 


fn (Zi,... ,0) 
=p(27 ,Ta f(T 0 fr (2 ,£0)) 
一 的 
定理 证 明 完 毕 . 


附注 请 读者 注意 一 切 隐 函 数 存在 定理 的 局 部 性 : 我 们 始终 仅 涉及 被 考察 点 的 
东 一 邻 域 .但 即使 在 这 种 形式 之 下 这 些 定理 也 已 很 有 用 : 例如 , 读者 在 第 七 音 内 可 以 
看 到 , 当 人 研究 几何 图 形 在 已 给 点 的 性 质 时 , 上 只 需 以 这 点 的 直接 领域 为 限 就 够 了 . 


209. 隐 明 数 导 数 的 求法 ”用 以 证 明 隐 兽 数 存在 定理 的 推论 过 程 , 在 一 般 情形 . 
并 未 给 出 隐 函 数 (一 阶 ) 导数 的 求法 的 启示 . 关于 高 阶 导 数 则 根本 完全 未 说 及 . 现在 
我 们 将 专门 讨论 这 些 重要 问题 . 

从 最 简单 的 情形 如 方程 (1) 开始 . 假设 定理 2 的 条 件 在 被 考察 点 的 邻 域内 都 能 
获得 满足 ; 在 以 后 , 条 件 FF 关 0 将 起 决定 性 的 作用 . 

今 将 指出 导数 yi( 若 预先 已 知 它 的 存在 ) 的 简单 求法 ， 我 们 知道 , 若 把 隐 范 数 
y = f(z) 代入 方程 (1) 内 , 它 就 化 为 恒等式 [参阅 205,(2)]. 因此 , 若 理解 y 就 是 这 
个 Zz 的 也 数 , 则 (1) 式 左边 的 F(z,y) 就 成 为 恒 等 于 零 的 z 的 复合 函数 . 那 时 , 它 关 
于 z 的 寻 效 也 必 为 零 . 若 按 照 181 的 法 则 而 微分 这 函数 , 就 得 


F(z,Y) + P(x,Y) Y= 00, (14) 
由 此 (因为 #0)， 
= (15) 


吕 实 际 上 , 我 们 在 前 面 已 经 有 过 这 种 形式 的 推论 了 . 参阅 前 一 个 脚注 
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我 们 束 得 出 熟知 的 公式 [比较 206,(3)]. 
现在 可 以 继续 讨论 下 去 . 若 晴 数 F(z,y) 有 连续 的 二 阶 导 数 , 则 公式 (15) 右边 
的 式 子 可 以 对 z 而 微分 , 因此 , 网 的 导数 也 存在 ; 即 隐 哨 数 y 的 二 阶 函 数 y 存在 . 
施行 微分 以 后 再 把 每 一 个 光 代 以 它 的 表达 式 (15), 求 得 : 
,Foyt Po yr) Frm (Ft Foy: ys) Fy 
2Z2 0 
2F PP PP: Fh FRO. Fs 
FY3 


由 此 可 见 , 二 阶 导数 也 是 zx 的 连续 水 数 . 

奉 曙 数 F(z,y) 有 连续 的 三 阶 导数 ; 则 显然 隐 函 数 的 三 阶 导数 y% 也 存在 ; 它 的 
表达 式 仍 可 以 由 直接 微分 y/。 的 表达 式 而 得 出 , 其 余 由 此 类 推 . 用 数学 归纳 法 容易 
证 明 , 浮 数 (x,y) 有 直至 k(k >1) 阶 为 止 的 各 阶 连 续 导 数 , 就 保证 隐 吕 数 有 连续 的 
k 阶 导 数 存 在 . 

这 样 , 当 已 证 明了 隐 上 罩 数 的 逐次 导数 都 存在 的 事实 以 后 , 它们 的 求法 就 很 简单 ， 
只 要 把 y 看 作 z 的 函数 , 而 逐次 地 微分 恒等式 (14) 就 是 了 . 例如 , 这 恒等式 的 第 一 
次 微分 , 给 

Fzz 十 Fozg oz 十 (zy 十 Ra bz) Ys t+ Fy Yr = 0, (16) 
由 此 ( 需 知 六 0)， 
Fs 十 2F20 H+ PY 
A: 
把 多 代 以 它 的 表达 式 (15), 仍 得 刚才 求 出 的 W 的 表达 式 , 其 余 由 此 类 推 . 
在 有 许多 个 变 元 的 方程 (4) 的 情形 , 也 可 以 类 似 地 处 理 . 在 此 处 假设 定理 3 的 


条 件 都 能 获得 满足 . 和 若 把 y 理解 为 由 方程 (4) 所 确定 的 隐 消 数 , 则 (4) 化 为 恒等式 . 
国定 x2,.… ,zx 的 数值 , 把 y 看 成 仅 是 zi 的 图 数 , 对 zl 而 微分 这 恒等式 , 得 


1 
VY7y2 一 


FF 
FP +h .y=0, 由 此 ys, = ri 


by 

同样 可 得 
yza = 一 Ei ,Ys 二 一 二 等 等 

y y 


右 需 要 求 一 阶 、 二 阶 、.… 所 有 各 阶 导 数 , 则 以 直接 计算 aqy, qd?2y,:.: 较为 简便 . 
求 恒 等 式 的 全 微分 , 即使 它 的 左边 的 全 微分 等 于 零 [这 时 利用 一 阶 微分 的 形式 不 变 
性 , 185]: 


F OF OF 
—d7r2 二 :二 一 dzn 二 二 dy = 0, 
2 Oxn, Ovy 
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于 是 


oF oF 
0zi Oxn 
WT oF OF dn 
Oy Oy 
同时 » 
oY .9 
dy = Bo, QZ1 十 … 十 Br QZn 
由 于 dz ,dzn 是 任意 的 , 由 此 很 明显 地 ， 
oF oF 
Oy _ Or . OV _ brn 
OX] OF Orn OF 
Oy DY 
像 我 们 上 面 所 得 出 的 一 样 . 
再 微分 一 次 , 则 得 
OF O2F OF OF ,» 
B73 1 tt Br Or nT B70 dy CQZ1 十 ， 二 


由 此 确定 d2y, 即 可 得 出 
Oy Oy 6y 
0z1 Or107r72’ Or2 


的 表达 式 , 其 余 由 此 类 推 . 我 们 看 到 , 在 这 一 切 运算 中 , 条 件 
pr = £0 


起 了 主要 的 作用 
今 转 而 考察 方程 组 (5). 我 们 假定 , 在 所 取 点 的 邻 域内 定理 4 的 条 件 都 能 获得 满 
足 . 请 注意 条 件 ] 头 0 在 以 下 所 要 起 的 作用 . 
我 们 知道 , 隐 函 数 y,… ,ym 有 关于 zj， … ,zn 的 偏 导 数 . 要 计算 它们 , 只 需 把 
(5) 式 中 的 y1,… ,ym, 理解 为 就 是 上 述 的 隐 函 数 , 然后 微分 所 得 的 那些 恒等式 ， 例 
如 , 对 zi 而 微分 它 , 给 出 


on on On ,on Oym _ 

OX1 Oy!1 OX1 Oym, OX1 
Ofm om Oy ,OFm Oym _ 
OXi Oy1: Oxi Oym Oxi1 


这 是 关于 未 知 数 种 可 机 的 线性 方程 组 , 它 具 有 异 于 零 的 行列 式 


D(F,..- ) Fm) 


J = . 
DUO , Ym ) 
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由 此 , 有 
刀 ( 丽 mm) D(Fi,-. ,Fn) 
Oy Di ,Ym) , Oym _ _ D(y1,... ,721) 
Oz1 DF yn) Ori DUO) 
DUO ,Ym) DA ,ym) 


至 于 衣 )… ,ym 关于 x2,… ,zn 的 导数 , 也 能 得 出 同样 的 表达 式 . 

乔 图 数 太 ，…… ,Fn 有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 则 以 上 所 得 诸 公 式 的 右边 都 能 有 关于 
一 切 变 元 的 (连续 ) 导数 , 因此 , 隐 哨 数 有 (连续 的 ) 二 阶 导数 存在 . 一 般 地 说 (这 是 
容易 用 归纳 法 证 明 的 ), 若 函数 看 , 丽 。 有 直到 大 阶 为 止 的 各 阶 连续 导数 , 则 隐 肖 
数 的 一 切 矿 阶 导 数 也 存在 且 连 续 . 

隐 困 数 导数 的 求法 , 在 一 般 情 形 也 相同 : 或 则 对 这 些 或 那些 变 元 而 微分 诸 恒 等 
式 (5), 或 则 求 它 们 的 全 微分 , 如 此 得 到 的 用 以 求 诸 导 数 或 微分 的 线性 方程 组 的 行列 
式 芝 是 异 于 等 的 雅 可 比 式 J. 这 些 附注 在 例题 内 显得 更 为 清楚 . 


210. 例题 1) 设 y 与 xz 是 由 方程 
yy 
In  /z2 十 02 一 arctg— 
联系 着 . 两 边 各 对 z 微分 (其 中 的 y 看 作 是 z 的 函数 ), 就 得 


T+yYy ZUYV 一 Y / , 
一 XI 一 XY —Y; 
Bi it -LY 一 


册 微 分 一 次 得 
1 十 1 十 yy 一 ry 


其 余 由 此 类 推 . 由 前 一 方程 求 得 
oy _ TX 十 y 


T—Y 
由 第 二 式 ( 奉 代 入 所 求 得 的 y 的 数值 ) 得 


其 余 由 此 类 推 . 
2) 已 给 方程 
F(x,y) = 72 + 3ary=0. 
需要 求 出 由 它 所 确定 的 z 的 隐 函 数 y 的 极 值 . 
在 此 处 有 
天 一 3(z ”一 ay)， = 3(y* 一 az) 
由 于 (15), 知道 要 使 yz = 0 必需 及 = 0. 解 联 立方 程 组 下 = 0 及 厂 = 0, 求 得 x 及 yy 的 两 对 
对 应 值 : 
T=0,y=0 及 z=aV?2,y=aW4. 
但 在 第 一 点 包 也 变 为 零 , 于 是 就 不 能 断定 , 我 们 的 方程 在 该 点 的 邻 域内 能 否 确 定点 y 为 z 
的 单 值 函数; 因此 把 点 (0,0) 搁 在 一 边 . 
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在 第 二 点 忆 = 3a*? V2 > 0, 对 于 它 适用 定理 2. 要 证 实 有 极 值 存在 , 可 算出 当 x 二 a35 时 
的 y%2; 最 简便 的 方法 是 从 (16) 着 手 , 令 其 中 的 wy = 0, 就 得 


内 为 当 z = aV2 时 F% = 6z >0, 故 Ww < 0, 因而 有 极 大 值 存在 . 
3) 设 z 为 zy 的 隐 项 数 , 由 方程 


2 2 2 
y 
Himta-l 
确定 . 
随即 我 们 有 ， 
?dz | ydy | zdz _ CTg eyY 
a? D2 c2 “二 nz paz yy， 
于 是 
az Ce 92_ oy 
Ox a2z’ Oy b2z° 
以 后 髓 有 


由 此 ( 知 利 用 已 知 的 dz 的 表达 式 ) 得 


4 2 2 d 2 9 2 2 d 2 
dz = -二 【人 一 十 SY qrdy+ (到 + 所 ) 和 ) 
之 a C C 


二 te) 
这 就 给 出 
Oz _ ec (于 + 各 ) Oz Cy 
DBz2 a2z3 \a? cj/ Or0y a2b2z3 
A2z cd /yp 2) 
BE (和 + 邱 ) 等 等 
4) 设 由 方程 


z Z= 人 2 十 yy(z) 
确定 z 为 z 及 yy 的 函数 . 假定 1 一 y.w'(z) 关 0, 求证 


Oz (四 OZ 
By 一 PI Bx 
我 们 有 
oz _ _1 Oz Pp(Z) 
Bz 1-ywpz Oy 1-y.yp(z) 
由 此 就 推 得 所 要 求证 的 . 
5) 设 由 方程 


: y= zp(2) + (2) 
?这 不 是 we 的 一 般 表 达 式 , 它 只 能 适用 于 我 们 所 关心 的 点 (a33,a 3) 


[210] §2， 隐 孔 数 


确定 变 元 z 为 xz 及 y 的 隐 函 数 . 假定 z .op'(z) 十 ww(z) 关 0, 求证 这 函数 满足 微分 方程 
Oz (2) - 3 .9z Or 9s. (2) -0 
Ox? \0yvy Or Oy OrOy 02 \0Ozx 

为 简明 起 见 , 约定 
OZ OZ Oz Oz Oz 加 


B57-P By 4 2 二 5 = $， By 一 
则 上 一 微分 方程 可 改写 为 


rq —2pqg:s+t.p* =0, 
对 z 及 对 y 而 依次 地 微分 所 设 方程 , 则 得 
p+ pz + 2p=0, [zr:¢ (z+ (2)):q= 1, 
其 次 有 
29 (2z) :p+t[z: 9 (2) ty 2p +z (2 + (2)] :r= 0, 
Pp(z).q+[r:. op (z+y (2)) pat+ [rp (2)+ wy (2) :s=0, 
[2:9 (2 + (zg + p (z+ (2)) t=0. 
最 后 三 等 式 依次 乘 以 gq ,一 2pg,p”, 然后 相 加 , 就 得 出 所 要 求 的 关系 式 . 
6) 设 已 给 方程 组 
Zz 十 Y 十 ZZ 十 刀 二 Q， 22 十 放 十 和 十 妇 王 天， 妇 十 让 十 区 十 让 一 c3， 
它们 确定 y, z,w 为 x 的 函数 . 我 们 就 有 
1 二 +y 二 Zz 十 w= 二 0， Zz 十 YY 十 zz 十 wu = 二 0， 
T+ yy 十 z22 + vw = 0. 


假定 行列 式 
1 1 
z =) 
1” z2 72 
不 等 于 零 , 由 此 就 有 
二 


(z 一 切 侯 一切 
7) 设 变 元 z, yz 与 变 元 7,9,wp 间 由 关系 式 


Z 一 7 .cosOcosp， Y=r7:.sinbcosp, 2 一 7 .Sin 


联系 着 , 式 中 0 < < +co, 一 <0< ,一 < pp < 5 雅 可 比 式 


2 2 
cosOcosw 一 rsin bcosp 一 rcos bsinw 
了 了 (2 | ing 1 Oe 
= Dl 0,0) 一 sin0Ocosw rcosOcosw rsin0sinw 
Sin 0 六 COS 


一 7 ”cos O >0. 


' 401 ， 
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琢 述 请 关系 式 也 确定 7,0, yp 为 z,yz 的 函数 , 要 求 出 这 些 函数 的 导数 , 可 求 这 些 关系 式 的 全 

微分 : 

cos cosydr 一 7 singcospdb0 —r .cosgsinopado = dzx, 

Sing cos dr 十 7 .cosbcospdb —r .singsinpdo = dy, 

sin ay 十 了 .coswoaop = dz. 

由 此 确定 dr, gb, do: 


7r? .cosgcos2 wp ee rin 8 i r2. sinpcosw i 


dF 
1 J 
rsing r .cos 
Uh 
i 


由 这 些 式 子 已 经 能 求 得 我 们 所 关心 的 导数 ( 若 把 上 面 算出 的 J 了 的 值 代 入 ): 


Or Or | Or | 
2 = COS O cos wy, 0 a2 = Sin 
00 sing 090 cosb 00 _ 0 

Oz rcosp’” Oy r.:cosp’” Oz 


Op _ cosOtsing Op _ sinbsinp Op _ cosw 
Or | 7 ”Oy 0 


由 原 设 三 方程 其 易 解 出 x, 0, wp: 


rr 二 VX? 二 + 二 2z2，0= arctg， 2 一 arctg- —. 


2Z2 十 712? 


可 以 由 此 算出 一 切 导 数 , 用 来 核对 已 求 出 的 结果 ， 
8) 当 作 隐 六 数 的 微分 法 的 最 后 一 个 例题 , 我 们 再 导出 一 个 公式 , 它 将 又 一 次 着 
重 说 明 函 数组 的 雅 可 比 式 与 单独 一 个 函数 的 导数 之 间 的 相似 性 , 
六 已 给 具有 2n 个 变 元 的 n 个 方程 所 成 的 方程 组 : 
F(z1, 7Z2) ; Tn UL Y2,* 2 一 0 (2 二 | 而 由 
假定 雅 可 比 式 : 
Di 
D (vis is 3) 
异 于 零 , 把 yi,yo,… ,加 看 成 由 这 方程 组 所 确定 的 z1,z2,.… ,zs 的 函数 , 因此 它们 
也 能 使 这 方程 组 化 成 恒等式 ， 对 每 一 z) 而 微分 这 些 恒等式 , 结果 可 以 表示 为 下 列 
形式 : 
_OR _ OFiOy ,hdy ,OF Oyn 
OO Oy O02 Os Or; Dyn OF 
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由 这 些 等 式 的 左边 所 组 成 的 行列 式 是 
D(Fi, Fo,... , Pn) 


(万 
至 于 由 这 些 等 式 的 右边 所 组 成 的 行列 式 , 显然 可 表示 为 行列 式 
D(Fi, Fo, ,Fn,) 站 (Von 
D(yi, ya, … ,Yn) DD(ziz2) ,Tn) 


的 乘积 [参阅 203(3)]. 由 此 得 公式 


D(A, , Pn) 
D(y, , Yn ) ( 1)” D(z1, ,Tn) 
Dl ,wn) DF ,Fn) 

D(y, ,Yn) 


它 与 公式 (15) 相 类 似 . 
行 已 给 的 方程 为 关于 zx1, x2,… ,zn 而 解 出 的 方程 组 : 


Ti 二 in) (i= 1,2,...,n). 


则 这 也 可 以 变 成 刚才 所 研究 的 情形 , 只 需 令 其 中 的 Fi = pi 一 zi. 


-1 或 0, 依照 1 一 j 或 1 关 j 而 定 , 故 分 子 变 成 。 人 ， 和 
三 2 汶 
_1 0 ... 0 
0 -1 0 
= 

0 0 _1 
而 前 面 的 公式 就 成 为 

Po 1 

D(z1,::. ,Tn) D(zl ,Tn) 

DT ,Yn) 


结果 是 我 们 所 已 经 知道 的 [203(4)]. 


83. 隐隐 数理 论 的 一 些 应 用 


211. 相对 极 值 设 有 nn 十 m 个 变 元 的 艺 数 f(z1,… ,znjm), 并 假定 这 些 变 元 
还 满足 m 个 联系 方程 


Pi(zT1,.… ) Cn) Cnt+l"* , Tntm) 二 0 (; 一 1,2,.… , 772 ) ， (1) 


.404 . 
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[211] 


现 企 我 们 研究 这 师 数 的 极 值 问题 . 我 们 先 来 明确 一 下 这 种 相对 极 值 的 概念 , 并 指出 


检定 它 的 方法 . 


常 说 , 在 满足 诸 联系 方程 的 点 Mo(7X9，…. 


人 溪 数 TE 


| 有 相对 


的 极 大 ( 极 小 ) 值 , 如 果 在 点 Mo 的 某 一 邻 域内 , 对 于 一 切 满足 联系 方程 的 点 (Zi ， 


人 


pn < F(a ee 


一 


我 们 将 假定 , 函数 f 及 @; 在 被 考察 点 的 邻 域内 都 有 关于 一 切 变 元 的 连续 偏 导 


效 . 再 设 , 从 偶 导 数 所 成 的 矩阵 


085， OD OB 88 
OZ1 COT: Oa OT 
8 sp 9B 90 
OX1 OR OU Oa (2) 
OPm, OBB», 0Bm OD,, 
OX1 DZ OZ 加 0 下 后 
内 取出 的 m 阶 行列 式 中 至 少 有 一 个 , 例如 , 行列 式 
OBP1 OP] 
OF Oi 
D(B1,.… ;Bmn) 本 C7 oe 0 (3) 
LD EE on Oh 
OP,, OP,, 
OR DZn+m 
在 点 Mo 异 于 零 帆 ， 


于 是 , 行 以 点 Mo 的 充分 小 邻 域 为 限 , 按照 定理 4, 方程 组 (1) 就 等 价 于 方程 组 


Tn+1 一 (i a i 全 


;nim 一 Bn (Ds Se Es 


(4) 


式 中 的 yp1,… ,pm 是 由 方程 组 (1) 所 确定 的 隐 录 数 ， 换 句 话说, 变 元 zl1，… ,Zn 


zn+1 ,ZnHm 满足 联系 方程 (1) 这 一 条 件 , 可 以 用 变 元 zn+1,… 
rn 的 图 数 (4) 这 一 句 话 来 代替 . 这 样 , n 十 mm 个 变 元 的 站 数 /zt 
(zy2Z020 0,… ,T2924.m) 的 相对 极 值 的 问题 就 变 成 ”个 变 元 的 复合 咕 数 

ye 
在 点 (X29,… ,29) 的 普通 (绝对 ) 极 值 的 问题 了 . 


也 在 这 种 情形 , 常 说 , 矩阵 (2)( 在 点 Mo) 的 秩 为 m. 


, Tn; P1(T1, a Or (Ws ye 


A 
i 在 点 


(5) 
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这 种 想法 也 指出 了 探求 使 前 数 f(zx1,… ,zntm) 达到 相对 极 值 的 点 的 现实 途径 : 
右 事 实 上 我 们 能 够 解 出 联系 方程 , 例如 关于 变 元 zn+1…… ,Znjm, 而 求 得 图 数 (4) 的 
显示 式 , 则 问题 就 变 成 求 复 合 函 数 (5) 的 绝对 极 值 了 . 实在 说 , 在 先前 已 解 出 的 一 系 
列 问题 内 [200,201], 例如 , 当 我 们 在 条 件 zyzt = ct 之 下 求 z+y 十 z 十 t 的 极 小 值 等 
等 时 , 就 已 这 样 做 了 . 

现在 将 指出 求 点 Mo(7x9,… ,zw) 的 另 一 途径 , 并 不 假定 ( 隐 ) 函数 (4) 有 显示 
式 , 虽然 在 这 里 我 们 仍 须 利用 这 些 函 数 的 存在 性 . 

因此 , 设 陈 数 f(z1,… ,znim) 在 点 Mo 有 相对 极 值 , 或 同样 地 , 复合 也 数 (5) 在 
点 Po 有 绝对 极 值 . 于 是 , 按照 196 的 附注 工 它 的 微分 在 这 点 应 变 为 零 , 并 且 关 于 自 
变量 的 微分 dx1,… ,dzn 应 当 是 恒 等 的 . 按照 一 阶 微分 的 形式 不 变性 [185], 这 条 件 
可 以 写成 : 


rm 


OF 四 


其 中 dzn+i ,dznarm 要 理解 为 图 数 (4) 在 点 而 的 微分 , 同时 要 像 各 偏 导数 那样 
都 在 点 Mo 计 值 , 因为 (由 定理 4 可 以 明白 ) 
DI (LT 2 i 人 | 二 (7) 
当然 ,由 (6) 式 不 能 断定 诸 微 分 前 面 的 系数 都 等 于 零 ， 因 为 这 些微 分 并 非 全 是 
任意 的 .为 了 要 使 问题 只 涉及 可 以 任意 选取 的 微分 即 目 变量 的 微分 dzxi,:… ,dzn， 
我 们 企图 由 此 去 掉 各 个 因 变 量 的 微分 drn41,… ,dzn+m， 这 是 容易 做 到 的 , 只 要 把 
Tn41，,"… ;Zntm 理解 为 水 数 (4) 包 ,而 取 联 系 方 程 (1) 的 全 微分 : 


Nn 二 OP, 
3 (Vs Da (8) 
在 此 处 如 同上 面 一 样 , 由 于 (7), 各 侦 导 数 在 点 Mo 计 值 . 因为 按照 假定 , 行列 式 (3) 
在 这 点 不 为 零 . 故 dzn+l… ,dzn+tm 可 以 由 此 用 dzi1,… ,dzn 的 一 次 式 来 表达 . 若 
把 这 些 表 达 式 代入 (6) 内 , 则 得 形 如 


41iadzl1 十 …: 十 4ndzn = 二 0 


的 等 式 , 其 中 A1,… ,4， 是 诸 函 数 8B; 的 俩 导数 的 m 个 有 理 式 , 是 在 点 Mo 计 值 . 因 
为 在 这 等 式 内 只 涉及 日 变量 的 微分 dz1,… ,dzn, 故 在 点 Mo 有 


Ai1=0，...， A,=0. 


准确 些 说 , 我 们 要 微分 那些 恒等式 , 它们 是 从 方程 (1) 内 把 zp1,… ,zwnpm 代 以 隐 肯 数 (4) 
而 得 出 的 . 我 们 在 以 后 将 采用 相似 的 说 法 . 


. 406 ， 第 六 章 了 茹 数 行列 式 及 其 应 用 [212] 


这 些 方程 连同 m 个 联系 方程 共有 n + m 个 方程 , 由 此 就 可 以 确定 未 知 量 x1,……， 
Tnim.- 

当然 , 我 们 已 得 到 的 仅 是 Mo(x9,… , 2x9;)) 为 极 值 点 的 必要 条 件 . 但 是 在 这 种 
形式 下 , 这 些 条 件 甚至 对 于 检定 函数 f 在 条 件 (1) 之 下 的 最 大 (或 最 小 ) 值 都 可 能 是 
有 用 处 的 , 只 要 按照 问题 的 性 质 能 预先 知道 , 在 所 考察 的 区 域内 部 应 当 有 达到 最 大 
(最 小 ) 值 的 点 存在 , 或 是 在 推论 的 过 程 中 作出 这 样 的 假定 , 使 所 求 的 点 能 从 其 他 方 
面 的 考虑 来 认定 . 

例题 在 下 面 214 内 . 


212. 拉 格 朗 日 不 定 乘 数 法 ”在 上 述 的 方法 内 , 变量 的 对 称 性 受到 破坏 : 其 中 一 
部 分 当 作 自 变 量 , 另 一 部 分 当 作 因 变 量 , 一 些微 分 需 去 掉 , 而 另 一 些微 分 却 保留 着 . 
有 了 时 这 网 会 引起 很 复杂 的 计算 . 拉 格 明日 提出 一 种 方法 , 使 一 切 变 量 都 保持 着 同样 
的 地 位 . 

把 (8) 中 请 等 式 依 次 乘 以 暂时 任意 的 (“不 定 的 ”) 乘 数 Aj(i = 1 2 … ,m), 然后 
把 所 得 的 结果 与 (6) 相 加 . 即 得 等 式 

/of OG BB, 

(下 + hm] d=0 (9) 


j=1 
式 中 的 dzn+1,… ,dzxn+m 仍旧 都 表示 着 隐 涵 数 (4) 的 微分 (在 推论 时 我 们 将 暂时 保 
持 着 变量 的 不 平等 ); 一 切 导数 都 是 在 点 Mo 计 值 的 . 
现在 将 如 此 选择 乘 数 和 ; = AX0(i = 1,.… ,m) 的 值 , 使 得 因 变 量 的 微分 QZpT1) 
dzn+m 前 面 的 系数 刚好 都 等 于 零 : 


二 一 十 和 1 二 一 十 十 Xm 二 =0 (7 =n 二 1, ,n+ m). (10) 
心 了 7 

这 是 能 够 做 到 的 , 因为 为 了 确定 入 ,和 2,… ,和 m 所 获得 的 线性 方程 组 有 异 于 零 的 行列 

式 (3). 在 选 定 了 这 些 乘 数 以 后 , 等 式 (9) 成 为 


OF 0 0 0 OBm\) , | 
在 这 里 我 们 所 讨论 的 又 只 是 自 变量 的 微分 了 , 因此 , 它们 前 面 的 系数 必须 都 等 于 零 ， 
即 与 (10) 并 列 , 我 们 又 有 


-=0 (7=1,2.…,n). (10*) 


于 是 , 为 了 要 确定 n 二 m 个 未 知 量 zi ,znjm 以 及 mm 个 乘 数 入,… ,A 和 ,网 
好 不 有 同样 个 数 的 方程 , 就 是 m 个 联系 方程 及 n 十 m 个 方程 


O OP OP, . 
CA CA 一 (0 (7 = 1,2,.… ,n+ mm) 
Lj Oz; 


[213] 83， 隐 项 数理 论 的 一 些 应 用 -A 


参阅 (10) 及 (10*)|. 
为 了 要 使 这 些 方程 容易 书写 , 通常 引入 辅 助 也 数 


Pa 


那 时 , 上 述 请 方程 束 可 以 写成 
aF 
天 = 
这 些 方程 好 像 是 疯 数 尺 有 普通 极 值 的 条 件 . 但 这 仅 能 看 成 是 便于 记忆 的 一 种 方法 . 
由 拉 格 明日 法 也 只 能 得 出 必要 条 件 . 此 外 还 可 以 重 述 前 目 末 尾 所 说 的 话 . 


附注 在 上 面 讲 过 的 理论 内 , 关于 和 矩阵 (2) 的 秩 的 假定 起 了 决定 性 的 作用 , 我 们 
已 经 三 次 利用 过 了 . 在 用 上 述 方法 之 一 来 解 问题 时 , 为 了 要 证 实 使 函数 达到 相对 极 
便 的 点 一 个 都 没有 调 掉 , 应 当 预 先 肯定 , 在 所 考察 的 区 域内 满足 联系 方程 的 一 切 点 ， 
实际 上 这 一 假定 都 能 成 立 . 在 简单 的 情形 下 我 们 将 为 读者 证 明 . 


213. 相对 极 值 的 充分 条 件 “ 关 于 相对 极 值 的 充分 条 件 , 这 里 我 们 只 作 简单 的 论 
述 . 假定 为 数 及 Bj;(7 = 1 2 ,mm) 的 二 阶 导数 存在 且 连 续 . 现在 设 点 Mo eis 
zin) 连同 乘 数 和 9,… ,X20 都 满足 于 上 面 已 建立 的 必要 条 件 . 

在 这 所 是 任 有 (相对 ) 极 值 存在 , 如 同 在 198 内 那样 , 仍 取决 于 差 


G1 2 Dm) (11) 


入 一 (We es ot A 
的 符号 , 但 须 附 以 重要 的 限制 , 即 点 (zx1,… ,znjm) 也 应 满足 联系 方程 (1) 或 与 它 相 
同 的 (4). 容易 了 解 , 对 于 这 种 点 , 图 数 f 的 增 量 可 以 用 函数 的 增 量 代替 ( 式 中 一 
切 来 数 A; 当 作 等 于 A9): 


全 np | 


因为 在 点 Mo, 条 件 (11) 能 获 满足 , 一 一 正 由 于 此 , 所 以 转 而 考虑 函数 FF 更 为 方便 
一 一 这 增 量 , 按照 泰勒 公式 可 以 写成 [参阅 198, (8)]: 


] nT nN 二 m 
全 省 一 5 > 0 了 >》 AA 5 


7 大 一 ] 了 ,太一 工 
其 中 


A 二 六 二 a = Re Bh (j,k = i 


而 当 AZl 一 0,..- De 一 (0 时 Oi 0( 其 余 的 增 量 2 i DW ro 由 于 滑 数 
(4) 的 连续 性 , 在 这 时 也 都 是 无 穷 小 ) 
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春 在 此 处 把 一 切 增 量 Azx; 各 换 成 对 应 的 微分 dzj, 则 对 于 目 变 基 而 言 , 全 然 没 有 
变动 ; 对 于 因 变 量 , 由 代 换 所 引起 的 变动 不 过 是 把 系数 ajx 换 成 其 他 的 无 穷 小 Bj 4: 


Nm Ad 
人 = ; [多 Aj pdzrjdrx ee on] 
换 成 微分 是 有 益处 的 , 因为 因 变 量 与 自 变 量 的 微分 是 由 (8) 中 诸 线 性 关系 式 联系 着 
的 . 因为 行列 式 (3) 在 点 Mo 依 假定 并 不 为 零 , 故 因 变量 的 微分 可 以 由 此 用 目 变 量 的 
微分 的 线性 式 来 表示 . 把 它们 的 表达 式 代 入 人 内 , 代替 第 一 个 和 式 , 我 们 就 得 出 关 
于 微分 dzi …… ,dzn 的 二 次 型 . 

现在 , 如 同 198 及 199 内 那样 , 可 以 证 明 : 若 这 二 次 型 是 正 ( 负 ) 定 的 , 则 在 受 检 
点 有 相对 极 小 值 ( 极 大 值 ); 若 二 次 型 表现 为 不 定 的 , 则 无 相对 极 值 . 

可 是 这 检定 法 的 实用 价值 并 不 大 (比较 200 的 附注 ). 

以 下 将 考察 一 些 例题 及 应 用 题 . 

214. 例题 及 应 用 题 1) 设 需要 求 函 数 f= 二 xz 十 y 十 z 十 t 在 条 件 鲁 = xyzt 一 c 一 0 之 下 
的 极 值 ; 变量 的 变动 区 域 由 不 等 式 x > 0,y > 0,z > 0,t > 0 所 确定 . 在 190,4) 我 们 已 经 解 过 ， 
这 一 问题 , 那 时 是 用 B = 0 来 确定 上 的 表达 式 , 而 后 代入 函数 f 之 中 . 现在 , 求 这 等 式 的 全 微分 ， 
- 各 + 型 + 坚 + 学 =0, 由 此 dt =-t (要 + 虹 + 党 )， 

a 7 2 t 并 Ce 放 

从 等 式 df = dz 十 dy 十 dz 十 dt = 0 内 消去 dt, 得 结果 


(Ea (1 ) dt (1-£) d=0, 
4 y 2 


由 于 dz, dy, dz 是 任意 的 , 它 就 分 解 为 三 个 式 子 : 
ee 
~ 2/ : 


人 


应 用 拉 格 明日 法 于 这 一 问题 , 引入 辅助 痕 数 


已 一 z 十 y 十 之 十 大 十 Aryzth, 


并 与 出 条 件 
FS 0 0; 
yzt = rzt = ryt = TYz, 


2 一 2 三 之 一 上 一 人 C. 


”9 车 回忆 起 这 函数 所 起 的 作用 , 就 能 明了 , @ 内 的 常数 项 可 以 略 去 而 并 无 妨碍 


[214j] 83， 隐 项 数理 论 的 一 些 应 用 . 409 ， 


为 了 要 利用 前 段 的 结果 , 算出 和 = 一 考 , 而 考察 函数 


TYyZt 


下 一 了 十 yy 十 之 十 志 一 5 
C 


它 的 二 阶 微分 (在 点 z= 二 y= 二 z= 二 t= 二 Cc) 为 


dF=— (dzdy + azdz + dxdt + dydz + dydt + dzdt). 
微分 联系 方程 (在 同一 点 ), 得 
dzT++dy+t+dz+adat=0. 

右 由 此 确定 dt 并 把 它 代 入 前 式 内 , 最 后 就 得 

[dzdy + dzrdz + dydz — (dx + dy + dz)*] = =[(dz 十 dy 二 dz) + dr? + dy? + dz?]. 
因为 这 二 次 型 显然 是 正定 的 , 所 以 在 所 求 的 点 有 相对 极 小 值 . 

(然而 不 能 由 此 作出 结论 , 说 这 极 小 值 就 是 函数 上 = xz 十 y 十 Zz 十 t 当 它 的 变 元 之 间 有 如 上 述 
的 联系 时 的 最 小 值 ; 参阅 200,4).) 

2) 再 求 明 数 


u=a zr +bhy ez (ar + by + cz) (o>b>c>0) 


T+y +2 =1 
之 下 , 即 在 这 方程 所 表示 的 球面 上 中 的 最 小 值 及 最 大 值 [参阅 200,2)]. 
为 此 目的 , 先 用 拉 格 朗 日 法 求 函 数 的 一 切 相 对 极 值 . 辅助 函数 
FPF=ar +by +r 2 — (oar? +by + es) + Ar + y+ 2) 

给 出 条 件 : 

rl(a* + MN) — 2a(ax’ + by + cz*)] =0, 
(5° + A)— 2b(ar’ + by? 二 cz)] = 0， 
(c 十 A) 一 2c(az + by + cs) = 0 


4 


之 


| 
| 


在 它们 之 外 必须 再 附加 联系 方程 ( 即 条 件 ). 由 此 解 出 


4 + 一 0,y = 十- 万 ,z= 土方 (= 16-0°): 
(5) x = 万 Y=0z=+ 广 (“= zo— 0”); 
(6) r= 土语,Y = 万 ,2 一 0 (4 7(a —b)?) 


中 由 于 球面 是 有 界 财 集 , 在 它 上 面 使 孙 数 达到 最 小 值 及 最 大 值 的 点 必 存 在 , 这 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 
定理 知之 (参阅 173 末 的 附注 ). 
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在 括号 内 所 指出 wv 的 数值 内 , 选取 其 最 小 值 及 最 大 值 , 就 得 出 问题 的 解答 [参阅 200,2)]. 
3) 回 到 并 联 的 输电 网 中 导线 的 最 经 济 截面 的 问题 [201,8)]. 保留 那里 曾 采 用 的 表示 法 , 就 是 
要 求 消 数 
f(gq1,42,.** ,qn) = 191 二 12q2 二 + 十 1,qn 


在 条 件 
P(gq1,92,. ee pa | plad2 .Oo = 
d1 2 qn , 
之 下 的 极 值 . 现在 我 们 已 不 必 像 前 面 那 样 做 法 引入 其 他 变 元 来 代 换 qi,g2,:…… ,an 了 , 因为 用 了 我 
们 的 新 方法 , 问题 就 简单 地 解决 了 . 
因此 , 求 方程 B = 0 的 全 微分 , 就 可 由 此 求 出 微分 dg 的 表达 式 


2 
(rn N11 人 | 
dqn = — er 


把 它 代入 方程 df = iidqi 十 … 十 ln_1dqn-1 十 lndqn = 二 0 内 , 得 出 结果 


A 0 ey 
CE 2 a 二 (人) dg 0 


因为 dq1,.… ,dqn-1 已 经 是 任意 的 ?3, 故 在 它们 前 面 的 系数 必 各 别 等 于 零 , 由 此 有 


人 -和 和 
J1 J2 ee i | 
而 
01,= AVJi,g2 = AV J ,qn = MV a. (12) 
比例 因子 入 容易 由 联系 方程 确定 它 : 
PR ， 厂 
入 = 3 
右 应 用 拉 格 朗 日 法 , 就 须 作出 辅助 函数 写 
1 bs nn 
F(qi,gq2,** ,qn) = hgi + 二 ent tt | 
而 使 它 的 导数 等 于 零 
OO 
00 a 0 


由 此 仍 得 出 (12), 等 等 . 


4) 作为 更 复杂 的 例题, 我 们 考察 这 样 一 个 问题 : 三 轴 椭 圆 面 2 + 人 和 和 
被 一 个 通过 其 中 心 的 平面 lz 十 my + nz 一 0 所 截 ; 需要 确定 所 得 着 圆 零 线 的 华 轴 . 换 句 话说, 需 
要 求 函数 r? = z? 十 y? + z? 的 极 值 , 如 果 它 的 变 元 满足 上 述 的 两 个 联系 方程 


中 为 了 方便 , 我 们 取 “ 不 定 乘 数 ” 的 形式 如 X2, 其 中 并 含有 常数 p 
29) 参 看 220 目的 脚注 30). 


[214] 83.， 隐 项 数理 论 的 一 些 应 用 . 411 ， 


消去 因 变 量 的 微分 的 方法 [211] 在 这 里 将 引致 复杂 的 计算 , 因此 我 们 就 立即 运用 拉 格 明日 法 . 
为 了 要 证 实在 椭圆 面 与 平面 的 截 线 上 的 一 切 点 , 矩阵 


外 2/ 馆 
a2 好 2 ce2 
1 m nn 


的 秩 等 于 2 包 , 我 们 用 反 证 法 . 站 人 \ 将 推 得 上 下 两 列 的 元 素 成 比例 ; 但 那 时 
等 式 lz 十 my 十 nz 一 0 将 导致 二 5 十 点 十 五 =0， 这 是 不 可 能 


p2 
作 辅 助 组 数 
2 2 2 x” y” 2 
(DO 一 IT +Yy +z 1A (每 + 鼻 + 每 ) +2p(1z+my+n2) 
使 它 的 导数 等 于 堆 
z 2/ Z 
T+ 和 +H=0, y 十 入 三 十 Am 二 0， eT (13) 


这 些 方程 分 别 乘 以 z,y, > 而 后 相 加 , 就 得 出 (利用 联系 方程 ) 入 = 一 
为 了 明确 起 见 , 若 假 定 lm, n 没有 一 和， 则 由 (13) 可 以 看 出 r 不 等 于 a,b 或 c. 那 时 
方程 (13) 就 可 以 改写 成 : 


70202 72C2 


2 二 


一 72 


由 此 容易 求 出 六 于 是 也 连带 地 求 出 z,y, z; 但 避免 这 样 做 , 也 可 以 把 这 些 等 式 预 先 分 别 乘 以 
1, m,n 而 后 相 加 , 就 得 方程 
12a” 


mb? n2c? 


a2—r?2 82 一 7r2 cr? 
由 此 可 直接 确定 出 我 们 所 关心 的 r? 的 两 个 极 值 . 
因为 预先 已 知 这 些 极 值 存在 , 故 在 此 处 问题 已 获得 完全 的 解决 . 
5) 最 后 , 需要 求 二 次 型 


一 0， 


也 


f(z1, Z2， 7 , Tn ) 三 > QikTiTk (Qi 一 Qki) 


下 的 最 小 值 及 最 大 值 . 
作出 拉 格 朗 日 函数 
下 (zlyza Zn) 一 zzZ2 Zn) 一 和 (2 十 X22 十 … 十 4). 


参阅 212 的 附注 . 
@ 此 处 可 加 附注 如 同 第 409 页 下 的 脚注 @. 


' 412 ， 第 六 章 呆 数 行列 式 及 其 应 用 [215] 


由 条 件 

1 OF 

二 二 一 三 (ai 一 入 ) .2Z1 十 ai2 .02 十 .十 aan :rn = 0, 

2 Tl1 

1 OF 

二 (15) 
1 OF 

2 = on 了 1 十 (ann 一 入 ) Zi = 0 


消去 zl, XY2,.… ,Zn, 就 得 出 关于 入 的 n 次 方程 


Q11 一 入 Q12 Cin 
Q21 Q22 一 入 ，…: Qon 
= (16) 
Qnil Qn2 Qnn 一 入 


各 入 是 这 方程 的 一 根 , 则 可 以 由 不 全 为 零 的 zi za, … ,zn 满足 线性 方程 组 (15); 它们 乘 以 适当 
的 来 数 后 , 就 能 使 条 件 (14) 获得 满足 . 然而 确定 这 些 数值 并 非 我 们 所 关心 的 事 , 因为 就 可 看 出 , 不 
去 确定 它们 也 可 以 解决 函数 f 的 最 小 值 及 最 大 值 的 问题 . 

实际 上 , 依次 以 zi, x2,… ,zn 乘 (15) 中 各 式 而 后 逐 项 相 加 , 就 得 等 式 


f {Zz1, T2,: cn ND 


或 根据 (14) 而 得 
人 
这 样 , 各 入 满足 方程 (16), 则 函数 f 在 对 应 点 (zx1, zz, ,zan) 的 值 就 等 于 入 
我 们 就 得 出 一 个 优美 的 结果 : 在 遵守 条 件 (14) 之 下 所 求 的 函数 了 的 最 小 值 及 最 大 值 恰 为 方 
程 (16) 的 最 小 及 最 大 的 ( 实 ) 根 定 . 


215. 涵 数 的 独立 性 的 概念 ”考察 函数 组 


Ut Fr i 

二 1, 22， ; nn))， 
Y2 f2(21 2 (17) 
ym 二 oe 0 3 De 


它 们 连同 目 己 的 偏 导 数 都 是 在 某 一 ” 维 开 域 D 中 有 定义 而 且 是 连续 的 
今 将 考察 其 中 一 个 函数 的 数值 , 例如 y;, 可 由 其 余 诸 函数 全 体 数 值 


(vis V1 Yl | 
耻 然 而 可 以 证 明 这 方程 所 有 的 根 都 是 实 根 . 


二 \ \ 
ye -yy A 六 十 1), Ea 
| 
\ 
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单 值 地 确定 的 情形 . 更 准确 地 说 , 若 5o 是 对 应 于 D 中 一 切 可 能 的 点 (z1,.… ,zs) 的 
上 述 这 种 (m - 1) 维 点 的 集合 , 则 将 假定 在 5&0 内 成 立 函数 关系 


yi 一 JP ;Yj—1 Yjt+1l , Ym )， (18) 


而 且 , 如 果 把 一 切 y; 换 成 函数 (17), 这 等 式 在 D 中 就 成 为 关于 诸 x 的 恒等式 @. 这 
时 我 们 说 , 函数 y; 在 区 域 D 中 与 其 余 函 数 有 关 . 然 而 , 为 了 使 我 们 有 应 用 微分 学 的 
可 能 , 在 这 定义 内 再 加 上 一 个 条 件 : 函数 p 在 含有 集 &0 的 (m -1) 维 空间 的 开 域 8 
中 是 有 定义 的 , 它 连同 自己 的 偏 导数 都 是 连续 函数 . 

特别 情形 , 者 函数 (17) 中 之 一 函数 y; 变 成 常数 , 则 它 显然 与 其 余 函 数 有 关 : 在 
此 处 可 以 简单 地 令 yp = 常数 . 一 般 说 来 , 函数 y,y2,… ,wy 称 为 在 区 域 D 中 彼此 
相关 , 如 果 其 中 之 一 ( 哪 一 个 都 是 一 样 ) 与 其 余 有 关 . 


例题 1) 若 令 


Yi 三 X11 十 2 十 '… 十 人 Yn， 
ya 一代 十 2 十 .十 22， 
V3 三 TI1272 十 2173 十 Z273 十 … 十 Zn 10n， 
则 不 难 核 对 , 在 全 nw 维 空间 内 成 立 恒等式 
y2 = Yi — 2y3. 
2) 类 似 于 此 , 关于 函数 


Yl1 一 172 ~ TL3,) 
22 二 X17T3 十 人工 2， 
ya 一 (ZTE 十 1)(z2 十 z3) 一 (2 一 1)zaza 一 1(z2 — 23), 
在 三 维 空间 内 有 恒等式 
ys = Yi — Yiy2 + 
成 立 . 它们 是 相关 函数 . 
右 形 如 (18) 的 恒等式 既 不 在 区 域 DP 中 成 立 , 也 不 在 包含 于 D 中 的 任何 部 分 区 
域 中 成 立 , 则 画 … ,Ym 就 称 为 在 区 域 P 中 彼此 独立 
要 得 出 涵 数 的 独立 性 这 一 问题 的 解答 , 可 考察 这 些 函 数 关 于 一 切 自 变 量 的 偏 导 
数 所 组 成 的 雅 可 比 矩 阵 : - 


Ox] Ox» OXn, 
DZ1 Oz OZ (19) 
Byn Oym 7 Oyn 
OzX1 Ox» Ox», 


中 重 要 的 是 , 限 数 y 在 它 自己 的 直接 变 元 中 不 包含 那些 zx. 
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假定 n zz mm 首先 就 有 这 样 的 定理 : 


定理 1 若 由 纶 阵 (19) 的 元 素 所 组 成 的 m 阶 行列 式 中 至 少 有 一 个 区 域 DD 中 异 
于 零 , 则 在 这 区 域 中 函数 y1,y2,… ,Ym 是 独立 的 . 


证 明 设 
ON ON On 
Ozi Ox» OZ 
由 | 和 0， (20) 
Bym Oym Oym 


假如 不 等 于 零 的 行列 式 不 是 这 一 个 , 而 是 任何 别 的 一 个 , 那么 , 只 要 调换 变 元 的 
序号 , 就 可 以 把 问题 变 成 (20) 的 情形 . 
定理 的 证 明 我 们 用 反 证 法 来 进行 . 假定 其 中 之 一 个 函数 例如 y,,, 可 以 用 其 余 函 
数 来 表示 , 于 是 
ym = P(Y1, YY; Ym-1), (21) 


即使 在 区 域 D 的 茶 一 部 分 Do 中 是 如 此 也 行 . 
对 每 一 个 变量 zi(i = 1,… ,m) 微分 这 恒等式 , 我 们 得 出 一 系列 的 恒等式 (在 Do 
中 ) 其 形状 为 


yn _ Oym OW, Om Op Om Gym 
OZi By Dzi DV2 Ox: Oym -1 Ox 4 一 WA 
我 们 看 出 行列 式 (20) 的 最 后 一 行 的 元 素 可 以 由 前 面 m 一 1 行 的 元 素 预先 分 别 
乘 以 Tan. 0ym 再 相 加 而 得 ， 这 种 行列 式 当然 是 等 于 零 的 . 这 便 违反 了 定理 


的 条 件 打 得 的 各 就 证 明了 等 式 (21) 是 不 可 能 成 立 的 


216. 雅 可 比 和 矩阵 的 秩 _ 转 同一 般 情 形 ， 我 们 引 和 人 下 面 的 定义 . 所 谓 雅 可 比 矩 
阵 (19) (在 区 域 中 ) 的 秩 , 这 是 指 由 矩阵 (19) 的 元 素 组 成 的 在 D 中 不 恒 为 零 的 
行列 式 的 最 高 阶 数 .当然 , 可 能 遇 到 这 种 情形 : 矩阵 (19) 的 所 有 元 素 都 恒 为 零 ; 这 
时 我 们 说 , 矩阵 (19) 的 秩 是 0; 但 这 种 情形 不 值得 我 们 注意 , 因为 这 时 所 有 的 函数 
ya … ,ym 都 干脆 成 为 零 [183]. 如 果 和 矩阵 (19) 的 秩 是 /> 1, 则 由 和 矩阵 (19) 的 元 
素 (当然 , 这 要 假定 m > j 和 > 4) 所 组 成 的 4 阶 行列 式 中 至 少 有 一 个 在 DD 中 不 
恒 等 于 等, 同时 所 有 阶 数 高 于 jy 的 行列 式 (如 果 有 的 话 ) 都 恒 等 于 零 . 我 们 说 和 矩阵 在 
区 域 菜 点 达到 秩 jy, 只 要 上 述 的 1 阶 行列 式 在 这 一 点 异 于 零 . 


定理 2 ” 设 雅 可 比 矩 阵 在 区 域 D 中 的 秩 是 jy>1 且 在 这 区 域内 一 点 


Mo(7x?, 22, 四 , Lh) 
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达到 秩 8. 那么 , 在 点 jMo 的 某 一 邻 域 Do 内 ,m 个 函数 之 中 的 由 个 (就 是 那些 函数 ， 
由 其 导数 组 成 的 风 阶 行列 式 在 点 Mo 不 等 于 零 ) 是 独立 的 , 而 其 余 则 与 它们 有 关 . 


证 明 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 在 点 Mo 异 于 零 的 行列 式 就 是 


OX1 Ox» Ox 
Oy» Oy2 Ovy2 
D(y1,*….,， TH 2 一 
DV) -| Bl Br Bz 
D(z1, ,Tp) ss 。 。 so" + 。 ee 
DOzl Ozx2 Ox, 
a Bh Oh 
OX1 Ox» Ox, 
0f2 02 .. Of 
=| Ox1: O07» Ox,, |. (22) 
Ofu Ofu . fs 
OX1 Ox» OT, 


由 于 偏 导数 的 连续 性 , 所 以 在 点 Mo 的 某 一 邻 域内 也 如 此 , 因此 , 按照 定理 1, 函 
数 太 0 ,yy 在 这 邻 域 内 是 独立 的 

现在 用 友 , 胡 ,… ,y0 记 这 些 函 数 在 点 Mo 的 数值 . 根据 208 的 定理 4, 在 某 一 
(n 十 4) 维 的 长 方 体 域 


(77 — 61, TI + On ;TD — bn + ny — A + A ;Wy — My + Ap) (23) 


中 方程 组 (17) 的 前 个 


户 (Z1) ; Tp) 之 1 十 1 , Tn) 一 要 1 二 0， 
(zl ; Tp) Cpt+l , Tn ) 一 Y2 = (0， (24) 
fu (Zz1) ; Tp; Cntl) , Tn ) 一 Yn 二 0 
确定 zi 7X2，,… ,Yj 为 其 余 变量 yj,… ,yj z+1,… ,zr 的 单 值 消 数 , 记 为 : 
1 二 P1(Y1, ;Vp Cptly , Tn), 
22 二 po2(21 Yn Cpt1ly , Tn), (25) 


二 pu(Y1) Vp) pt1ls , Tn). 
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在 上 述 区 域 中 方程 组 (24) 与 (25) 是 完全 等 价 的 , 即 它们 被 要 元 zi ,zn 和 yi1,:…， 
yn 的 同样 数值 所 满足 . 由 我 们 所 根据 的 定理 本 喘 得 出 , 如 条 将 六 数 (25) 代 人 (24) 以 
代替 L172 ,Xp, 则 得 出 关于 yl UV 二 1 ,Tn 的 恒等式 . 但 是 对 于 我 们 现 
在 重要 的 还 有 另 一 方面 : 如 果 将 图 数 户 , f2,… ,fi 代入 (25) 以 代替 yi yo,… ,yy， 
则 得 出 关于 变 元 zi, zz，… ,zw 的 恒等式 一 一 至 少 在 点 Mo(z,z8 ,209) 的 某 个 
邻 域 内 是 如 此 . 就 是 只 要 选取 这 个 邻 域 


0 / 0 /. .0 / O / ， .0 / 0 / 
全 和 人 人 全 全 人 


使 得 
0 0 


此 外 , 还 要 求 对 于 它 的 各 点 由 (24) 定 出 的 yj,y2,… ,yy 的 值 , 即 所 ,fo,…， 到 的 
值 , 与 克 , 城 ,… ,yO 之 差分 别 小 于 Ai, 人 A2,… ;Ap 中 ， 实际 上 , 这 时 感 (zt 722,*…， 
Zn ;Yn) 落 在 Mo 上 , 并 且 与 等 式 (24) 同时 等 式 (25) 也 应 当 满 足 . 

现在 从 (17)( 如 果 m > 4) 的 其 余 范 数 中 任 取 一 个 , 例如 yr, 我 们 证 明 , 它 与 前 
六 个 函数 刀 ,yo,… ,Ys 有关. 如 果 将 (25) 中 的 诸 函 数 代 人 等 式 yy1 = fy1(z1,…， 
zn) 中 以 代 答 31,… ,zn 则 Wi 际 威 为 六 sp ,Zn 的 (复合 ) 函数 的 
形状 : 


Yut1 = fytri(P1(Y1, et a DY 
Dp (Wi ;Vp Lp+1l TE Rs) 
一 el (CU de (26) 


根据 上 面 所 作 的 附注 , 如 果 在 这 个 等 式 中 分 别 以 函数 有 i, 有,… ,所 , 有 vz 代 葵 
os 则 它 在 区 域 Do 中 关于 诸 z 成 为 恒等式 . 

为 了 证 明 函 数 Wi+i 与 函数 ,加 ，… ,yp 相关 , 剩 下 只 要 证 明 (26) 中 的 函数 
Fi 完了 环 二 与 交 元 vipiomi3 gn 万 大 为 了 这 人 小 旧 的 风 要 证 明和 关于 yoy 
的 用 了 上 

8 9 
Op "00s 
成 立 就 行 了 [比较 183]. 下 面 讨论 第 一 个 等 式 作为 例子 , 其 余 可 以 同样 证 明 . 

对 方程 (24) 关于 zi 微分, 把 z1,z2,… ,28 看 成 是 yy ,Ys Tpitly "Tn 

的 消 数 , 我 们 就 得 出 天 于 


OF,+tl 


= 
07 


0 


Op1 a Op 
OR FE . Ogi 


@ 由 于 函数 有 ,fz,… ,fi 在 点 Mo 取 值 89,8,… ,y0 并 且 连 续 , 所 以 这 是 可 以 实现 的 ， 
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of OP1 of | Opy Ofi = 

O71: ‘Oza Ov Diyas “OF | 

0f> Op 0f2 Op Ja 
OX1 Os On On i OT ri , (27) 

Ofy OP! Of Op Dj 0 

OV OR Oy "Om ”7 

作为 这 4 个 线性 等 式 的 推论 , 得 出 第 (十 1) 个 线性 等 式 
OV psa Op1 Of Op Ofu+1 
. 二 a 27， 
DR 0 人 oy 


因为 由 (27) 和 (27*) 共 /+1 个 等 式 中 的 上 述 诸 量 的 系数 及 目 由 项 所 组 成 的 (jy 十 1) 
阶 行列 式 , 即行 列 式 : 


oh oh 及 
Oz1 OF. - -OF 
0 0 0 
0z1 DO 25 
6f Of 81 
Oxi 0 OTj+1 
Of iad a O fra Oj 
Oz1 OF Ore 
恒 等 于 零 (19) 的 秩 是 1). 但 按 函 数 ,41 的 定义 (26), 等 式 (27*) 的 左边 
就 是 导数 2 . 由 于 (27*), 这 个 导数 确实 等 于 零 . 


了 | 内 并 不 含 变 元 必 1 十 1 ,Ln 而 Yut+1 只 与 yls ,Yn 和 有 天， 
这 便 是 所 要 证 明 的 . 
在 215 的 例 1) 内 , 雅 可 比 矩 阵 的 形式 为 


1 1 a ] 
2 272 i 27n 
Toh To i WL 


若 第 三 行 各 元 素 依次 加 以 第 二 行 各 元 索 的 5 则 得 出 (类 似 于 第 一 行 的 ) 由 相等 的 元 素 所 组 成 的 
列 . 由 此 已 很 明显 , 一 切 三 阶 行列 式 为 零 . 答 阵 的 秩 等 于 2, 实际 上 , 三 个 函数 中 的 两 个 互相 独立 ， 
而 第 三 个 函数 就 与 这 两 个 函数 有 关 . 

类 似 于 此 , 上 述 的 定理 也 可 以 应 用 于 215 的 例题 2). 

未 了 , 须 注意 , 有 时 可 以 在 所 论 区 域 的 一 部 分 内 成 立 诸 函 数 之 间 的 一 种 相互 关系 , 而 在 另 一 部 
分 内 成 立 另 一 种 相互 关系 , 或 是 彼此 独立 , 等 等 
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3) 例如 , 设 及 yz 是 二 个 自 变量 zi, za 的 函数 , 在 平面 z1x2 上 由 下 列 等 式 确定 : 


0 0 
ye 2 22 一 a 
0U， 右 2 右 2Z2<O0 


容易 验证 , 这 些 函数 连同 自己 的 导数 在 全 平面 上 是 连续 的 , 
在 本 题 的 情形 , 雅 可 比 和 矩阵 的 秩 在 第 一 象限 内 为 2, 在 第 二 、 四 象限 内 为 1, 在 第 三 象限 内 为 
零 . 只 有 在 第 一 象限 内 , 函数 彼此 独立 . 


84. 换 元 法 


217. 一 元 省 数 ”这 一 他 的 目的 在 于 使 读者 熟悉 换 元 法 的 形式 上 的 步 又, 因此 我 们 在 这 里 不 
准备 多 去 解释 , 使 得 这 种 演算 成 为 合法 的 一 切 条 件 (而 那样 做 也 并 无 任何 困难 ). 

本 市 内 容 的 主要 部 分 可 能 在 以 前 都 已 讲 过 了 , 然而 现在 把 有 关 换 元 的 全 部 材料 集中 在 一 处 似 
平 是 适时 的 ， 

设 已 给 含有 自 变 晤 z, 其 函数 y, 以 及 y 关于 z 的 直至 某 阶 为 止 的 一 系列 导数 的 某 一 表达 式 


Ws R(T 


有 时 第 要 将 它 变换 成 新 的 自 变量 t 及 其 滑 数 v 的 相同 的 表达 式 , 而 新 旧 变 量 之 间 则 由 确定 的 关系 
(名 为 变换 公式 ) 互相 关联 着 . 准确 些 说 , 要 把 W 表示 为 tw 以 及 4 关于 上 的 导数 的 也 数 . 

通常 使 用 这 种 换 元 法 的 动机 或 则 由 于 在 所 讨论 的 间 题 内 变量 t 及 %% 特别 值得 采用 , 或 则 由 于 
把 这 变换 公式 引入 表达 式 W 后 可 使 W 简化 . 

首先 讨论 只 是 目 变 量 受 到 变换 的 情形 , 且 已 给 出 z 与 新 自 变 量 t 之 间 的 直接 变换 公式 ， 

假定 , 这 变换 公式 关于 z 而 解 出 : 

Z = p(t). (1) 

奢 yy 是 的 清 数 , 则 用 z 做 媒介 , 它 就 成 为 上 的 函数 . 我 们 在 121 内 已 有 用 xz 及 yy 关于 的 导 
数 来 表示 y 关于 z 的 导数 的 公式 : 


/ 1 1/ 11 _/ 
/ _ Yt 1 via ~ Lr2 Yt 
Vz 一 J/ T2 一 /3 ) 
TY Zt (2) 
/1/ 1/ 111 /// 7/ /1 / .71 // ,7 
1 a 和 eo 3712 (Zi242 和 X12 Yt ) 
U3 i 
Ls 


因为 zt zi2,T43，-… 可 以 作为 tt 的 已 知 孙 数 [它们 可 以 由 (1) 式微 分 而 得 出 ], 故 只 需 再 把 W 
内 的 内 ,Wi 用 上 述 诸 表 达 式 代 换 成 t 的 函数 ,Vy 等 等 即 可 . 
否 已 给 的 变换 公式 关于 z 为 未 解 出 的 形式 : 


里 (为 = 0， (3) 


问题 在 本 质 上 是 可 以 同样 解决 的 , 只 是 导数 zz 须 按照 隐 范 数 的 微分 法 去 求 出 它们 @， 
@ 可 是 , 这 样 在 W 的 最 后 表达 式 内 仍 可 能 包含 有 z, 那 时 就 必须 借助 于 (3) 式 来 消去 它 
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转 而 讨论 一 般 情 形 . 设 二 变量 都 需 变 换 , 但 假定 变换 公式 可 以 写成 关于 旧 变 量 而 解 出 的 形式 : 
T= Pt,u), Y= Y(t,w. (4) 
若 y 与 xz 间 存 在 函数 关系 , 则 由 此 知 wv 与 t 间 也 将 存在 函数 关系 , 由 是 根据 (4),z 及 y 就 成 为 t 
的 复合 毅 数 . 按照 复合 晃 数 的 微分 法 则 , 就 有 
Tt = ptt puusy 二 
7 = p12 + 2peu us + pu2dt + puus2y Ye = Wt 


读者 须 注意 , 我 们 用 zi, ys 等 等 表示 x 及 y 关于 tt 的 “全 ”导数 , 即 已 把 w% 当 作 t 的 隔 数 了 ; 
把 这 些 式 子 代 人 公式 (2), 就 得 出 用 妈 以 及 4 关于 t 的 导数 来 表示 y 关于 z 的 导数 的 式 
子 . 
知 变 换 公式 不 能 关于 x 及 y 而 解 出 : 


P(rT,Yy,t,u) =0 V(r,y,t,u)= 0, (5) 


就 须 按照 隐 哨 数 的 微分 法 则 求 出 导数 zt yt, zt 2， 例如 对 二 而 微分 (5)( 这 时 , 不 仅 把 > 及 
y, 就 是 把 v 也 当 作 + 上 的 喝 数 ), 束 得 方程 


Dart 十 ByYye + Bet Buvt = 0 Yar Yoyyt t+ Yet Yuuwe = 0, 
由 此 就 能 求 出 zt 4 等 等 ， 
在 变换 公式 可 以 关于 新 变 元 而 解 出 的 那 种 特别 情形 : 
t= Qa(2,Yy), v= P(r,Y), (6) 


首先 可 以 利用 刚才 讲 过 的 一 般 方法 . 例如 对 t 而 微分 公式 (6)( 这 时 把 x,y,w 都 当 作 上 的 函数 )， 
就 得 


/ / / / / / / / / 
l= aTit OyYy, us = bor Pyyt, 


由 此 得 
x By Quy Ut yy _ Qs Us Bz 
t 二 t 二 D 
osby Bs’ YY ooby op 
最 后 得 
/ -一 CQztt 一 bz 
By -ou 


然而 在 这 种 情形 , 更 简单 的 是 这 样 来 做 : 正好 像 是 反 过 来 要 把 如 二 变 成 x,y 的 一 样 . 对 z 而 
微分 公式 (6)( 把 y 当 作 z 的 函数 )， 就 得 


友 一 as 十 ayye， Vs = Ps 十 Doyc， 
1 us B+ By 
Ut = = (7) 
tr Cr 十 QyYyz 


由 此 也 能 得 出 同上 面 一 样 的 yy 的 表达 式 . 
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在 这 里 我 们 也 这 样 区 别 导 数 ,ws, 与 Qs, Bs : 前 者 表示 关于 x 的 “全 ”导数 , 已 把 y 当 作 
2 的 图 数 了 , 而 在 后 者 只 是 把 x 当 作 吗 数 a, 6 的 二 变 元 之 一 . 

注意 , 按照 公式 (6) 把 变 元 z,y 换 成 变 元 t,w, 可 以 几何 地 解释 为 一 种 平面 (或 它 的 一 部 分 ) 
上 的 后 变换 : 看 把 z,y 看 成 平面 上 一 点 M 的 坐标 , 把 t,w 看 成 一 点 P 的 坐标 , 则 这 变换 就 把 点 
M 迁移 到 点 P. 再 取 平 面 上 的 任何 曲线 KK, 其 方程 为 y = f(z); 对 应 于 z 与 y 之 间 的 这 种 函数 
关系 , 在 t 与 4 之 间 也 得 到 一 种 消 数 关系 :u = g(t), 它 也 确定 平面 上 的 某 一 曲线 C. 这 样 , 在 所 
考察 的 变换 之 下 , 曲线 转移 成 曲线 C. 若 作 前 一 曲线 在 M 点 的 切线 , 其 斜率 为 内 , 则 第 二 曲 
线 在 对 应 点 P 也 有 切线 , 其 斜率 就 是 由 公式 (7) 所 确定 的 wh. 这 样 , 由 曲线 太 上 一 点 M 的 坐标 
及 在 M 切线 的 斜率 就 单 值 地 确定 了 变换 后 的 曲线 C 上 对 应 点 P 的 坐标 及 在 PP 切线 的 斜率 . 因 
此 , 看 经 过 点 M 作 相 切 于 这 点 的 二 曲线 , 则 变换 后 的 两 曲线 也 必 相 切 于 对 应 点 已 故 所 考察 的 平 
面 上 的 点 变换 保持 相 切 关系 [比较 下 面 的 例题 5)1. 


218. 例题 1) 设 已 给 方程 zy 十 xy 十 乡 二 0; 令 = et, 求 变换 后 的 方程 . 
按照 公式 (2) 有 


1 / 1/ _ _—2t // / 
Yr 一 人 C “Yi, Yr2 二 人 上 (Yi2 和 We 


而 方程 就 变 成 更 简单 的 形式 : 
ee) 


2) 令 x = t 一 y, 变换 表达 式 


人 


WwW 
(I 


车 写成 z= 一 uy = 就 可 以 由 一 般 方法 完成 这 变换 . 按照 公式 (2), 得 


1 1// // .1 / / /\2 
TYs2 — Ti2 Yt — Yt (Ts + Ys) 


W = 
(T+ — YE) 


另 一 方面 , 变换 公式 给 出 z; = 1 一 Wy; 代入 , 最 后 得 W = 久 一 六 
3) 互 换 变 元 的 任务 ”假定 要 把 自 变 量 z 与 其 函数 y 所 担任 的 任务 互 换 : 则 只 需 令 z 一 wy = 
6 就 可 以 由 一 般 方法 完成 这 变换 . 试 提 出 这 样 的 问题 : 用 x 关于 4 的 导数 去 表示 y 关于 z 的 导数 


仍 利用 公式 (2), 用 y 代 .车 注意 角 = 1( 又 4 = 如 二 .… 二 0), 则 立刻 得 出 
/1 l 1 TV2 1// 3712 3 
yz 二 2Z1 1 dz2 一 3 ;Vzr3 一 £5 ) 


例如 , 若 应 用 这 变换 于 表达 式 W = yy ~ 3y3, 可 得 W = 一- 竹 ， 

4) 换 成 极 坐 标 ” 若 把 z,y 看 成 点 的 直角 坐标 , 则 方程 y = f(z) 表示 曲线 . 有 时 常 需 
z,y 换 成 极 坐标 7, 9， 而 改 用 极 坐 标 方程 + = g(9) 来 表示 曲线 . 那 时 ， 自然 会 有 必要 , 要 把 由 
也 Wy Gab ts 表示 的 曲线 的 各 种 几何 元 素 改 用 0 了 76; 702 ) 来 表示 . 
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在 这 种 情形 , 大 家 知道 , 变换 公式 是 : x = rcosb,y = rsin0. 对 0 而 微分 它们 (在 这 时 , 注意 
”是 0 的 函数 ), 就 得 
To 二 7bcos0 一 rsin0， w= "7sinO+rcosO: 
Z62 一 7b2 COSO 一 2rbsing0 一 7cosb， 


yg2 一 7b2 SinO + 2rg cos0 — rsinO,... 
由 此 , 按照 公式 (2) 用 (6 代 ,得 


。 2 /2 /7 
，_ 7bsin0 十 rcosb 1 7 十 276 一 T702 


rbcosO—rsing’ (rcos0 一 rsng3 


ry cos0 一 rsing0 
用 这 种 方法 , 例如 , 切线 的 斜率 便 是 


tga = = rosin0 十 rcosb 
~” 7gcos0 一 rsin0: 


而 切线 与 向 径 的 延长 线 所 成 的 角 w 的 正切 (图 114) 


tgw = tg(a — 0) = ta tet 二 Zgz —Y 
> 1 十 tga':tg0 z+ yy 


现在 可 以 用 更 简单 的 公式 
r 


114 


来 表示 , 由 于 这 缘故 , 当 曲 线 用 极 坐 标 方程 给 定时 , 切线 
的 位 置 最 好 就 用 角 w 来 确定 它 . 
再 考察 表达 式 
np ( 


以 后 1251|] 将 看 到 , 它 表 示 曲 线 的 重要 的 几何 元 素 (“曲率 半径 ”). 若 把 上 面 求 出 的 关于 yh 及 yo 
的 式 子 代 入 此 处 在 化 简 后 可 得 
(r? + ro) 
72 十 2702 一 77Tg2 
5) 勒 让 德 变换 ”在 前 目 内 所 提出 的 换 元 问题 可 以 把 它 推广 到 在 变换 公式 内 已 出 现 有 导数 的 
情形 去 . 我 们 限于 讨论 这 类 变换 之 一 作为 例题 : 


二 


t=ys, UU=7:Yy,—Y; 


这 变换 称 为 勒 让 德 变 
对 z 而 微分 第 二 变换 公式 , 把 左边 的 % 看 成 是 以 t 为 媒介 的 x 的 函数 (t 与 z 的 函数 关系 
由 第 一 公式 给 出 ): 
Ut ca = Ys t+ TY — Ys = XY. 


由 此 (假定 ys 关 0)ul = zx. 这 样 , 若 写 出 两 个 变换 公式 , 就 有 


/ 一 上 / 
Lo Ui,) bg 一 LUt 一 1 


;Hs 第 六 章 项 数 行列 式 及 其 应 用 [219] 


这 器 表明 变换 的 相互 性 : t,w, uz 是 怎样 用 >,y ye 表示 的 , 则 后 者 也 完全 同样 地 用 前 者 表示 着 . 
用 类 似 于 前 的 方法 , 对 z 而 微分 ww = z, 则 得 


， l 
12 :212 ~ 由 此 2 一 a 
+t2 
继续 微分 给 出 


/1/ Ah 


2 /7 111/ /1// 
V3 12 十 Uy2 273 一 0， 于 是 2 -3 一 一 /1713 )， 


等 等 . 

须 注意 , 者 以 平面 上 的 变换 来 做 款 让 德 变换 的 几何 说 明 , 则 它 决 不 是 点 变换 . 和 奉 要 知道 点 PP 
的 坐标 t,v, 单 知道 点 M 的 坐标 z,y 是 不 够 的 , 还 需要 知道 所 考察 的 曲线 y = f(z) 在 这 点 的 切 
线 的 斜率 .纵然 如 此 , 曲线 在 此 处 仍 变 成 曲线 , 且 仍 保持 相 切 关系 中 . 


219. 多 元 函数 . 自 变量 的 变换 ”现在 转 而 讨论 除 目 变 量 xz,y,-…- 以 及 它们 的 函数 z 以外， 
还 含有 z 关于 其 变 元 的 (达到 一 定 阶 的 ) 偏 导 数 的 表达 式 


Oz Oz D2z Oz 2 


入 一 互 和 te ei de 
V (za ) 乙 ) Or Ov ’ Dr2 OrOvy 


的 变换 问题 
和 前 面 所 说 过 的 简单 情形 一 样 , 在 这 里 也 可 能 需要 利用 联系 新 旧 变 元 的 变换 公式 把 它 变 成 新 变 
量 的 表达 式 . 车 有 bu.… 表示 新 自 变量 , 用 v 表示 它们 的 函数 , 则 问题 就 成 为 用 二 .…… ,v 以 及 
v 关于 其 变 元 的 导数 来 表示 W. 显然 , 只 要 学 会 如 何 来 变换 旧 导 数 2 ， 六 0 i 
成 为 新 导数 就 够 了 ,为 了 书写 简单 起 见 ,我 们 将 假定 自 变量 只 有 两 个 : 旧 的 是 zx,y, 新 的 是 t 
先 从 只 变换 自 变量 的 情形 开始 , 而 变换 公式 直接 联系 着 旧 变 元 z,y 与 新 变 元 tw 
假设 变换 公式 可 以 关于 | 旧 变量 而 解 出 : 


z= 9p(t, 2 2 = Y(t,u). (8) 


以 z 及 ?为 媒介 把 z 看 成 t 及 4 的 复合 函数 , 按照 复合 函数 的 微分 法 则 束 得 : 


9z _ O20z 8y8z 8z _ 50s, yds 
Ot tr ty Ou Quor Quy 
这 样 , 我 们 就 得 到 旧 导数 证 及 东 所 满足 的 线性 方程 组 ; 由 此 旧 导数 就 可 用 新 导数 线性 地 表达 
出 环 : 
By A 十 i (10) 
这 时 必须 注意 系数 4, B,C, D 是 由 公式 (8) 中 的 函数 p 及 几 的 导数 所 组 成 , 但 却 完全 与 z 无 关 ， 


保持 相 切 关系 类 似 的 变换 在 各 种 几何 及 分 析 的 领域 内 起 了 重要 的 作用 . 这 种 变换 称 为 切线 变 
换 或 接触 变换 . 点 变换 及 勒 让 德 变换 只 是 其 特例 . 


[220] §4. 换 元 法 . 423 . 


2 
因此 我 们 也 可 以 把 公式 (10) 应 用 于 导数 2 92 2 灾 ( 代 和 z), 例如 由 此 , 对 于 2 就 能 得 到 


Oz D /Oz D /Oz D /Oz 
中 -2 -人 (的 aa (人 
DZ DO“z OAOz 0B Oz 

-4 (4 1B 1 
O“z Oz 0A8z2 8B Oz 

十 (4 + 六 ) 


把 (10) 应 用 于 二 阶 导数 (代替 z), 可 以 得 出 三 阶 导 数 的 表达 式 , 等 等 . 
若 变 换 公 式 能 关于 新 变量 而 解 出 : 
t= Qa(z,Yy), w= 6B(r,Y), 


则 更 方便 的 是 应 用 反 六 法 , 即 以 与 为 媒介 把 z 看 成 z,y 的 复合 函数 , 再 对 旧 变 元 而 施行 微分 . 
这 时 立即 得 出 形式 如 (10) 的 公式 : 


oz _ 0z Ou Oz Oz 20z OudOz 


I (1D) 
这 次 , 系数 Ot 0 Ot 8 
2/ 包 
4= 元 ，3= 元 C= 责 ， D By 


是 x,y 的 弛 数 ,但 同样 与 z 无 关 ， 
票 次 应 用 公式 (11), 仍 可 以 得 出 以 后 各 阶 导数 的 表达 式 . 例如 
06z_ (4 人 +BY) = 名 坚 BE 49 (EE) +B2 (FE) 
Ox? Oz Ot Ou Or Or Ou Ox \ ot Orz \Ou 
0A0z 0B Oz Oz Oz Oz Oz 人 
-gm (4 + BI ) +B Ch + BE ) 


最 后 , 在 一 般 情形 , 对 于 任意 的 变换 公式 


P(r,Yy,t,u) =0, V(r,y,t,u)=0, (12) 


可 以 用 直接 法 或 反 逆 法 按照 隐 函 数 的 微分 法 则 算出 偏 导 数 
97 07 Oy Oy 区 HHO du 
Ot Ou Ot'Ou ~ Ozr’Oy Or’ Ovy 
220， 微分 的 求法 ”如 果 在 W 内 出 现 的 不 是 个 别 的 导数 , 而 是 已 给 阶 次 的 全 部 导数 , 那么 
我 们 可 以 讲 一 种 用 新 导数 表示 旧 导 数 的 特别 方便 的 方法 . 这 就 是 全 微分 的 求法 . 它 同样 可 以 表示 
成 两 组 公式 , 看 我 们 是 用 t,w 还 是 用 z,y 当 作 自 变 量 而 定 . 
先 设 t,u 是 自 变量 , 一 切 微 分 就 是 关于 这 些 变 量 而 取 的 (直接 法 ). 求 变换 公式 (12) 的 全 微 
分 ,dz 及 dy 就 可 以 由 dt 及 dw 线性 地 表达 出 来 : 


dr = adt + Bdu, dy = ~Yat + du: (13) 


在 此 处 应 再 作出 类 似 于 第 217 目的 脚注 . 因为 用 新 导数 表示 旧 导 数 的 表达 式 内 含有 zx,y, 故 
把 它们 代入 W 以 后 , 可 能 还 需要 再 依靠 变换 公式 来 消去 z,y. 读者 注意 在 下 一 场合 中 也 有 类 似 于 
此 的 情形 . 


. 424 ， 第 六 章 函数 行列 式 及 其 应 用 [220] 


以 后 再 微分 这 两 个 式 子 , 可 以 把 dz 及 d2?y 表示 为 dt 及 dw 的 二 次 齐 次 多 项 式 
dx =edt” +Cdtdu+ndu’, dy= 0dt? + rdtdu + xdu’, (14) 
等 等 . 系数 Q, Db, “*“， ,T,X 是 TX,Yy,t,u 的 已 知 也 数 . 
现在 (利用 微分 的 形式 不 变性 ) 把 dz 双关 地 表示 为 : 


Oz Oz Oz Oz 


若 把 dz 及 dy 换 成 它们 的 表达 式 (13), 并 使 等 式 两 边 dt 及 dw 之 前 的 系数 相等 咏 , 则 得 线性 方程 


由 此 可 以 确定 导数 及 2 
同样 , 可 以 双关 地 表示 d?z( 记 住 , 自 变量 不 是 xz,y 而 是 tw): 


”> O”z Oz Oz Oz 
“orz + OTOvY THY + 30 ta ?todY 
Oz 2 Oz O”z 2 
3 dt” + Dron dtdu 十 Bz du (16) 


若 把 dz, dy, dz dy 换 成 它们 的 表达 式 (13) 及 (14), 并 使 等 式 两 边 dt?, didu du? 之 前 的 系数 
2 
相等 2、 这 就 给 出 三 个 线性 方程 的 方程 组 , 借 此 可 以 确定 导数 5 2 CCz( 因 为 32 32 已 
Z2 OTOy Oy? Or Oy 

经 知道 ); 等 等 . 

在 实施 时 ，, 用 反 道 法 更 为 简便 . 这 时 把 z 及 y 当 作 自 变量 , 于 是 就 须 对 这 些 变量 而 取 _ 切 
微分 

由 变换 公式 (12) 求 得 的 历次 微分 为 


dt 一 adz 十 bay， du = caz + Ody; (17) 
ad2t=edz + fdrdy 二 gd du = hdr’ + idrdy + jdy’ (18) 


等 等 . 日 此 处 的 系数 a,b,… ,i,7 是 z,y,t,%4 的 已 知 世 数 . 
若 在 (15) 内 把 dt 及 dw 换 成 它们 的 表达 式 (17), 并 使 等 式 两 边 dz 及 dy 之 前 的 系数 相等 ， 
则 直接 得 出 
Oz OZ Oz OZ Oz OZ 
B57 ot Ca By mom 
请 回忆 , 等 式 Adt + Bdw = A'dt 二 B'dwu 仅 在 4 = A',B = B’' 的 场合 方才 可 以 对 于 任意 的 309) 
dt 及 du 成 立 . 
四 等 式 Adt? + Bdtdu + Cdu? = A'dt? 十 B'dtdu 二 Cdu? 仅 当 4= A',B = BC = 0 时 方才 可 
以 对 于 任意 的 30)4qt 及 dw 成 立 . 


30) 在 所 考虑 的 等 式 中 右边 与 左边 都 是 函数 , 由 两 个 函数 的 等 式 总 可 以 得 出 对 任意 固定 的 自 变 量 
的 值 , 这 些 函 数 的 值 相等 .( 所 以 实际 上 在 任何 正确 的 包含 自 变 量 微分 的 等 式 中 , 愿意 的 话 , 这 些微 
分 可 以 认为 是 任意 固定 的 数 ,) 


[221 ] $4， 换 元 法 . 425 ， 


在 这 一 情形 , 代替 (16) 就 有 


2 Oz 
人 全 B73 过 Bh 
0 Oz Oz Oz Oz 


把 (17),(18) 式 代 人 ,使 等 式 两 边 dz?, dzdy, dy? 的 系数 相等 , 便 直接 得 wa os 
的 表达 式 , 等 等 . 


221. 换 元 的 一 般 情形 ”最 后 回头 讨论 当 自 变量 及 函数 都 变换 时 的 一 般 情 形 . 设 变换 公式 能 

天 于 旧 己 量 而 解 出 : 
站 攻克 TD A (19) 

若 z 是 xz 及 yy 的 图 数 : z = 了 (zx,2), 则 把 此 式 中 的 z,yz 用 (19) 中 的 各 式 代 入 , 就 得 到 新 变量 
之 间 的 图 数 关 系 , 于 是 wv 成 为 t 及 4 的 消 数 . 

把 t 及 ww 当 作 上 自 变 量 (直接 法 ), 是 全 z 及 y 为 媒介 I z 看 成 t 及 4 的 旧 数 , 就 可 同上 面 那 
样 , 得 到 等 式 (9), 由 此 又 得 (10). 但 在 此 应 把 于，…, 32 理解 为 zy,z 对 于 t 或 4 的 “全 ” 仿 
导数 , 它们 可 以 由 (19) 式 顾及 v 本 身 也 是 t 及 久 的 前 数 而 得 到 : 


Or op op OF ‘OX...0%00 
Ot Ot Ov ot’ '” Ou Ou Ov Ou 
(10) 中 的 系数 4, B,C, D 内 不 仅 含有 如 wwv, 而 且 含有 导数 叶 ，S2; 后 者 是 以 有 理 方式 出 现 
办 次 应 用 公式 (10), 就 可 由 此 引出 二 阶 导 数 的 表达 式 , 等 等 . 
厂 变 换 公 式 能 关于 新 变量 而 解 出 : 
0 WW 人 (20 ) 


则 通常 可 应 用 反 逆 法 , 即 把 x 及 y 当 作 自 变 量 . 就 有 
OF OVO .000% Ov OvOt Ov Ou 


本 


此 处 的 他 ，…， 3 需要 换 成 它们 的 表达 式 , 只 需 对 x 及 y 微分 公式 (20), 并 计 及 z 是 了 及， 
的 函数 , 就 可 以 得 到 这 些 表 达 式 : 

多- a0 0 色 -0 00 

or Or Oz Ox ' By Oy OzOy 


这 样 就 可 得 出 关于 <, 的 线性 方程 组 -a zz 字 ， 人 表达 出 来 

ee 借 t 及 为 媒介 把 导数 5 及 5 大 上 是 y 的 函数 再 
对 z( 对 切 微分 所 得 的 2 2 【或 吧 的 表达 式 , 等 等 

在 变换 公式 为 一 般 形式 


人 | 


(21) 
| 0 eR A A A Rl 
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的 情形 , 可 以 利用 上 述 的 任何 一 种 方法 , 并 应 用 隐 函 数 的 微分 法 则 . 

要 解决 所 考察 的 一 般 换 元 问题 , 也 可 以 应 用 全 微分 的 求法 . 我 们 限于 在 旧 变 元 > 及 y 的 自 变 
量 约 假定 之 下 来 叙述 这 一 方法 ( 反 逆 法 ) , 于 是 对 这 些 变 元 而 取 一 切 微 分 . 

由 公式 (21) 出 发 ， 累 次 求 微分 , 可 以 得 出 


dt = aidz 十 a2dy 十 a3dz%, 
du = bidz + bady + b3d2z, (22) 
dv = cldx + czdy 十 csQz; 


d2t = O1dzx’ + Ordzxdy + Osdy? + Osdxdz + Osdydz + Oedz? + Q3d”z, 
d*wu = eldr* 二 :十 esdz? 十 bad’z, (23) 
dv = fidr* +...+ fedz? 二 cad2z; 


奉 在 等 式 


内 把 dt, du 及 dv 换 成 它们 的 表达 式 (22), 则 得 
Ov Ov 
C1d7 + czdy + cadz = Fr (01d7 十 Q2dy 十 Q3dz) 十 Br (bd1d7 二 bzdy 十 bsdz)， 


由 此 有 
dz = Adz + Bday, (24) 


式 中 的 4A,B 以 有 理 方式 包含 导数 党 及 5 二 .把 这 式 与 公式 


OZ OZ 
dz 5 十 By 
对 照 , 看 出 3 
之 之 
By ， mB 
今 在 等 式 (t+ 及 w 不 是 自 变 量 ) 
Ov Ow O2v OU ,» Ov 
2, _ 0%V,,2 OV Ov Ov 12 
d’w» = sr2 dt + 2 F757 ddu + 3 du” + 六 4 t+ 却 du 


中 把 dt, du, dt du dv 换 成 它们 的 表达 式 (22) 及 (23), 再 把 dz 换 成 它 的 表达 式 (24). 从 所 得 
的 等 式 可 以 确定 Q2z: 
d2z = Cdzr’? + 2Ddzrdy + Edy’, 
Ov Ov Ow Ov O22v 


£ 、 一 一 一 ”一 ”二 ”一 个 > 上 八 
式 中 的 C, D, 忆 以 有 理 方式 包含 导数 如， 了， 2， 这- 把 它 与 公式 
2 0? 之 Oz O22 2 
d z= Fad + 23597 y+ 
对 照 , 得 出 结果 ， ， ， 
O“z Oz Oz 
B72 0 Bz0y Bp =P 


提 


等 


[222] §4， 换 元 法 . 427 ， 


变量 的 变换 问题 在 此 处 也 可 给 以 几何 的 意义 . 若 把 变量 (x,y,z) 及 (t,u,v) 看 成 是 点 M 及 
PP 的 空间 坐标 , 则 变换 公式 , 例如 其 形式 如 (20), 对 每 一 点 M 有 某 一 对 应 点 已 , 即 表示 着 空间 (或 
其 一 部 分 ) 的 点 变换 . 对 应 于 z,y z 之 间 的 函数 关系 , 就 可 以 得 到 t,w,wv 之 间 的 函数 关系 , 于 是 每 
一 曲面 S 在 这 时 仍 变 换 成 某 一 曲面 7. 

我 们 已 看 到 , +t, ,ww， 2 3 的 值 由 zx,y,z 


0z 9z 的 值 单 值 地 确定 ， 回忆 切 平面 的 方程 
[180(6)]: 


' Br’ Oy 
Oz Oz 
0 一己 一 Bz +a (YY 
由 此 容易 推断 : 在 所 考虑 的 变换 之 中 , 相 切 于 AM 点 的 二 曲面 S1 及 S2 若 对 应 于 二 曲面 五 及 五， 


则 五 及 五 也 必 相 切 于 P 点 . 故 空 间 点 变换 保持 相 切 关系 [比较 下 面 的 例题 7)], 


222. 例题 “1) 换 成 极 坐 标 ” 设 z 是 平面 上 的 点 函数 z = f(M)， 点 的 位 置 通常 由 它 的 直 
角 坐 标 (z,y) 确定 , 于 是 z 就 成 为 变量 z 及 y 的 函数 . 然而 用 极 坐 标 7,9 来 表示 点 的 位 置 , 有 时 
显得 更 为 方便 , 于 是 就 有 换 成 新 变量 的 必要 . 这 种 变换 可 由 各 种 不 同 的 方法 实现 . 

直接 法 ”把 r,6 当 作 自 变量 . 由 变换 公式 


T=7rcos0, y=7rsing 


出 发 ,依照 公式 (10) 的 模样 ,就 有 


Oz Oz ,Oz Oz ,Oz Oz 
Br COs OF +t sin0s,, 80 "Sn0s + "0 
由 此 ， 
Oz Oz sin0 Oz Oz . DOz cos0 Oz 
到 二 cs 均一 本 到， 而 二 sm/ 了 二 ~ Ag’ (25) 
于 是 cos 0， -sinb， st 在 这 里 就 作为 系数 4, B,C,D. 以 后 , 有 
0z_ 60 (cos0 一 es) 一 smO 0 (coso 守 一 a 
DOz2 | Or Or r 00 r 00 Or r”r 00 
_ .002002 2sin 0cos0 Oz sin 0 O° 2singcos0 Oz sin 0 Oz 
Or2 让 OrO0 7r2 00? 72 O00 r Or 
同样 求 得 
Oz _ . 2 09 z 2sin0cosb Oz cos 0 9 zx 
Ovy? 3 672 7 OrO00 7r2 00? 
_ 2sin0cos0 Oz cos 0 Oz 
Tr2 00 r Or 
等 等 . 
反 逆 法 把 z,y 当 作 自 变 量 . 为 了 要 利用 公 需要 知道 导数 2， SC， 并， 下 只 


联系 新 旧 变 量 的 方程 预先 解 出 新 变 元 , 就 可 以 求 出 它们 . 但 也 可 以 不 必 解 方程 而 应 用 隐 函 数 的 微 
分 法 求 出 它们 . 知 对 z 及 y 而 微分 变换 公式 , 把 > 及 9 当 作 x 及 y 的 函数 , 就 得 
O00 O 


1 一 cos0 or ~—7rSin0o—，0= sin0 rcos00e 
及 Ox Oz Ox Ox 


0 = cos0 宁 一 rsin O20, 1 一 sin 90" rcosb2 


Oy Oy Oy 
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由 此 得 
0 ool 00 _ _ sing Or _ ng 00 _ cos0 
TD gr r ”Oy '” By 7 
于 是 , 按照 公式 (11), 我 们 又 重新 回 到 表达 式 (25), 等 等 . 
微分 的 求法 ”如同 刚 才 那 样 设 z, y 是 自 变 量 . 


求 变换 公式 的 全 微分 


dz =cos0dr 一 7sinb0d0， dy =sinbdr 十 rcos0d0; 


由 此 1 
dr =cosbdz+singdy， do = tos rey 
站 az 0z 8 66 6 08 
之 Sin 之 。 之 COS 之 
dz = 地 和 + 和 = (eos SOB 到 drt (sing + 7 芳 ) dy, 


又 重新 得 出 表达 式 (25). 
对 or 及 ab 的 公式 再 微分 , 给 出 


d7 一 一 sinbdbdz HTcosbdbdy 
sin? 0dz2 — 2 sin bcos bdzdy 十 cos2 bdy? 


》 


7 
—7(cos bdz + sin 0dy)d0 — (cos Ody — sin gdz)ar 


d*0= 
7 
_ 2sin gcosbdz — 2(cos* 0 — sin? 0)dzdy — 2 sin 0 cos 0dy? 
本 RE 
于 是 对 于 dz 就 有 
2 _ Oz O22 0? 忆 2 Oz 2 Oz 2 
QZ 7 ~dr” + 25756 Bdrd0 + Bg2 do + Fd "+ Fd 6 
= (oos gz z 2singcos0 Oz sin 00z sin 0 Oz eg? | > 
O72 r 60r00 7r2 807 7 Or rm 00) 
和 
由 此 对 于 二 阶 导数 仑 33 … ,可 以 得 出 与 前 面 同样 的 表达 式 ， 
例如 ， 考察 这 _ 很 这 起 
Oz\? Oz \” Oz Oz 
Wi= (2 + (于 2 gr2 + Ba 
借助 于 已 求 出 的 公式 , 它们 变换 成 ; 
Oz\*” 1 /90z\? Oz 10*z 10z 
中 一 (于 ) + 元 ( 员 ) ， 史 = + 方 朋 +7 和 


2) 换 成 球面 坐标 ”在 空间 类 似 于 平面 上 的 极 坐标 的 , 就 是 所 谓 球 面 坐标 p, w,9, 它们 与 直角 
坐标 z, y, 2 之 间 的 关系 是 


T= DSinYcos0O， Y= 0$inpsin0， z= pcosy. 


[222] 84， 换 元 法 . 429 ， 


设 有 表达 式 


/Ou 2 Bu \” Ou\? 加 O22u Ou Ou 
Wh = (天 + (好 ) +( 乳 ) W2 = gr + By + B23 
其 中 心 是 一 个 空间 的 点 函数 . 试 将 旧 变 元 z, yj 2 换 成 新 变 元 p, p,0. 
若 变 换 分 两 步 进行 , 首先 令 x 二 rcos0,y = 二 7sin9( 保 留 z 不 变 ), 再 令 z == pcosy,7 = psinp 
(保留 9 不 变 ), 就 可 以 利用 例题 1) 的 结果 . 
例如 , 对 于 第 二 式 就 有 
Pu Fu Fu 1 1 
Or? Oy? Or? 7r2002 7 Br， 
Wo = (+ 
2 \6z2 072 72002 roOr 
再 根据 例题 1)， 把 括号 内 的 式 子 改写 成 


Ou 1 9 入 16u 


Op Pop pop 


最 后 
Ou _ ain Ou | Cos Ov 
Or Op p  Dn 
把 这 些 式 子 代 人 前 式 中 , 最 后 求 得 
Wo Ou lou 1 Ow 1 Du ctgp Ou 
2 Op ， 0260p2 02cos2p602 pop 02 Ow 
同样 ， 


Bu\” 1 Ou\? 1 /Ou\” 
全 全 Isin39 ( 动 万 (a ) 
3) 求证 , 表达 式 Wi 及 W， 在 直角 坐标 换 成 直角 坐标 的 任何 变换 : 


Tt 一 aiz 十 by 十 clz， Y 一 aa27 十 b23 + c2%, 2 一 aa3Z 十 b32y 十 c3z 


之 下 保持 着 原 有 的 形式 , 式 中 的 系数 a, b,c 满足 已 知 关 系 式 


1 : 当 i= 7 时， 
QiQ; 十 bi0; 十 Cic; 一 26 
- " - 1 当 i 关 j7 时 . (26) 


微分 的 求法 把 z,vy,z 当 作 自 变量 , 就 有 
dz 一 aidz + bidy 十 cidz， dz = 0, 
dy 一 azdz + bady + c2dz, dy = 
dz = asdx + bady + cadz, dz =0. 


于 是 


0 
) 十 < (aadz 十 b2dy 十 c2dz) 


Oy 


0 
+ 3 (aadz + bady + c3dz), 
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[222] 


由 此 


以 后 ， 


2 Ou 2 
d“u = B73 (01d7 + bidy 十 cldz) 


Ou 


tar oy (oldz + bidy + cidz)(azdz + bady 二 cadz) 十 …: 


Wa 就 是 dx”, dy*, dz? 之 前 的 系数 的 总 和 , 借助 于 (26), 不 难 证 明 
Ou O22u O02 


2 二 552 Oy? 可 


4) 方程 


,29 w +. 20°w 上 2 O22w Ow O21w Ow 

5z2 Oy? “ 

按照 公式 z = wv,y = vt,z = tv 换 成 关于 新 变 元 t,w,w 的 方程 . 
直接 法 ”把 t,w,v 看 作 自 变量 , 就 有 


Ow Ow Ow Ow Ow Ow Ow Ow OW 


Hy 0 BU 10 WW tt 
由 此 


Ow 1 0w 1 ow 1 Ow 
和 一 一 一 一 二 1 一 一 十 二 4 二 一 十 ~v 一 ， 


Oz 2 Ot 2 Ou 2 yw 
10 1 Ow 1 Ow 
2 Ot 2 Ou 2 Ov 
23260 23 Gu 2 0 
其 次 


sw 0 (zo) 
O07? Or \ Oz 

_7.0 (t+ 工 0w 

OT 2 Ot 2 Ou 

,Fw 1 
Ot2 4 Ow 
1 1 
2 Dot 2 QoOu 


1 _ 
Ov 

Ww Ow 

Ov2 “35v 

3,0w _ 18u _ 1,0w 
4 Ot 4 Ou 4 0 


1 

2 
= 二 工人 + i 

4 4 2 


O22 ty OyOz 22 OzOx toy DZO7/ =0 


十 去 一世 
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,Ow (# 
9 ByOz (at 
1 


Ip 

4 61 
Bw 

上 


2 Ow 


本 


ee 


1 ow _ 
4 Ou 


1 


» Ow 
Ou? 


2 Ow 


Ot2 


2 


到 现在 为 止 ; 


5) 变换 方程 z252 + 妒 他 一 22, 设 


Ov 


直接 法 ” 自 变 量 为 i,w. 把 变换 公式 的 第 三 式 对 +t 
的 消 数 (前 者 借 z,y 为 媒介 ), 就 得 : 


Ox Oyv 


ot 


2 (1+tv)2’ Oy 


由 此 得 
Oz 
变换 后 的 方程 经 化 简 就 成 为 


试用 他 法 解 同一 问题 . 
反 逆 法 ”由 变换 公式 解 出 新 变 元 


而 把 z, y 看 作 自 变量 . 对 z 及 对 y 微分 第 三 式 (wv 借 
Ov 


6) 表达 式 
Oz Oz 


= 3 
换 成 关于 变 元 t==z 十 y= 二 ,= 二 的 式 子 


dw _ 
ot 


了 
Ow 
4 Ov’ 
等 等 . 把 一 切 同 类 的 表达 式 相 加 ( 弃 去 数字 乘 数 ), 则 得 


hdd 
Ov? 
只 变换 自 变 量 ; 再 举 几 个 问题 , 其 中 图 数 也 要 变换 ， 


1 1 
v 一 一 一 一 - 
Z x 


OroOvy 


* 431 ， 


2 Ov 
Ow 


“ Budyv 


) 


1, 
2 
20°w 


“Bu 
i 
Bu2 2 


变换 后 的 方程 如 下 : 


Ow 


0. 


1+ty. 
及 对 4 施行 微分 ,3 


tb 
(1 十 妃 )2 Ou 


一 1 
(1 + tu)? 


02 
Ov 


y 


tv 的 媒介 而 成 为 z 及 y 的 函数 ) 求 得 


oz 
Ovy? 


微分 的 求法 自 变 量 是 zx) y. 把 变换 公式 施 本 微分 , 得 


dt = dz + dy, 


du = -dr 十 Lay, 
Z 7 


1 
dv 一 一 二 dz 十 二 dz 
化 L 


这 时 把 z 及 v 看 成 tu 
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通过 t,% 为 媒介 若 把 v 看 成 z,y 的 函数 , 则 微分 dv 可 以 写成 


Ov Ov Ov Ov y 1 
dv a yj Ew , 
把 dv 的 两 个 表达 式 互相 对 照 , 求 得 
oY 0 2/ 


求 新 变 元 的 二 阶 微分 


Z3 
GQ = dd 十 22 ag? 十 d* 
化 
为 一 方面 ， 
Ov Ov Ov Ov ,» Ov 
du 一 二 一 dt Qt 站 :一 一 -一 -一 
vgad tat dt ade + Fdtt id 
0 (dz + dy) (—2 ds+ dy) 
0t2 Y OtOu Y 4 
Ov 21/ 1 & Ov 27/ 2 2 
18- 熙 各 + 5 外) 十 吕 (小 de -dvdy) 


使 dv 的 两 个 表达 式 相等 , 把 dz 换 成 前 已 求 得 的 它 的 表达 式 , 就 可 以 得 到 确定 d?z 的 表达 
3 


2 Qu i 
人 -全 dz + (dz+ dy) + ( “dz + dy) 72d7 


2 2 
1 
Ee . -dy) Fe (Sar dzdy) . 
化 ww \L L 


ei De 5 7 琵 它们 就 是 do 2dzdy dy 之 前 的 系数 但 我 们 所 条 要 


0 


误 


| 


本 
加 Z3 Ou? | t Ou2 


7) 勒 让 德 变换 “仿照 218 5), 我 们 在 此 处 引入 勒 让 德 变换 , 作为 一 个 更 一 般 的 变换 的 例子 ， 
这 时 联系 新 旧 变 元 的 变换 公式 内 已 经 含有 导数 . 令 


_0z _ 0z 720% 到 Oz 
Oz "Tar “8y 
把 z 理解 为 z 及 y 的 某 一 个 确定 的 函数 : z = f(x,y), 并 假定 对 于 它 有 
(2202 Oz ) 
0 Do 0 


[222] $4， 换 元 法 ,433 ， 


对 zx 久 对 4 微分 变换 公式 的 第 三 式 (这 时 通过 t,%v 为 媒介 把 v 看 成 rz,y 的 函数 ), 就 得 


086z Ov Oz _ Ox, ,Oz 
Ot oz2 OudrOy “B72 “578y， 
Ov Oz Ov Oz Oz Oz 
7 二 了 六 RAT + Yas) 
Ot az6y Ou Oy? OxoOvy Ovy? 
由 此 得 5 ) 5 3», 
人 2 vy 
“a 4 Br 于 是 又 有 之 一 Lar TV 一 ， (28) 
即 变 换 有 互 易 的 特征 . 
先 对 z 再 对 y 微分 公式 (28) 中 的 前 二 式 , 得 出 方程 
ugs Po 0 1 Du pz Fy dP 
0t207? OtOvu OrOvy’ OtOuOr? Ou? OrOvy’ 
及 
br pz bt gz | Py bz Ory 
pb2 pr6y OtOu Oy?’ OtOuOrOy Ou? 92 
因为 [203 4)] 
_ Pog (Pa Del) 3y0 
0t? Ou? OtOu) Dtiu) J | 
故 由 这 些 方程 , 有 
Ov Ov Ov 
Oz _ 2 Oz _ du Or_ 8 
Ox? JI’ Ozr0y T ”82 I 


若 把 (z,y,z) 及 (t, wu,v) 解释 为 空间 某 两 点 的 坐标 , 则 勒 让 德 变换 可 以 看 成 空间 的 变换 (但 
并 非 点 变换 ). 这 时 表征 z y X,Y 之 同 的 浮 数 关系 的 由 面 变 换 而 成 确定 v 与 t,v 之 间 的 函数 关系 


的 曲面 . 因为 wv, 人 2， 仅 与 29, 时， 多 让 有 关 , 故 黄 让 德 变换 保持 相 切 关系 9 


8) 很 吻 推 广 勒 让 德 变换 至 任意 维 空 : 间 的 情形 长 :是 zz2…，zn 的 图 数 , 令 


在 这 里 v 是 新 变 元 娘 , 妇 ，… ,tn 的 新 消 数 . 


这 里 也 假定 行列 式 
Fs Fs 
Or? OZ1072 OZ107” 
Fs Fs 
,二 | dzr2071 Oz? Or207n 
Ps Ps 
OrnOrz! OrnOx2 Ozz 
异 于 零 . 


了 第 218 目 5) 的 脚注 亦 可 移 用 于 此 . 


“434 ， 
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把 确定 v 的 公式 对 zk 微分 (在 这 时 通过 五，… ,i 为 媒介 把 v 看 成 zi 7 的 函数 ): 


— Ov 62; Oz 


= 1,2,... ,n). 
由 于 J 闫 0, 由 此 推 得 


Bt i (i= 1,2,... ,n). 
这 样 , 仍 有 


nL 


y、 Ow 
之 一 ~ 5 一 2)) 
于 是 在 一 般 情形 , 变换 也 有 互 易 的 特征 . 


9) 最 后 , 再 考察 一 个 具有 某 种 特性 的 变换 的 例子 . 设 


Pp (U1, 
是 2n 个 变 元 的 函数 , 且 是 关于 变 元 zl， 


; Un;) TCT1,": , Tn) 


… ,Zn 的 二 次 齐 次 函数 . 假定 行列 式 
Ow 


9 9 9 Oy 
Or? OX1072 OzX107n, 
Fp Oy By 
H=| dr2071 Ox3 Ozr207n, 
Oy Ow Ow 
OTnOX1! OrnOr2» Orz 
异 于 零 , 再 设 
b= OP 
本 OX: 
并 引入 六 ,如 作为 新 自 变量 以 代替 zi1,… ,zn. 则 函数 p 变 成 函数 
ACTF EE , Un; zt ,tn ). 
今 要 证 明 。 
OF _， OW Op 01 
(a) Be i (6) Bu ™ ~ Bo (i = 1,... ,n). 
通过 t1，… 


,tn 为 尹 介 把 办 看 成 zz … ,zn 的 函数 , 再 对 zk 微分 p 二 ,得 : 
ap OW 52p 
Ork 二 Ot; OXiOTk (k !, 7). 


另 一 方面 , 导数 各 是 关于 变 元 zi … ,za 的 一 次 齐 次 函数 . 故 按照 欧 拉 公 式 [188| 


Op . 920 
一 一 i (k=1,...,n). 
一 Bzrpz ( l | n) 


OZ 本 


对 照 已 得 出 的 这 的 两 个 展开 式 , 由 于 瑟 关 0, 可 知 关系 式 (a) 是 正确 的 


[222] 


[222] 84， 换 元 法 . 435 ， 


再 对 wi 微分 yp = ,就 得 


pp _ Ow% Oy 
Ou: = + 一 Ot OTkOU; 


但 5 显然 是 关于 z1,.… ,zw 的 二 次 齐 次 函数 . 仍 应 用 欧 拉 公式 , 上 式 右边 最 后 的 总 和 给 出 


DAC 
OXk Ox: Di 


由 此 即 推 得 关系 式 (6). 


第 七 章 ”微分 学 在 几何 上 的 应 用 


81. 曲线 及 曲面 的 解析 表示 法 


223. 平面 曲线 (直角 坐标 系 ) 在 本 章 内 我 们 讲 已 研究 过 的 微分 学 的 概念 、 事 
实 和 方法 在 几何 上 的 某 些 应 用 . (其 中 一 小 部 分 我 们 在 91, 141,143,145,148,180 中 
已 经 讨论 过 了 .) 

我 们 认为 , 使 读者 预先 回忆 一 下 曲线 及 曲面 的 各 种 解析 表示 法 是 有 好 处 的 ; 而 
这 就 是 $1 内 所 要 讲 的 . 预先 约定 , 凡 在 这 章 内 所 讲 到 的 函数 , 总 是 假定 为 连续 且 有 
关于 其 各 变 元 的 连续 导数 ; 在 必要 时 , 我 们 还 要 求 以 后 各 阶 导数 也 存在 而 且 连 续 . 


先 从 平面 曲线 开始 , 并 且 以 某 一 直角 坐标 系统 Oxy 为 基础 . 
前 面 我 们 曾 不 止 一 次 地 考察 过 形 如 


y 王 f(z) 或 z=g(y) (1) 


的 方程 , 并 研究 过 与 之 对 应 的 曲线 [47,91,146 及 其 后 各 段 ]. 这 种 把 曲线 上 的 点 的 流 
动 坐标 之 一 表示 为 另 一 坐标 的 ( 单 值 ) 显 函 数 , 如 此 给 定 曲线 的 方法 , 就 称 为 曲线 的 
显 式 法 (或 显 式 ). 它 具 有 简单 明了 的 特性 ; 即将 看 到 , 其 他 任何 种 表示 法 一 一 在 茶 种 
意义 上 讲 一 一 常 可 以 变 成 这 一 种 . 

我 们 还 需 说 及 与 隐 水 数理 论 有 关 的 曲线 的 隐 式 法 ， 即 曲线 的 表示 式 为 既 未 解 出 
z 也 未 解 出 y 的 方程 


F(x,y)=0 (2) 


[205 及 其 后 |. 这 种 方程 称 为 曲线 的 隐 式 万 程 . 
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由 隐 上 级 数 的 存在 定理 [205,206] 推 得 , 车 在 曲线 的 点 (zo, yo) 满足 条 件 
Fz(zoyo) 关 0 或 F(zo,Yo) #0, 


则 至 少 在 这 点 的 某 一 邻 域内 , 曲线 能 用 显 式 方 程 (1) 中 的 一 种 来 表示 (而 且 其 中 的 函 
数 f 或 9 连同 其 导数 均 为 连续 ) 
这 样 , 只 有 那 种 同时 满足 二 条 件 


F(xo,yo)=0, F(zxo,yo)=0 全 
的 曲线 上 的 点 (zo,yo) 可 以 有 下 述 奇 异性 : 在 它 的 邻 域内 曲线 不 能 用 显 式 方程 (1) 中 
的 任何 一 种 来 表示 . 曲线 上 满足 方程 (3) 的 点 就 称 为 奇异 点 . 


下 面 [236] 我 们 将 研究 曲线 (2) 在 奇异 点 邻近 的 性 态 . 但 是 通常 奇异 点 总 是 不 
加 考察 的 , 我 们 只 在 该 曲线 的 普通 ( 即 非 奇 异 的 ) 点 的 邻 域 内 研究 它 . 
最 后 , 以 往 的 叙述 曾 屡次 提 到 , 形 如 


T= P(t), Y= W(t) (4) 


的 方程 , 将 点 的 流动 坐标 确定 为 某 一 参 变量 的 水 数 , 它们 也 确定 出 平面 曲线 [例如 ， 
参阅 106]. 类 似 于 此 的 方程 称 为 参 变量 方程 ; 它们 给 出 曲线 的 参 变量 表示 式 . 

考察 由 参 变量 上 = to 的 值 所 确定 的 点 (zo,yo), 并 假定 在 t = to 时 ,yp/(to) 尖 0. 
那 时 , 在 如 的 近 处 导数 zx = w 盆 一 一 由 于 连续 一 一 将 保持 同样 的 符号 ; 于 是 函数 
x = 9 的 逐 为 单调 函数 [132]. 在 这 些 条 件 之 下 , 根据 83 及 94, 可 以 把 土 看 成 z 的 
单 值 隐 数 : t= 0(z). 连续 且 有 连续 导数 . 在 y 的 表达 式 内 用 这 函数 代替 二 就 建立 了 
y 与 7 的 直接 函数 关系 


y 三 VOD) = f(z), 
式 中 的 消 数 f 仍 是 连同 其 导数 均 为 连续 的 ; 这 样 , 我 们 至 少 已 能 用 显 式 方程 来 表示 
在 所 取 点 邻近 的 曲线 段 . 如 果 yp/(to) = 0, 而 W(to) 关 0, 也 可 以 做 出 类 似 的 结论 , 但 
这 时 得 出 的 是 为 一 形式 的 显 式 方程 : x = g(y). 


口 a 
v0 WY (0 (5) 
同时 成 立时 , 曲线 在 所 考察 点 的 邻 域内 才 不 能 用 显 式 方程 来 表示 ; 这 样 的 点 就 称 为 
奇异 点 . 


在 237 内 我 们 将 上 略 论 具有 形式 (4) 的 曲线 在 奇异 点 近 处 的 性 态 , 但 是 在 这 里 我 
们 通常 只 人 研究 普通 的 点 

重要 的 是 , 除了 保留 一 切 上 面 关 于 普通 点 (zo,yo) 所 讲 过 的 话 以 外 [ 即 对 于 它 条 
件 (5) 不 成 立 ], 还 需 骨 假定 , 这 点 只 在 参 变量 的 一 个 值 t= to 时 得 到 ( 即 通常 所 谓 单 
点 ). 反之 , 大 点 (zo0, yo) 是 重点 , 例如 有 参 变量 的 两 个 不 同 的 值 1= 如 及 上 = 恒 符 


: 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [224] 


合 于 此 点 , 则 一 般 说 来 当 有 两 段 曲线 在 这 点 相交 : 其 一 段 由 接近 于 to 的 t 值 所 确定 ， 
另 一 段 则 由 接近 于 4 的 t 值 所 确定 . 在 这 种 情形 , 在 已 给 点 的 邻 域内 , 整个 曲线 仍 
然 不 能 用 显 式 方程 来 表示 . 因此 , 重点 本 质 上 应 属于 奇异 点 @. 

综 上 所 述 , 我 们 并 不 企图 给 出 曲线 概念 的 几何 特征 : 对 于 我 们 ,曲线 仅仅 是 满足 
解析 关系 式 (1)、(2) 或 (4) 的 点 的 轨迹 但 假定 所 遇见 的 函数 及 其 导数 都 为 连续 . 
虽然 , 由 这 些 不 同 的 方法 所 确定 的 几何 形象 就 其 整个 说 来 , 可 以 彼此 极为 悬殊 , 但 在 
小 处 , 即 在 普通 点 (在 参 变 表示 式 的 情形 必须 是 单 点 ) 的 邻 域内 , 它们 全 都 具有 那 种 
由 方程 (1) 所 给 出 的 最 简单 的 形状 


224, 例题 ” 先 浏 览 一 些 最 常 遇见 的 曲线 (虽然 其 中 的 大 多 数 读 者 已 在 解析 几何 内 熟 习 过 


1) 悬 链 线 (图 41) 它 的 方程 是 


te 5 (es 十 e = a oh. 


这 曲线 表示 一 根 两 端 若 挂 着 的 、 没 有 弹性 的 、 有 重量 的 柔软 细 线 ( 链 、 电 线 等 ) 在 平衡 状态 时 的 
形状 ，. 

曲线 在 顶点 4 附近 的 形状 ( 兄 图 ) 类 似 于 抛物 线 , 但 在 离 顶点 较 远 处 , 峻 峭 地 趋 于 无 穷 远 . 线 
段 OA = a 准确 地 确定 它 的 形状 一 一 a 愈 小 , 曲线 您 峻 峭 . 虽然 曲线 完全 没有 必要 按照 图 41 的 
位 置 来 放置 , 但 这 位 置 却 使 它 有 最 简单 形式 的 方程 . 

2) 对 称 于 坐标 轴 的 椭圆 , 有 方程 


由 于 = 及 的 平方 和 应 当 等 于 1, 它们 自然 可 以 各 自 当 作 某 一 角度 t 的 余弦 及 正弦 . 这 就 
得 出 通常 的 椭圆 的 参 变量 表示 式 


t=acost, Y= bsint: 


当 t+ 由 0 变动 至 2r 时 , 椭圆 就 可 由 长 轴 的 一 端 4(a, 0) 依 逆 时 针 方 癌 画 出 来 . 
自然 还 可 以 利用 平方 和 等 于 1 的 其 他 任何 表达 式 , 例如 可 设 


ee 1—w a 2u 
, D 在 六 斩 因 本 0 
= | 2 放 二 【1 Pr A 忆 
式 中 的 4 由 一 co 变动 至 +oo. 因为 在 4 一 co 时 有 一 一 a,y 一 0, 故 可 以 设想 点 4 (-a,0) 是 
当 w% 二 ce 时 得 出 的 . Bo 
同样 在 双 曲 线 
2 2 
一 二 
a b2 


可 是 有 一 种 情形 , 能 得 出 二 次 的 点 仍 不 算 作 重 点 : 就 是 , 对 应 于 参 变量 的 两 端的 数值 , 且 曲 线 
在 此 连续 的 点 . 在 贺 


z=a.cosb, y=a:sin (0 <0 < 27) 


的 例子 中 , 由 值 9 = 0 和 9 = 2r 所 确定 的 点 就 是 这 种 点 . 


[224] §1. 曲线 及 曲面 的 解析 表示 法 0 


的 情形 , 使 人 想起 双 曲 余弦 及 双 曲 正弦 的 已 知 关系 式 , 故 可 以 令 
T=acht, y=bsht (~o0 <t<+o). 
这 曲线 的 太一 表示 式 为 
请 读 者 在 每 种 情形 部 去 观察 一 下 ， 当 参 变量 变动 时 点 沿 曲 线 而 移动 的 情形 . 
3) 半 立 方 执 物 线 (图 115) 


-co=0 (c>0). 


在 这 里 原点 (0,0) 成 为 奇异 点 . 大 方程 关于 yy 而 解 出 , 就 得 到 曲线 的 对 
称 二 支 的 显 式 方程 


Ye yc x3. 
因为 对 于 每 一 文 当 z 二 0 时 有 yw = 0, 故 在 原点 二 文 相 切 于 x 轴 , 于 是 有 
尖 操 [此 点 , 参阅 236]. 
4) 星 形 线 (图 116) 


医 115 


一 ai (a > 0). 
严格 说 来 , 这 方程 与 我 们 约定 讨论 的 那 种 类 型 并 不 一 样 : 在 ( 士 a,0) 及 (0, 土 a) 中 的 任 一 点 ， 
方程 左 方 的 偏 导数 必 有 一 个 变 成 co. 可 是 不 难 解除 曲线 方程 的 无 理性 而 把 它 表示 为 


人 


在 这 表示 式 下 , 上 面 指出 的 各 点 恰好 都 成 为 奇异 点 ， 
由 曲线 方程 很 易 明 白 , 曲线 位 于 圆 Z 十 wy? = a? 之 内 , 且 关 于 两 轴 为 对 称 ; 因此 我 们 不 妨 只 
以 讨论 第 一 象限 为 限 . 从 方程 解 出 yy: 


且 施行 微分 , 得 
yy 一 一 (a3 一 : 
我 们 看 到 , 在 z = 0 时 切线 是 铅 直 的 , 在 z = a 时 切线 是 水 平 的 . 由 此 推 得 , 四 个 奇异 点 都 是 尖 点 
(区 局) 1 1 
要 想 得 出 星 形 线 的 参 变量 表示 式 , 只 需 (根据 曲线 方程 ) 利用 (二 )” 及 ( 纪 )” 的 平方 和 应 当 
等 于 1 的 事实 . 令 它 们 等 于 cost 及 sint, 就 得 出 参 变 量 方程 : 
r= acos 人 “新 伍 asin3t (0 < t < 27). 
因为 导数 
2 = —34 cos” tsint, Yi — 3asin’ tcost 
在 t= 0(2n), ,nn 时 都 等 于 0, 故 对 应 于 参 变量 的 这 些 数值 的 点 都 是 奇异 点 一 这 与 上 面 
说 的 相同 . 


440， 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [224] 


) 


+ -3axy=0 


图 116 图 117 


5) 省 卡 儿 叶 形 线 ( 图 117) 
23 十 内 一 3azy = 0 (a > 0). 


原点 (0,0) 是 奇异 点 : 在 这 点 曲线 自己 相交 . 当 x 一 +ce 及 z 一 -co 时 曲线 有 同一 I 
克 二 人 二: 让 大 出 
为 了 证 实 这 事 , 可 以 用 z2” 除 方程 的 各 项 , 得 


由 此 , 首先 可 以 肯定 , 例如 在 lz| > 3a 时 ， EE | 为 有 界 于 是 显 见 , 当 z 一 二 co 对, 比 式 2 一 
另 一 方面 , 方程 又 给 出 


3aTy 


(Ss 
忆 TYyY re < 


LT 
于 是 当 z 一 土 oo 时 就 有 十 x 一 一 a. 由 此 证 实 了 我 们 的 命题 [148]. 
把 比 式 上 = 当 作 参 变量 , 把 y = tz 代入 曲线 方程 , 就 容易 得 出 参 变 量 表示 式 ， 


化 


3at 加 3at2? 
友 十 1 “13+1 


(~00 <t < +o0,t#—1). 


当 t 一 士 ce 时 二 坐标 都 趋 于 0; 可 以 设想 , 在 上 = 0 及 t= 二 土 oo 时 都 得 到 原点 (0,0). 当 t 由 -oo 
变 至 -1 时 , 点 (z,y) 由 原点 出 发 沿 右 支 趋 于 无 穷 远 . 当 寺 由 一 1 变 至 0 时 , 动 点 由 无 穷 远 沿 左 
文 回 到 原点 . 最 后 , 当 t 由 0 增 大 至 +eo 时 , 动 点 ( 依 逆 时 针 方 向 ) 画 出 叶 形 线 . | 


”参阅 210 的 例题 2). 与 z 的 函数 y 的 极 大 值 对 应 的 点 A(a 3,a 4) 在 图 上 注 明 着 


[225] 81， 曲 线 及 曲面 的 解析 表示 法 . 441 ， 


225.， 机 械 性 产生 的 曲线 ”继续 举例 , 再 考察 一 些 机 械 性 产生 的 曲线 , 它们 系 由 一 曲线 沿 着 
为 一 曲线 上 滚动 而 得 . 

6) 这 轮 线 ”想象 一 个 中 心 在 A 、 半 径 为 a 的 圆 , 在 直线 Oz 上 自 左 向 右 并 无 滑动 地 滚动 (图 
118). 这 时 圆周 上 任 一 点 所 画 出 的 曲线 就 称 为 旋 轮 线 . 我 们 将 研究 例如 圆周 上 一 点 O 在 圆 滚动 一 
周 时 所 经 过 的 路 线 . 


图 118 


考察 滚动 着 的 圆 的 一 个 新 位 置 . 这 时 , 切 点 已 是 另 一 点 N; 因此 , 切 点 沿 着 直线 移 过 一 段 距离 
ON. 同时 , 当 圆 周 滚 过 一 段 弧 和 NM 以 后 ,O 上 总 已 移 到 新 位 置 M， 因 为 滚动 时 无 滑动 , 故 这 两 段 
路 程 必 相等 : 
NM = ON. 
现在 若 选取 角 t = ZNDAM 作为 确定 动 点 位 置 的 参 变量 , 它 是 滚动 开始 时 取 铝 直 位 置 AO 的 
半径 所 转 过 的 角度 , 则 点 2M 的 坐标 x 及 y 可 用 下 列 方式 表示 : 
r=OF=ON— FN=NM- MG = at— asint, 
y=FM=NG=ND- GD=o- acost. 


因此 , 旋 轮 线 的 参 变量 方程 是 
a 站 为 :二 过 人 (Oe R27 


当 t 由 一 co 变动 至 +ce 时 所 得 的 曲线 , 由 无 数 支 如 图 118 画 着 的 那 种 曲线 所 组 成 . 
因为 导数 


zi =a(l—cost), w=asint 


在 t= 二 2kr(k = 0, 土 1, 土 2,…) 时 同时 变 为 0, 故 与 这 些 数值 对 应 的 点 就 是 曲线 的 奇异 点 . 但 
[106(10)] 


/ _ Simt 


t 
= ct 
7 1—cost 2 


因此 , 例如 在 t 一 土 0 时 (或 在 x 一 土 0 时 ) 导数 wy 将 趋 于 士 co; 显 见 ， 二 (在 其 他 奇异 点 
处 同 ) 切线 是 馈 直 的 : 故 在 这 里 有 人 尖 点 [ 歧 点 ,237]. 

7) 圆 外 及 圆 内 旋 轮 线 ” 知 一 圆 沿 着 另 一 圆 的 外 缘 无 滑动 地 滚动 着 , 则 动 圆 的 圆周 上 任 一 点 所 
画 成 的 曲线 称 为 圆 外 旋 轮 线 . 当 它 沿 着 圆周 内 缘 滚动 时 , 就 得 到 圆 内 旋 轮 线 . 现在 将 导出 前 一 曲线 
的 方程 . 


. 442 - 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [225] 


取 定 圆 的 中 心 O 作 原 点 , 取 Oz 轴 使 它 经 过 点 4, 点 
4 便 是 动 点 在 它 成 为 两 圆 的 公 切 点 时 的 位 置 (图 119). 当 
动 圆 移 至 如 图 中 所 指出 的 新 位 置 时 , 点 4 移 至 M. 点 M 
的 轨迹 就 是 我 们 需要 确定 的 . 

用 a 表示 定 圆 的 半径 , 用 ma 表示 动 圆 的 半径 . 设 动 
加 中 心 为 C, 其 引 到 M 点 的 半径 CM 与 引 到 切 点 的 半径 
CB 之 间 的 夹 角 为 t+ = LMCB, 现在 就 取 t 作为 参 变量 . 
在 运动 开始 时 , 设 t 等 于 零 . 

首先 考察 在 这 里 应 如 和 何 表示 无 滑动 这 一 事实 , 这 就 是 : 
切 点 在 定 圆 上 所 移 过 的 弧 4B 应 该 等 于 它 在 动 圆 上 所 移 
过 的 弧 MB: 


a: LAOB =ma.: AMCB = moat, 


由 此 
AOB = mt. 


现在 要 用 t 表示 点 M 的 坐标 z 及 y. 就 有 


T=OG=OE+FM=(a+ma)cosmt+ masinLFCM . 


但 
LFCM= /ZBCM- /LOCE 且 Zoo = 了 ~ mt, 
因此 
ZFCM = (1+m)t— 5 而 sin LFCM = ~ cos(1 + m)t. 
结果 得 到 
T=al(l+m)cosmt— mceos(l tm)t. 
用 类 似 的 方法 可 以 求 得 


y= al(l+m)sinmt— msin(l + m)t. 
这 两 个 方程 给 出 俩 外 旋 轮 线 的 参 变 量 表示 式 . 
当 运 动 开 始 时 动 圆 上 与 定 圆 相 接触 之 点 再 度 与 定 圆 接触 时 ( 即 在 1 = 27 时 ), 点 M 已 画 完 
曲线 的 一 支 . 在 继续 滚动 时 , 它 又 画 出 与 这 支 类 似 的 一 支 , 等 等 . 
导数 
Ti=—m(m + 1)alsin mt — sin(l + m)tl, 
y=m(m + 1)alcos mt — cos (1 + m)t. 
在 t= 二 287( 式 中 有 = 0, 土 1, 填 2,…) 时 , 即 每 当 动 圆 上 被 考察 的 点 重新 成 为 切 点 时 ,同时 等 于 0. 
与 此 对 应 的 曲线 上 的 点 就 是 奇异 点 ( 歧 点 ). 
在 圆 内 旋 轮 线 的 情形 , 用 类 似 的 方法 可 求 得 参 变量 方程 为 
r=al(l — m) cosmt+ mceos(l — m)t, 


y=al—(1 — m)sinmt+ msin(l ~ m)t. 


[225] 81.， 曲线 及 曲面 的 解析 表示 法 -443 ， 


这 里 的 m 同样 表示 动 圆 半径 对 定 圆 半径 的 比值 . 容易 注意 到 , 这些 方 程 可 以 从 圆 外 旋 轮 线 方程 内 
把 m 换 成 --m 而 得 出 . 
在 图 120 上 画 着 对 应 于 m = 1,2, 工 的 圆 外 旋 轮 线 及 对 应 于 m 二 3 及 的 圆 内 旋 轮 线 
最 后 一 图 就 是 读者 所 已 经 知道 的 性 形 线 久 ， 
圆 外 旋 轮 线 


8) 圆 的 痢 伸 线 ”想象 在 中 心 为 O 、 半 径 为 a 的 
圆周 上 依 顺 时 针 方 向 缠绕 以 细 线 ; 细 线 的 末端 在 4 点 . 
现在 要 把 这 细 线 ( 逆 时 针 方 向 ) 从 圆周 上 揭 起 , 但 始终 
拉 住 它 的 末端 使 它 伸 直 . 这 细 线 末端 画 出 的 曲线 称 为 
圆 的 渐 独 线 [比较 下 面 的 254,256]. 

取 中 心 O 为 原点 (图 121), 设 x 轴 经 过 点 A. 
当 细 线 的 一 段 A4B 被 揭 起 时 , 它 伸展 到 BM 的 位 置 ， 
BM 恰 是 圆 的 切线 , 而 点 4 移 至 M， 因 此 , 4B = 
BM. 取 半 径 OA 及 0B 之 间 的 交角 t= ZL4OB 作 
为 参 变量 . 点 M 的 坐标 z,y 可 用 下 列 方法 表示 : 


t=DC— DO= BF— DO 
= BM sin LBMC — OB ceos LDOB: 


但 BM = 4B = at, 而 角 ZBMC 及 LDOB 等 于 
一 t, 于 是 


图 121 


T=atsin(r—t)—acos(r—t) = a(tsint+ cost). 


@ 若 在 圆 内 旋 轮 线 的 方程 内 令 m = 7 并 把 t 换 成 -4, 则 得 到 例 4) 所 提出 的 方程 


444 ， 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [226] 


y=CM=CF+FM= DB+FM 
=OBsin LDOB+ BM cosLZBMC 
=a(sint — tcost). 
这 样 , 我 们 的 曲线 可 用 下 面 的 参 变量 方程 表示 : 
T=a(tsint + cost), 


y=al(sint — tcost). 
唯一 的 奇异 点 对 应 于 上 = 0 的 值 , 这 时 两 导数 


2Z4 一 at cost, yt = atsint 


同时 变 为 等， 
污 者 易 见 , 若 把 一 直线 沿 一 圆周 滚动 (无 滑动 ), 考察 直线 上 任 一 点 的 轨迹 , 则 也 得 出 同样 的 昌 
线 


226. 平面 曲线 ( 极 坐 标 系 ) 例题 ”在 许多 场合 , 用 建立 曲线 上 点 的 流动 极 坐 标 
7,9 之 间 的 函数 关系 的 极 坐标 方程 来 表示 曲线 , 显得 更 为 简单 . 极 角 9 从 极 轴 算 起 ， 
他 时 针 方 回 者 为 正 . 极 坐标 的 向 径 > 有 时 取 正 的 , 有 时 取 负 的 ; 当 它 合 于 角 6 所 确定 
的 方向 时 为 正 , 反之 为 负 . 

如 同 直 角 坐 标的 情形 一 样 , > 与 9 之 间 的 关 数 关系 也 可 以 表示 为 显 式 、 隐 式 或 
参 变 量 式 . 我 们 以 讨论 最 简单 的 情形 为 限 , 即 当 曲线 可 用 显 式 方程 + = /bg) 来 表示 
的 情形 

砂 换 成 直角 坐标 , 通常 取 极 点 作 原 点 , 极 轴 作 zx 轴 , 则 方程 

X=7Cc0s0= f(0) cos0， 
y=7sin0 = f(0)sind 
给 出 曲线 的 参 变 量 表示 式 , 以 极 角 9 为 参 变量 (在 这 里 得 出 的 9 的 函数 f 是 连续 的 
且 有 连续 导数 ) 
公式 
Tg =7g COSO— rsing, 
yg 一 7gsin0 十 rcosb 
出 , 琳 异 点 (在 223 的 意义 下 ) 只 有 在 7 = 7 = 0 的 场合 才能 遇 到 . 
转 而 考察 一 些 例题 , 
1) 阿 基 米 德 螺 线 : > = ab( 图 122). 


这 曲线 可 以 看 作 这 种 点 的 轨迹 , 点 在 从 极点 射出 的 射线 上 作 等 速 运动 , 同时 这 射线 又 绕 极 点 
作 等 速 转动 . 


[226] $1.， 曲线 及 曲面 的 解析 表示 法 :445 . 


为 了 作出 曲线 上 一 系列 的 点 ”A,B， 
C,D,.…， 我 们 先 在 铅 直 线 上 截取 O4 = 
a . | 再 取 OB = 2040C = 304,， 
OD = 404 等 等 ， 因 为 与 它们 对 应 的 角 
度 是 2. 5,3. 54. 了 等 等 使 朋 9 由 
O 变动 至 co, 则 得 这 曲线 的 无 数 个 螺 形 卷 
O4PCD DEFGH,…; 相 邻 二 个 螺 形 卷 
之 则 沿 射线 的 忠 离 都 等 于 2xa. 

角 9 也 可 取 负 值 递 增 , 由 0 至 -oo, 那 
时 就 得 到 这 曲线 的 第 二 种 OAB'CD’... (用 
虚线 画 出 ); 它 与 第 一 种 是 对 称 的 . 

注意 , 方程 > = ab 十 也 表示 阿 基 米 德 
螺 线 : 若 使 极 轴 施 转 一 角度 a 一 2, 则 这 图 122 
方程 就 变 成 > = a0. 

2) 双 曲 螺 线 : > = 


a 
7( 艾 123). 


123 


当 极 角 9 增 大 至 无 穷 时 ,向 径 趋 于 零 , 而 曲 
线 上 的 点 趋 于 与 极点 相 重合 (但 它 终 不 能 达到 )， 
在 这 些 条 件 之 下 , 极点 称 为 曲线 的 渐 近 点 .曲线 
绕 极点 作 无 穷 多 次 的 旋 绕 . 

若 在 射线 0 = 了 上 截取 线段 04 = 全 ,再 


取 OB - 304,00 - =OB,ODD 0C 
， 则 点 4, B,C,D,:… 显然 都 位 于 曲线 上 . 

角 9 也 可 以 取 负 值 . 当 0 由 0 变动 至 -00 
时 , 如 同 阿 基 米 德 螺 线 的 情形 一 样 ,得 出 曲线 的 
第 二 种 A'BC'D’.… , 它 与 第 一 种 对 称 , 在 这 里 
也 用 虚线 画 出 . 

为 了 更 为 正确 地 明了 曲线 在 无 穷 远 处 的 形 图 124 


446 ， 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [226] 


状 , 试 考察 曲线 上 的 点 至 极 轴 的 重 直 距离 y 二 rsinb = 2 ， 当 + oo 时 , 或 与 此 相 
同 , 当 9 一 土 0 时 有 limy = a. 这 样 , 平行 于 极 轴 而 与 它 的 距离 为 a 的 直线 就 成 为 曲线 的 渐 近 线 . 

3) 对 数 螺 线 : + = ae™* (图 124). 

藻 角 9 依 等 差 数 列 而 增 大 (或 减 小 ), 则 > 依 等 比 数列 而 增 大 (或 减 小 )， 在 极 轴 上 截取 线段 
OA = a, 而 在 其 垂直 线 上 截取 线段 0B = ae™3; 点 4, B 都 在 本 题 的 曲线 上 . 现在 若 作 出 直角 折 
线 ABCDE…, 则 由 诸 相 似 三 角形 不 难 知 道 , 线段 0A, OB, OC, OD, OE,.…. 组 成 公 比 为 em 得 
的 等 比 数列 ; 因为 与 它们 对 应 的 角度 是 0， | 2 . 了 3. ， 等 等 , 故 一 切 点 C, D, 马 ,… 也 位 于 被 考 
察 的 螺 线 上 . 

当 角 0 由 0 增 至 +co 时 , 动 点 绕 极 点 旋转 无 数 卷 , 且 迅 速 离开 极点 至 无 穷 远 ; 两 卷 之 间 的 路 
离 已 不 相等 . 角 9 也 可 以 取 负 值 ; 当 0 趋 于 -oo 时 , 向 径 > 趋 于 0. 曲线 绕 极点 旋转 无 数 次 , 且 
无 限 地 接近 它 (但 终 不 能 达到 , 参阅 图 124 上 4B'C'D'E'..， 的 一 部 分 ); 极点 就 成 为 曲线 的 渐 
近 点 . 

最 后 , 注意 , 只 要 把 极 轴 绕 极点 作 适 当 旋 转 , 就 可 以 消去 乘 数 a 而 把 对 数 螺 线 的 方程 化 成 最 简 
形式 : 7 = em2. 


4) 电线 : r+ 二 acos9 十 b( 图 125). 


[226] §1.， 曲线 及 曲面 的 解析 表示 法 :447 ， 


这 些 曲线 的 起 源 可 以 设想 是 这 样 的 : 取 直径 为 a 的 圆 , 若 选取 极点 O 位 于 圆周 上 , 而 引 极 轴 
通过 圆心 C, 则 对 于 圆周 上 的 任 一 点 M', 显然 有 > = acos0. 这 就 是 圆 的 极 坐 标 方程 . 若 使 角 6 
由 0 变动 至 2r, 则 动 点 画 这 圆 两 次 ( 逆 时 针 方 向 ). 

现在 知 把 圆 的 一 切 向 径 OJM' 都 延长 一 定 长 的 线段 M'M = b(b > 0), 则 由 这 方法 所 得 出 的 
点 M 男 成 一 新 曲线 , 它 通称 为 蜡 线 . 它 的 极 坐标 方程 显然 是 > = acosb 十 凡 

各 > oa, 则 事情 的 处 理 最 为 简单 ， 因 为 那 时 向 径 永 远 是 正 的 , 故 曲 线 从 各 方面 围绕 极点 (图 
125a). 在 b<a 时 曲线 通过 极点 , 且 自 己 相交 ， 记 硬 成 内 馈线 和 图 125 6 . 为 了 确定 动 点 经 过 极点 
时 的 角度 9, 可 在 曲线 方程 内 令 > = 0. 我 们 得 到 方程 cosb = -2， 它 只 是 当 b < a 时 有 解 . 

曲线 的 中 间 类 型 , 即 在 5 = a 时 的 曲线 是 特别 有 趣 的 . 在 这 里 极点 也 位 于 曲线 上 (9 二 7), 但 
没有 纽 线 ; 如 图 125B. 立刻 看 到 这 曲线 与 上 面 考察 过 的 , 圆 外 旋 轮 线 的 特殊 情形 心脏 形 线 (图 120) 
是 相同 的 . 建议 读者 去 证 明 这 事实 . 

5) 伯 努 利 双 纽 线 7?* = 2a* cos20( 图 126). 


图 126 


这 曲线 可 以 定义 为 点 AM 的 轨迹 , 点 M 与 相距 2a 的 二 定点 玉 及 FF 的 距离 p = FM 与 
p' 二 FM 的 乘积 是 常数 a? %. 
依照 图 内 记 法 , 由 三 角形 OMF 及 OMF 有 


Pp =r +a +2arcos0, p=7*+a?— 2ar cos 0， 


于 是 由 定义 
p2p? (7? 上 a2)2 A402r? cos2.0 一 o4， 
由 此 , 经 过 简单 计算 以 后 , 得 到 
六 一 2a2cos 20. 
这 就 是 双 纽 线 的 极 坐 标 方程 . 
因为 这 方程 的 左边 不 能 得 负 值 , 故 右 边 的 角度 6 只 能 在 使 cos 20>0 的 区 间 内 变动 着 . 


这 就 是 区 间 。 - 
0 下 (全 于 (和) 


中 由 距离 RF 与 常数 积 op' 之 间 的 关系 , 显 见 线段 RF" 的 中 点 O 位 于 曲线 上 (p = w = oa), 但 
看 pp' 二, 而 5b 关 a, 则 O 不 是 曲线 上 的 点 , 这 时 我 们 得 到 的 是 所 谓 卡 西 尼 卵 形 线 . 


. 448 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 : [227] 


全 部 曲线 位 于 与 极 轴 成 Z 及 2 的 两 直线 SS 与 TT 之 间 的 一 对 对 顶 角 内 ( 见 图) 曲线 在 
极点 自己 相交 , 与 此 对 应 的 角度 0 = 工 二 
若 用 普通 方法 变 成 直角 坐标 , 则 容易 得 出 双 纽 线 的 直角 坐标 ( 隐 式 ) 方程 
(x? 下 z2? 202(z2 加 yo 
227. 空间 的 曲面 和 曲线 ”我们 并 不 打算 在 这 里 深入 研究 微分 学 在 空间 几何 学 
上 的 应 用 , 这 问题 应 留 给 专门 的 微分 几何 教程 去 研究 . 因此 关于 空间 几何 形象 , 我 们 
仅 以 讨论 今后 在 分 析 教 程 本 号 几 个 部 分 内 所 必需 的 为 限 . 
如 同上 述 (回忆 一 下 ), 一 切 被 考察 的 昌 数 将 假定 为 连续 且 有 关于 其 变 元 的 连续 
导数 ， 
由 坐标 轴 为 Ozvz 的 直角 坐标 系统 出 发 . 我 们 已 经 说 过 , 空间 的 曲面 可 以 用 流 
动 坐标 之 间 的 方程 
z= f(x,Y) (6) 
来 表示 | 例如 , 参阅 160]. 这 种 方程 , 以 及 类 似 于 它 的 方程 zx = g(y,2) 及 y = h(z, 27)， 
都 称 为 曲面 的 显 式 方程 
曲面 的 其 他 表示 法 , 在 某 种 意义 之 下 , 常 可 以 化 成 这 一 最 简单 的 情形 . 
经 党 过 到 曲面 用 方程 
F(z,y,z)=0 (7) 
表示 ,并 没有 解 出 这 个 或 那个 坐标 ( 隐 式 )， 符 曲面 在 点 (zo,yo, 20) 的 三 个 偏 导 数 
,Dod 是 中 至 少 有 一 个 异 于 0, 则 在 这 点 的 邻 域内 ， 
曲面 就 可 以 用 某 一 种 类 型 的 显 式 方程 来 表示 . 实际 上 , 例如 知 E(xo, yo,z0) 取 0, 则 
按照 208 的 定理 3. 至 少 在 被 考察 点 的 邻 域 内 , 方程 (7) 确定 z 为 x 及 vy 的 单 值 基 
数 : z = Flz, 切 ( 且 这 时 函数 f 连同 它 关 于 二 变 元 的 导数 都 为 连续 ). 
这 样 , 只 有 同时 满足 了 三 条 件 


Fi=0 F=0, Fi=0 


的 曲面 上 的 奇异 点 是 例外 情形 . 

方程 

F(x,y)=0 (8) 

根本 不 含有 坐标 之 一 的 , 也 可 以 解释 为 曲面 方程 . 就 是 , 在 zy 平面 上 它 表 示 一 曲线 ; 
若 把 它 作 为 准 线 , 以 平行 于 z 轴 的 母线 沿 着 准 线 移动 作出 一 柱 面 , 则 这 柱 面 上 一 切 
的 点 , 且 只 有 它们 , 满足 方程 (8)( 因 为 z 并 未 在 方程 内 出 现 且 不 受 任何 限制 )， 

方程 Gly, 站 =0 或 瑟 (z,z) = 0, 也 可 以 作 同 样 解释 . 

现在 转 而 讨论 空间 曲线 . 空间 曲线 的 最 简单 表示 法 是 把 它 的 两 个 流动 坐标 , 例如 
y 及 z, 给 定 为 第 三 坐标 x 的 函数 : 


y= f(z), z= 9g(72). (9) 


[228] §1. 曲线 及 曲面 的 解析 表示 法 49， 


这 种 方法 是 平面 曲线 的 显 式 的 自然 推广 . 因此 方程 (9) 就 可 以 称 为 曲线 的 显 式 方程 
如 同 在 平面 曲线 的 情形 ,空间 曲线 的 其 他 解析 表示 式 基 本 上 也 可 以 化 成 显 式 . 
方程 (9) 中 的 每 一 式 可 以 解释 为 曲线 在 坐标 平面 zy 或 zz 上 的 投影 的 方程 . 或 

是 母线 平行 于 z 轴 或 y 轴 的 投影 柱 面 的 方程 [ 见 (8)]. 
空间 曲线 的 更 一 般 的 表示 法 是 把 它 看 成 二 曲面 的 交 线 . 奢 这 两 曲面 的 方程 是 


F(z,y,z)=0 肥 G(r,y,z)=0, (10) 


则 联 立 二 方程 就 给 出 交 线 的 解析 表示 式 . 方程 组 (10) 称 为 曲线 的 隐 式 方程 . 
由 函数 下 及 G 的 偏 导数 组 成 矩阵 


下 FE ZF 
zz vy 77|. (11) 
A 


设 在 这 和 矩阵 内 有 某 一 行列 式 , 例如 


a 


FY | 


在 被 考察 点 异 于 0. 则 根据 208 的 定理 4, 在 这 点 的 邻 域内 方程 组 (10) 可 以 换 成 方 
程 组 (9)[ 而 且 在 方程 组 (9) 内 出 现 的 函数 仍 是 连同 其 导数 均 为 连续 的 ]. 

这 样 , 只 有 在 曲线 的 奇异 点 (在 这 种 点 矩阵 (11) 的 三 个 行列 式 同 时 变 为 零 ) 的 
邻 域内 , 不 保证 有 化 成 最 简 表 示 式 的 可 能 . 


228. 参 变量 表示 式 ” 最 后 , 讲 到 曲面 及 空间 曲线 的 参 变量 表示 法 ， 先 从 曲线 
开始 . 

如 同 我 们 在 平面 上 所 做 过 的 一 样 ， 空间 曲线 上 动 点 的 坐标 可 以 由 某 一 辅助 变 
参 变量 一 一 + 的 函数 给 出 : 


量 
了 二 p(t), 4 二 aa 二 Xl), (12) 


使 得 当 参 变量 t 变动 时 , 其 坐标 由 这 些 方程 给 定 的 点 就 画 出 所 考察 的 曲线 [在 显 式 
(9) 的 情形 , x 本 身 起 了 参 变量 的 作用 ]. 

在 曲线 上 所 取 的 点 车 导数 x/, yy,z/ 中 至 少 有 一 个 异 于 0, 则 如 同 平面 曲线 一 样 . 
在 这 点 的 邻 域内 , 容易 由 参 变 量 表示 式 化 成 显 式 . 只 有 在 奇异 点 (该 处 一 切 这 些 寻 数 
都 等 于 零 ) 的 邻 域内 不 保证 有 这 种 转化 的 可 能 . 

如 同 平面 曲线 的 情形 一 样 , 还 有 所 谓 重点 ， 即 能 由 两 个 以 上 参 变 量 的 值得 出 的 
点 , 亦 算 作 奇异 点 名 . 

转 而 讨论 曲面 的 参 变 量 表示 式 . 


230 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [228] 


这 时 , 确定 曲面 上 一 点 的 位 置 须 用 二 参 变量 [在 显 式 (6) 的 情形 , 即 由 二 坐标 x,y 
作为 参 变量 ]. 设 有 方程 


二 Pp(U, v), 4 一 WU 2 一 XU 2)， (13) 


式 中 (wv) 变动 于 闭 区 域 A 中 . 作 和 矩阵 


(¥ Wp, © (14) 
py Py XO, 
并 假设 w = wu = vo, 使 这 算 阵 的 行列 式 至 少 有 一 个 异 于 0, 例如 , 设 


py, WV 
p, 


于 是 , 把 方程 组 (13) 的 前 二 式 改写 成 


#0 


pu,V)—I=0 vu,v)—y=0, 


根据 208 的 定理 4, 可 以 断定 , 由 这 含有 四 变量 wv, z,y 的 二 方程 (车 它们 的 数值 以 
接近 于 我 们 所 关心 者 为 限 ), 确定 变量 wwv 为 xz,v 的 单 值 函数 : 


v= g(r,Yy), v= h(x,y), 


连同 它们 的 导数 均 为 连续 . 最 后 , 把 w 及 v 的 表达 式 代入 方程 组 (13) 的 第 三 式 内 ， 
就 得 出 普通 表示 曲面 的 显 式 方程 


2 三 XRD)) = f(r,Yy), 


式 中 晴 数 /也 为 连续 旦 有 连续 导数 

只 有 在 那 种 情形 , 当 和 矩阵 (14) 的 三 行列 式 同时 都 等 于 零 了 (曲面 上 对 应 的 点 便 
是 奇异 点 ), 这 种 表示 式 可 能 得 不 到 

谈 者 容易 明白 , 关于 曲面 的 参 变量 表示 式 , 也 可 以 建立 曲面 的 单 点 或 重点 的 概 
念 : 前 者 只 能 由 参 变 量 (wv) 的 一 组 数值 得 出 , 后 者 至 少 能 由 (wv) 的 二 组 数值 得 
出 9. 

回 到 曲面 的 参 变量 方程 (13), 固定 其 中 一 个 参 变量 的 值 , 例如 令 w = wo. 那 时 显 
然 得 出 茶 一 曲线 方程 


2 一 yp(uo,v)) y = YY (uo,v), z = Xx{(uo, vy), 


@ 应 当 指出 , 在 闭 曲 面 的 情形 ( 即 没有 围 线 的 曲面 , 例如 球面 ), 显然 不 能 使 它 的 点 与 平面 ww 的 
区 域 A 的 点 成 互 为 单 值 的 对 应 . 在 这 个 情形 , 对 于 任何 参 变 量 表示 式 重点 必然 存在 


[229] 81， 曲 线 及 曲面 的 解析 表示 法 :451 ， 


其 一 切 点 都 位 于 曲面 上 . 变动 uo 的 值 , 就 得 到 这 种 “(w) 曲线 ”的 一 族 . 类 似 于 此 , 固 
定 v= vo 的 值 , 同样 能 得 出 在 我 们 的 曲面 上 的 一 曲线 


a O(2 V0), 2 二 yp(u, V0), &” 一 X(2i vo); 


由 这 种 “(v) 曲线 ”同样 能 组 成 一 整个 曲线 族 . 

因为 4 及 wv 的 数值 可 以 作为 曲面 上 一 点 的 坐标 , 故 这 些 曲线 就 称 为 曲面 的 坐标 
线 . 大 曲面 上 一 点 是 单 点 , 即 只 能 由 参 变量 (w,v) 的 一 组 数值 得 出 , 则 在 每 一 曲线 族 
内 只 能 有 一 条 坐标 线 通 过 人 它 . 

观察 曲面 [参阅 (6)、(7)、(13)] 及 空间 曲线 [(9)、(10)、(12)] 的 各 种 解析 表示 法 ， 
我 们 可 以 重 述 在 223 末 段 所 说 的 话 . 在 普通 点 (并 且 是 单 点 ) 的 邻 域内 , 总 可 变 成 最 
简单 的 显示 表示 式 的 情形 . 

229. 例题 1) 维 维 亚 尼 (Byary) 曲线 “球面 与 一 直 圆 柱 面 (圆柱 面 的 准 线 是 在 球 内 -_- 
半径 上 作成 的 圆周 ) 的 交 线 (图 127), 称 为 维 维 亚 尼 曲 线 . 设 球 的 半径 为 R; 若 置 坐标 轴 如 图 所 示 ， 
则 球面 及 圆柱 面 的 方程 各 为 


7 +y +z = R’, 
r+Yy = Rz. 


联 立 这 两 方程 就 确定 我 们 的 曲线 . 


J- 


图 127 图 128 


这 曲线 形 如 杰 曲 的 8; 在 点 (R,0,0) 它 自 己 相 交 , 所 以 这 点 准 是 奇异 点 . 这 也 可 以 由 计算 而 证 


实 . 和 矩 阵 
27 2 22 
2 一 ,20 0 
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有 行列 式 


20 22 
2y 0 


2Z 2 人 
0 27 一 玉 


27 27/ 


一 402 — 2R%, 
20 一 及 2y 


—4yz， = 2 


它们 在 点 (R,0,0) 恰巧 一 齐 等 于 0. 
维 维 亚 尼 曲线 也 可 以 用 参 变 量 式 来 表示 , 例如 ， 


zz 一 Rsin2t y= Rsintcost, z= Reost. 


实际 上 , 不 难 核验 , 这 些 式 子 恒 等 地 满足 曲线 的 隐 式 方程 , 而 当 参 变量 变动 时 , 如 自 0 变动 至 27， 
就 画 出 全 部 曲线 . 点 (R,0,0) 在 t= 人 及 t= 了 时 得 出 二 次 , 所 以 它 是 重点 , 如 我 们 所 希望 的 


地 


2) 有 时 曲线 的 参 变量 表示 式 能 由 曲线 的 起 源 自然 地 推 得 . 例如 ,考察 螺旋 线 . 它 的 起 源 可 以 设 
想 如 下 :; 设 一 点 M 原来 位 于 4 处 (图 128), 它 等 速 地 绕 > 轴 旋 转 ( 顺 时 针 方 向 ) 同时 又 在 平行 
于 z 轴 的 方向 (假定 沿 正 向 ) 作 等 速 的 移动 , 则 点 M 的 轨迹 就 称 为 螺旋 线 . 为 了 确定 点 M 的 位 
置 . 可 以 采用 线段 OM 的 投影 OP 与 x 轴 的 夹 角 寺 作 为 参 变量 , 点 M 的 坐标 z 及 4 与 点 已 
相同 . 于 是 z = acosty = asint , 式 中 的 a 是 点 P 所 画 出 的 圆 的 半径 . 至 于 铅 直 的 变量 z, 它 
与 回转 角 守成 正比 例 (移动 及 转动 都 是 等 速 地 进行 ), 即 z = ct. 最 后 , 螺旋 线 的 参 变量 方程 就 是 


Ts dO 站 三 二 SI 大， 交合 亿 : GL5) 


所 得 的 螺旋 线 称 为 左 螺 旋 线 ; 若 在 右手 坐标 系统 时 , 则 同样 的 方程 组 将 表示 右 螺 旋 线 . 

由 方程 组 (15) 内 消去 参 变量 上 使 变 成 显 式 是 很 容易 的 ; 例如 , 由 最 后 一 式 内 求 出 弓 再 把 它 

代 人 前 二 式 内 , 就 得 
X= QCOS 1 y = a sn 

3) 考察 半径 为 RR 中 心 在 原点 的 球面 (图 129). 它 的 隐 式 

方程 是 
i a = R*. 

为 了 求 得 它 的 通常 的 参 变 量 表示 式 ， 可 以 作出 “赤道 的 ” 
截面 AKA’， 并 经 过 “ 极 "P, P' 及 被 考察 点 M 作 “ 子 午 
线 "PMKP' .点 M 在 球面 上 的 位 置 可 以 用 角 w= <POM 
及 9 = LAOK 来 确定 . 我 们 有 z= NA = Recosyp ， 再 
有 ON = Rsin wy, 而 坐标 z 及 y(M 与 N 有 相同 的 值 ) 就 由 
ON 表示 如 : x = ON cos9,y 二 ON sin9. 汇集 这 些 结果 , 就 图 129 
得 到 球面 的 参 变量 方程 : 


Z 一 尺 sin cos 
y= Rsin Y sinb, 
区 三 用 COS 0 


其 中 角度 p 只 要 自 0 变动 至 就 够 了 , 而 角度 9 须 自 0 变动 至 27. 


[229] $1， 曲线 及 曲面 的 解析 表示 法 “4 


可 是 , 球面 上 的 点 与 在 平面 6 的 矩形 [0,r; 0,2r] 上 的 点 之 间 的 对 应 不 会 是 互 为 单 值 的 信 : 
由 数值 9 = 0 和 48 = 27 得 出 曲面 上 的 同一 点 , 此 外 , 在 yp = 0(w = 7) 时 无 论 9 是 怎样 的 值 , 我 
们 只 能 得 到 一 个 点 一 一 极点 P(P'). 

若 把 角度 p 换 以 和 = _ ,入 自 变动 至 > 再 使 69 在 -x 与 7 之 间 变 动 , 则 得 地 理 
学 上 的 坐标 : 纬度 与 经 度 . 

偏 导数 的 矩阵 


Reospcosb Reosvysing | 
一 及 Sinwsinb Rsingcoso 0 


的 一 切 行 列 式 
R? sin” (COSO， 二 voit 
在 =0 及 m=T 时 一 齐 变 为 零 . 然而 很 明显 , 仪 当 应 用 这 一 种 球面 的 解析 表示 式 时 , 两 “ 极 ” 
才 表 示 有 奇异 性 . 
容易 看 出 , 球面 上 的 一 族 坐 标 线 由 经 线 (9 = 常数 ) 组 成 , 而 另 一 族 坐 标 线 由 平行 圆 (o = 常 
数 ) 组 成 . 
4) 可 用 下 法 推广 前 例 . 设 在 平面 zz 内 有 一 曲线 (母线 ), 由 参 变量 方程 


T= pu), z= (16) 


给 定 , 而 且 yp(w) > 0. 把 它 当 作 刚 体 绕 z 轴 旋 转 (图 130). 若 用 
v 表示 回转 角 , 则 所 得 的 回转 面 的 方程 就 可 写成 


=D(U)tosv Y= ny Z=w(u) (0 太志 227) 
厂 在 平面 zz 内 取 半 圆周 
r= Rsinu, z= Reosw, 


且 把 它 绕 z 轴 旋 转 , 则 由 这 种 方法 所 得 球面 的 参 变量 表示 式 与 以 
前 的 相同 ( 除 记号 不 同 以 外 ). 
建议 读者 去 证 明 , 只 有 在 回转 轴 上 的 点 , 或 是 由 母线 的 奇异 点 
回转 而 得 的 点 , 才 可 能 成 为 回转 面 的 奇异 点 ， 
在 此 处 也 是 以 母线 的 各 种 位 置 (经 线 ) 及 平行 圆 作为 坐标 线 . 图 130 
5) 若 当 曲线 (16) 作 回 转运 动 时 ,同时 又 作 平 行 于 回转 轴 的 
移动 , 则 (假设 两 种 运动 都 是 等 速 地 进行 ) 得 一 般 螺旋 面 


T=9p(u)cosv, Y= pu)sinv, z= Yu)+ ev. 


特别 情形 , 取 z 轴 的 正 向 部 分 


比较 第 450 页 下 的 脚注 . 
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当 作 母线 , 并 使 它 作 螺旋 运动 , 则 得 出 普通 螺旋 面 
T=UuUcosv, Y=Usinv, ZZ= 人 ev. 


对 于 一 般 螺 旋 面 , 一 族 坐 标 线 由 母线 的 各 种 位 置 (v = 常数 ) 组 成 , 男 一 族 坐 标 线 由 螺旋 线 
(4 二 常数 ) 组 成 


82. 切线 及 切面 


230. 用 直角 坐标 系 时 平面 曲线 的 切线 ”切线 的 概念 我 们 已 经 遇见 多 次 [例如 ， 
参阅 91]. 车 一 曲线 由 显 式 方 程 
y = f(2) 
给 定 , 式 中 的 了 是 连续 函数 并 有 连续 导数 , 则 在 这 曲线 上 每 一 点 (zx,y) 必 有 切线 , 其 
斜率 tgo 由 公式 
tga = ys = f (7) 


表示 . 这 样 , 切线 方程 为 
Y—y=y(X—7). (1) 


在 这 里 (以 下 也 一 样 )X,Y 表示 流动 坐标 , 而 xz,y 是 切 点 的 坐标 . 
容易 得 出 法 线 ( 即 经 过 切 点 且 垂直 于 切线 的 直线 ) 的 方程 为 ; 


Y -9 -六 CC 本 或 -2+ 内 了- 要 =0 (2) 

考察 与 切线 及 法 线 有 关系 的 一 些 线 段 , 就 是 线 
段 TM 及 MN 以 及 它们 在 x 轴 上 的 射影 TP 及 
PN( 图 131)， 后 二 者 各 称 为 次 切 矩 及 次 法 矩 ， 并 
且 记 成 sbt(subtangent) 及 sbn(subnormal). 在 方程 
(1) 及 (2) 内 令 了 = 0, 容易 算出 


sbt = 7P = 于， ] 
sbn = PN = 
于 是 由 三 角形 MPT 及 MPN 又 可 确定 切线 长 及 图 131 
法 线 长 
t=TM = V+ n=MN=|yVit+w|. (4) 
在 曲线 用 隐 式 


F(z,y)=0 
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的 场合 , 在 它 的 普通 点 M(x,y) 的 邻 域内 可 以 设想 曲线 是 用 显 式 方程 表示 的 . 例如， 
备 在 点 M, E(x,y) 关 0, 则 曲线 可 用 形 如 yy = f(z) 的 方程 来 表示 , 式 中 /为 连续 部 


数 且 有 连续 导数 . 由 此 已 很 明显 , 曲线 在 点 M 有 切线 存在 , 且 切 线 方程 可 以 写成 (1) 
的 形式 . 但 我 们 知道 [209(15)], 在 这 情形 
Ee ey) 
(yy) 
把 它 代 入 (1), 经 过 简单 的 变换 后 , 就 得 出 关于 x 及 vy 完全 对 称 的 切线 方程 
P(r mh (WY oe (5) 


若 在 点 M, Fr = 0, 但 忆 关 0, 也 可 以 得 出 同样 的 结果 , 只 有 在 奇异 点 这 方程 失 
:意义 , 在 没有 作 补 充 研究 [236] 时 , 这 里 不 能 再 讲 什么 
在 上 述 情形 , 法 线 方程 显然 是 这 样 的 : 


人 
最 后 , 假定 曲线 由 参 变 量 方程 
os 
给 定 . 我 们 已 看 到 , 若 yy'(t) 关 0, 则 曲线 的 切线 存在 , 且 其 斜率 为 


0 光一 (6 
[106(11)]. 切线 方程 可 以 写成 : 
2 
Lr T+ Yt 

最 后 一 种 形式 的 方程 当 x/ = 0 而 WW 关 0 的 场合 吕 也 能 适用 . 只 有 在 奇异 点 同时 
有 z= 二 0 及 Y=0 时 方程 才 失 去 意义 , 而 关于 切线 的 问题 依然 存在 [237] 

在 上 陈 两 边 的 分 母 上 各 乘 以 dt, 而 把 切线 方程 写成 

入 一 和 YY-—y 


dz dy | w 


有 时 是 便利 的 . 


231. 例题 1) 抛物 线 : y” = 2pz . 对 这 等 式 施行 微分 (把 y 当成 z 的 函数 )， 得 yy =p. 
这 样 [参阅 (3)], 抛物 线 的 次 法 矩 是 常数 .由 此 可 得 抛物 线 的 法 线 ( 随 之 而 切线 ) 的 简易 作 图 法 . 
按照 公式 (4), 抛物 线 的 法 线 长 为 


n= VRE+E 


” @ 这 时 , 像 通常 在 解析 几何 内 所 约定 的 , 若 在 比例 式 
DE | 


a b 
中 有 一 个 后 项 为 0, 那么 这 比例 式 就 简单 地 表示 其 对 应 的 前 项 也 等 于 0. 
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2) 彬 圆 : 5 二 所 1( 图 132). 
按照 公式 (5) 就 有 这 样 的 切线 方程 : 


全 


(一 站) 十 立 一 y) 一 0. 


让 (人 


顾及 椭圆 方程 本 身 , 可 以 把 最 后 的 方程 改写 成 
里 人 简单 的 形式 : 


在 这 里 令 Y = 0, 求 得 X= 全 这 样 ,切线 与 
Zz 轴 的 交点 全 与 y 及 b 者 无 关系 . 对 应 于 不 
同 的 5 值 的 各 种 椭圆 , 它们 在 横 标 为 x 的 各 点 
上 的 切线 都 经 过 z 轴 上 的 同一 点 全 ， 因 为 在 图 132 
b = a 时 得 出 圆 , 它 的 切线 作法 很 简单 , 故 立 刻 

能 确定 也, 由 此 就 得 出 椭圆 的 切线 的 简易 作 图 法 , 如 图 所 显示 @， 


椭圆 的 法 线 长 容易 确定 为 
加 D472 十 Q4212 
TV a 


2 2 
在 双 曲 线 = 一 方 = 1 的 情形 也 可 得 出 同样 的 表达 式 . 
3) 星 形 线 : z3 + y3 二 as (图 116). 
切线 方程 为 


r 3(X-7r)+y i(Y -y=0, 
借助 于 曲线 方程 本 身 可 以 把 上 式 改写 成 为 


X Y 2 X Y 
一 十 一 = 二 a， 或 2 十 a 二 1. 
T3 Yy3 QQ3T3 Q323 


最 后 的 方程 是 “ 截 距 式 ”. 因此 , 切线 在 两 轴 上 的 截 距 是 a3x3 及 a3wy3. 由 此 容易 得 出 星 形 
线 的 一 个 有 趣 的 性 质 . 用 r 表示 切线 在 两 轴 之 间 的 长 度 , 就 有 


而 得 


这 样 , 星 形 线 的 对 称 轴 在 所 有 切线 上 都 截取 等 长 的 线段 
4) 旋 轮 线 :z = a(t 一 sint),y 二 a(1 一 cos)( 图 1 18). 
我 们 已 | 在 225,6) 中 ] 有 等 式 帮 = ctgz， 即 
we 
中 椭圆 的 切线 的 这 一 性 质 与 下 列 之 事实 有 直接 关联 : 即 椭圆 可 以 看 作 是 位 于 斜 平面 上 的 某 一 圆 
(半径 为 a) 的 正 射影 
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故 可 以 采用 a = 5 
回忆 (图 118), t 


| Nic~ 


>、 若 延长 直线 EM 使 与 x 轴 相 交 于 工 . 则 
= a. 因此 , 连接 旋 轮 线 上 的 点 与 (在 对 应 位 置 的 ) 动 圆 的 最 高 点 的 直线 EM 就 
的 切线 . 由 此 , 显然 直线 MN 就 是 法 线 . 

的 表达 式 以 后 对 我 们 是 有 用 处 的 , 它 容易 从 直角 三 角形 MEN 内 求 得 . 就 是 


LZMDN, 于 是 LMEN = 


LETz 二 5 
是 旋 轮 线 在 这 ， 
法 线 长 n 


t 
2 
所 


n= MN = 2asin 5 
5) 圆 外 旋 轮 线 ; 
T=al(ll+m)cosmt— mceos(l+tm)t, 
y =al(l+m)sinmt— msin(l+ m)t 


(图 119). 
把 导数 2 及 yy 的 表达 式 写 成 


t 
2Zt = 2am(1 + m) sin 5 COS (m 十 7) t, 
/ ， 了 过 ， 
yi = 2am(l1 + m)sin 5 Sin (m 十 =) t, 
距 求 得 
1 


由 此 有 a = (m+ 5 t. 
在 连 接 (图 119) 点 DD 与 M, 则 这 直线 与 z 轴 所 夹 的 角 恰 为 : 


47TTD= ADOT 十 LODT = mtt+ 5 


因为 , DT 是 在 点 M 的 切线 , 而 MB 是 法 线 . 
6) 圆 的 交 伸 线 : z = a(tsint 十 cost),y = alsint 一 tcost)( 图 121). 
在 此 处 , 
tga = 二 tgt, 由 此 a=t. 


这 样 , 切线 MT 平行 于 半径 0B, 且 BM 是 这 曲线 的 法 线 . 


附注 例题 4)、5)、6) 的 结果 可 以 不 用 任何 计算 , 而 由 运动 学 方面 的 考虑 直接 得 出 . 当 一 曲 
线 在 为 一 曲线 上 深 动 时 , 切 点 常 是 动 形 的 瞬时 中 心 , 因此 动 形 上 任 一 点 的 轨迹 的 法 线 必 经 过 这 切 
点 ， 


232. 用 极 坐标 系 时 的 切线 ” 春 曲 线 是 由 极 坐 标 方程 + = f(9) 给 定 , 则 用 通常 
的 方法 换 成 直角 坐标 制 , 就 得 到 曲线 的 参 变量 表示 式 
z=7c0s0= f(0)cosd, 
y=7sin0 = f(0)sin®d, 
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并 且 6 在 这 里 起 了 参 变量 的 作用 . 
在 这 种 场合 , 按照 一 般 公式 (6)， 


yo rssinO+rcosO 
en 
To Tycos0—r7sing 


可 是 , 大 用 极 坐 标 来 研究 曲线 , 则 切线 的 位 置 
通 币 并 不 用 它 与 极 轴 的 交角 a 来 确定 , 而 是 用 它 与 
习 径 延长 线 所 夹 的 角 w 来 确定 (图 114 及 图 133). 
我 们 已 有 简单 的 公式 [218,4)] 


(8) 


tgw = 


Se 


完全 同样 地 ， 代 替 230 内 讲 过 的 线段 t,n， 
sbt.sbn. 在 此 处 须 考察 其 他 的 线段 . 经 过 极点 O 作 
垂直 于 向 径 的 轴 ( 当 点 M 移动 时 这 轴 就 旋转 着 )， 
延长 切线 及 法 线 使 与 它 依 次 相交 于 点 工 及 N. 那 
时 线段 TA 及 MN 就 称 为 极 切 线 及 极 法 线 , 而 它 
们 在 该 轴 上 的 射影 TO 及 ON 就 称 为 极 次 切 和 矩 及 
极 次 法 竹 . 我 们 将 用 与 前 相同 的 记 法 来 表示 它们 ， 图 133 
但 为 附 以 下 标 p. 利用 公式 (8) 容易 得 出 : 


[Se 


Tr 
sbt, ~ TO = rtgw 三 一 ) sbn, ON = rctgw La 
“6 


而 由 此 已 有 


二 全 内 全 


人 np = MN = Yr? + re 


233. 例题 “1) 阿 基 米 德 螺 线 : > = ab( 图 122). 

因为 7 = oa, 故 sbnp = a = 常数 . 这 使 我 们 得 以 立刻 确定 点 N 的 位 置 , 随 之 而 作出 法 线 及 
切线 . 

注意 , tgw = 0, 因此 当 0 一 co 时 就 有 tgw 一 co 即 w 趋 近 于 直角 . 

2) 双 曲 螺 线 : x = 5 (图 129): 

这 一 次 7 = -部 ,sbts = 一 a = 常数 ,这 同样 明显 地 简化 了 切线 的 作法 . 

3) 对 数 螺 线 : 7 = ae” (图 134). 

因 有 75 = mae”™, 于 是 tgw = 二 = 常数 , 从 而 w = 常数 , 这 样 , 对 数 螺 线 具有 一 个 值得 注 
意 的 性 质 : 向 径 与 切线 之 间 的 夹 角 保持 为 常 数 . 换 句 话说 , 对 数 螺 线 党 与 其 向 径 相交 成 定 角 . 就 这 
性 质 来 说 , 它 和 圆 类 似 , 因为 圆 与 从 中 心 作出 的 向 径 亦 相交 成 定 角 (直角 ).[ 然 而 , 圆 也 可 以 看 成 是 
对 应 于 m = 0 的 对 数 螺 线 的 特殊 情形 .] 

4) 是 线 : 7 = a cos9 十 b( 图 135). 
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图 134 图 135 


注意 , sbnyp 二 75 二 一 a sin9 显然 与 b 无 关 . 这 样 , 若 取 位 于 从 极点 发 出 的 同一 射线 上 而 有 不 
同 b 值 的 各 种 蜡 线 的 点 , 则 这 些 点 将 有 公共 的 极 法 线 影 , 即 点 N 是 公有 的 . 但 在 b= 0 时 得 出 一 
圆 , 它 的 法 线 的 作法 是 很 明显 的 ; 因此 也 就 容易 作出 任何 晶 线 (图 135) 的 法 线 了 . 从 人 MON 计 


算 极 法 线 之 长 
np 一 Va2 十 2abcosb0 + bb. 
心脏 形 线 中 (b = a) 的 极 法 线 的 表达 式 特别 简单 : 
np = 20C65 浊 


5) 双 纽 线 : r? = 2a? cos 29( 图 126). 
对 上 式微 分 , 把 > 当成 9 的 函数 , 得 


r7y = 一 202sin 20. 
这 二 等 式 两 边 各 自 相 除 , 更 根据 (8), 可 得 


(LE 局 演 二 一 一 ctg20， 


由 此 , w = 26 十 用 a 及 6 表示 切线 及 法 线 的 倾角 , 就 有 
Wi TT 
p=a—7,) Qa=w+0=30+3,) 
因此 , 8 = 30 : 双 纽 线 的 法 线 的 倾角 等 于 切 点 的 极 角 的 三 倍 .这 给 出 作法 线 的 简易 方法 . 


234. 空间 曲线 的 切线 . 曲面 的 切面 1" 对 于 空间 曲线 , 切线 的 定义 在 文字 上 
与 平面 曲线 的 情形 91 相同 . 在 这 里 限于 讨论 由 参 变量 表示 式 给 定 的 曲线 


vey YeV): ,SO 
@ 画 在 图 135 上 的 正 是 这 一 特别 情形 . 
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取 定 值 t, 即 得 曲线 上 的 定点 M(z,y,z); 设 这 是 普通 点 , 又 是 单 点 [223]. 给 t 以 
增 量 At, 则 与 参 变量 的 新 值 4 上 + At 对 应 的 将 是 另 一 点 Mi(z 十 Ax,y + Ay,z 二 Az). 


割 线 Mi 的 方程 为 
飞 一 2 Y-y 0 一 2 
Ar “Ay Az’ 
式 中 的 X,Y 2Z 是 流动 坐标 . 如 果 我 们 用 At 除 所 有 的 分 母 , 这 些 方程 的 几何 意义 并 
不 会 改变 : 


大 当 At 一 0 时 这 些 方程 在 极限 情形 中 仍 保持 确定 的 意义 , 则 由 此 就 能 证 明 制 
线 的 极限 位 置 ( 即 切线 ) 的 存在 . 但 取 极限 我 们 得 到 
Ct Yt < 
这 些 方程 , 由 于 不 是 所 有 的 分 母 都 等 于 零 , 确实 表示 着 直线 . 这 样 , 在 曲线 的 每 一 普 
通 点 ,切线 必 存 在, 且 可 用 这 些 方 程 来 表达 . 对 于 奇异 点 , 关于 切线 的 问题 仍 未 获得 
解决 . 


附注 我 们 在 割 线 方程 内 在 At 一 0 时 求 其 极限 ; 现在 要 证 明 这 就 相当 于 假定 
MM1 一 0. 由 于 函数 yp,y,x 的 连续 性 , 从 At 一 0 推 得 


MM = VAz:+Ay+Az 0. 


为 了 证 明 其 反面 , 指定 任意 数 es > 0. 因为 MM1 是 At 的 连续 函数 , 故 当 |At| > s 
时 这 水 数 有 最 小 值 6, 显然 6 是 正 的 (因为 假定 所 取 的 点 是 单 点 , 即 不 能 由 异 于 + 的 
参 变量 的 值得 出 ). 于 是 

当 MM1 <5 时 , 必须 |At| < se, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

有 时 方程 (9) 写成 


\ 沁 一 


Xz Y-y 2Z2-—2 
dr dy dz 
的 形式 更 为 便利 , 它 是 以 dt 遍 乘 (9) 中 所 有 的 分 母 而 得 出 . 
硅 用 a,8,Y 表示 切线 与 三 坐标 轴 所 夹 的 角 , 则 方向 余 弦 cos a, cos g, cosy 可 表 
示 为 : 


/ 
Lr 


士 V/Z 人 十 2 十 zl2 
Yt 


土 V/ XY 十 Yy2 十 21 


/ 
Zt 


+tVee + y+ 


COS OC 二 


cos B= 


COS Y= 二 
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根 式 前 的 符号 视 切 线 方向 的 选择 而 定 . 

关于 由 隐 式 方程 F(x,y,z) = 0 及 G(x,y,z) = 0 给 定 的 曲线 的 切线 问题 , 我 们 
将 在 3° 内 考察 . 

2” 今 设 曲面 由 显 式 方程 z = f(x,y) 给 定 . 我 们 在 180 内 已 给 出 切面 的 定义 ， 
日 在 肾 数 f(x,y) 是 可 微分 的 假定 之 下 是 , 求 出 这 切面 的 方程 [180(6)]: 


2 一 2 一 fi(r,Yy)(X 7) 十 万 (ZI(Y 一 切 )， 


普通 使 用 记号 


而 把 切面 方程 写成 : 
2Z—z=p(X—7r)+aY —Y. (10) 


各 cos 入 ,cos 4,cosv 是 曲面 的 法 线 ( 即 在 切 点 所 作 切 面 的 垂 线 ) 的 方向 余弦 , 则 
有 表达 式 


士 V1T 十 D2 十 9? 士 VIT 十 De 十 9? 
1 
COSV 二 一 -一 ~; (11) 
土 V1 十 十 gq? 


在 根 式 前 的 双重 符号 对 应 于 法 线 的 两 个 相反 方 同 . 
现在 在 曲面 上 通过 被 考察 点 作 一 任意 曲线 


r= p(t), y = w(t), 2 = X(t), 


于 是 关于 t 将 恒 等 地 成 立 


在 恒等式 中 对 t 施行 微分 [181]: 
x (t) = pp (t) + qv (t). 


在 被 考察 的 非 奇 异 点 取 此 曲线 的 切线 如 (9) 的 形式 . 最后, 若 在 这 一 等 式 内 根 
据 (9) 把 导数 yp'w', x’ 换 成 与 它们 成 比例 的 针 一 x,Y -vy,2 -> 则 得 出 (10). 这 样 ， 
切线 (9) 必定 全 部 位 于 切面 (10) 内 30). 因此 ,曲面 在 其 上 一 定点 的 切面 又 可 定义 为 : 
通过 这 点 沿 着 曲面 的 一 切 曲 线 在 这 点 的 切线 都 贴 合 于 其 上 的 平面 @. 
号 我 们 在 此 处 既 已 假定 偏 导数 存在 且 为 连续 , 因此 必定 是 可 微分 的 [179]. 
@ 关 于 这 事 已 在 180 内 讲 过 一 部 分 . 


3 同样 可 以 验证 , 与 曲面 上 过 点 zo 的 曲线 相 切 的 切线 可 以 填 满 整个 曲面 的 切 平面 


.462 ， 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [234] 


若 曲面 由 隐 式 方程 F(z,y,z) = 0 给 定 , 那么 , 假定 在 被 考察 点 FF 六 0, 在 它 的 
邻 域内 就 可 以 用 显 式 方程 z = f(z,y) 来 表示 曲面 , 于 是 切面 的 存在 就 有 了 保证 . 因 
为 在 这 情形 和 op 


PTar Fr’ 4 By FE 
化 2 z 
故 把 这 些 p 及 g 之 值 代入 方程 (10) 内 , 就 容易 把 它 变 成 


PTY ZK — 7) + (zy, 2)(Y —Y) + P(r,Y, 2)(Z — 2) = 0. (12) 


显然, 即使 PF = 0, 只 要 其 他 二 导数 玉 及 玉 中 有 一 个 异 于 0, 切面 方程 仍 可 以 表示 
为 这 种 形式 . 只 有 在 奇异 点 这 方程 才 失 去 意义 (而 关于 切面 的 问题 仍 未 获得 解决) 
3。 现在 容易 领会 , 当 曲 线 由 二 隐 式 方程 


F(x,y,2)=0, G(r,y,2)=0 


给 定时 , 即 表示 为 对 应 的 二 曲面 的 交 线 时 , 怎样 去 求 它 的 切线 . 若 曲 线 上 被 考察 的 是 
普通 点 , 则 在 它 的 邻 域内 曲线 可 以 用 显 式 方程 来 表示 [227], 于 是 切线 必定 存在 . 这 
切线 显然 是 上 述 二 曲面 的 切面 的 交 线 , 因此 就 可 用 方程 


PX-T)+F(Y-Y)+FR(Z -2)=0, | 


(13) 
G(X-T)+O(Y -YY)+G(Z—2)=0. 


表示 .[ 因 为 在 普通 点 , 系数 所 成 的 矩阵 中 至 少 有 一 个 行列 式 异 于 0, 故 由 这 方程 组 确 
实 决定 一 直线 .] 
4 回 到 曲面 , 最 后 考察 曲面 由 参 变量 方程 


T= pV), Y= Vu,v), z= Xx(u,v) 
表示 的 情形 . 仍 限 于 讨论 普通 点 (又 是 单 点 ); 因为 [228] 在 它 的 邻 域内 曲面 也 可 以 
用 显 式 方 程 来 表示 , 故 必定 有 切面 存在 . 其 方程 可 以 写成 

A(X—z)+B(Y -y+C(Z—2z)=0, (14) 


式 中 系数 4, B,C 尚 待 确定 . 
若 在 曲面 方程 内 固定 与 我 们 所 考察 的 点 对 应 的 v 值 , 则 得 通过 该 点 的 坐标 线 
[“(v) 曲线 ”] 的 方程 . 这 曲线 在 该 点 的 切线 用 方程 [参阅 (9)] 
Xx Y-y 4Z4-2 


x 包 2 
表示 . 仿 此 , 固定 vu, 则 得 另 一 族 中 通过 所 给 点 的 坐标 线 [“(w)” 曲 线 ], 它 在 这 点 的 切 


线 是 
及 一 IT 站 -2 L 人 一 
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因为 这 二 切线 应 当 都 在 切面 (14) 内 , 故 条 件 


42 + By + C=0. 
Azx;, + By, + Cz%,=0. 


获得 满足 . 因此 系数 4, B,C 应 当 与 矩阵 


/ / / 
Cy Yuy Zu 
/ / / 
Ty YYyvy Xv 


的 行列 式 成 比例 . 通常 就 令 它 们 等 于 这 些 行列 式 : 


/ / >/ / / / 
4 二 | 交 各 | 5-| 7 -| es , 
yy -六 2 “Wh 
切面 方程 可 以 借助 于 行列 式 而 写成 
太一 Y—y Zz 
0 2 =0; 16 
Za 加 2 
它 在 普通 点 确实 表示 一 平面 
法 线 的 方 同 余弦 就 是 
A 万 
COS 和 三 一 一， C0S1 三 一 一， 
士 V 4 十 已 2 十 C EC 体现 
GC 
COSV 二 一 一 一 一 一 . 
EA 
235. 例题 1) 考察 螺旋 线 (图 128): z 二 acost,y = asint,z= ct. 
在 这 情形 
OS 
而 切线 方程 为 
ee 
Sao ost CB 
切线 的 方向 余弦 为 
cosQ 一 一 Ce EO Ce， ;OYE > 
re VE VETE 
注意 , cosy = 常数 , 因此 , 也 有 > = 常数 . 若 设想 螺旋 线 是 绕 在 直 圆 柱 面 上 的 , 就 可 以 说 . 受 雪 污 


与 这 柱 面 的 一 切 母线 交 成 定 角 @. 


@ 若 把 柱 面 治 母 线 切 开 并 且 铺 平 , 则 螺旋 线 将 变 成 直线 , 它 目 然 与 一 切 铅 牌 线 柜 父 成 同一 后 
这 种 想法 使 前 述 结 琳 十 分 明显 . 
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而 : 生 + 攻 + 福 一 1 
切面 由 公式 (12) 并 运用 椭圆 面 方程 而 求 得 


= 
3) 锥 面 (二 次 的 ): Ey 
切面 : 
a2 b2 C2 
锥 面 的 项 点 (0,0,0) 是 奇异 点 . 在 那里 这 方程 失去 意义 , 切面 不 复 存在 . 
4) 维 维 亚 尼 曲线 (图 1 a 8 > 
切线 由 方程 组 | 参阅 
rvV—yY+2z2=R, (2r— RX+2yY = Rr 


表示 着 . 这 方程 组 只 在 奇异 点 (及 ,0,0) 不 再 表示 直线 . 
5) 螺旋 面 : z = vcos .y= wusinvy,z= cv. 
按照 公式 (16), 切面 方程 为 


及 一 和 YY 一 Zz 
COS 1 Sin 2) 0 二 0. 


一 SID7 WCcoswv C 


运用 曲面 方程 , 这 方程 可 以 化 简 成 为 


. (A 
sinv.:X—cosv:Y++— :2 = ww. 
c 


236. 平面 曲线 的 奇异 点 ”在 此 处 我 们 将 更 详细 地 讨论 由 隐 式 方程 
F(z,Yy)=0 
给 定 的 曲线 在 它 的 奇异 点 (x0. yo) 附近 的 性 质 . 我 们 并 不 想 彻 底 解决 这 一 问题 , 只 是 
种 望 向 读者 介绍 奇异 点 的 儿 种 主要 类 型 . 这 时 , 我 们 假定 函数 下 是 连续 的 且 有 连续 


的 一 、 二 阶 仿 导 数 . 不 失 一 般 性 . 可 以 假设 zo = 0,yo = 0, 这 不 过 把 原点 移 至 受 检点 . 
于 是 有 


Sosd T0000=0 00 st 
引入 记号 
Ql11 一 FP [0:0 Q.12 一 ya (O00 (22 一 OO 


假定 Q11, Q12, Q22 中 至 少 有 一 数 不 为 零 令 ， 我 们 将 应 用 Q11022 一 1 的 符 守 号 来 把 奇异 点 
分 类 . 本 有 目的 研究 与 197 的 研究 密切 相关 . 
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1” Qi1Q22 一 记 > 0. 

在 这 情形 , 我 们 知道 , 函数 玉 (z,y) 在 原点 有 极 值 . 这 就 是 说 . 在 这 喜 鸭 襄 二 个 扫 
域内 户 > 0 或 <0( 须 除去 原点 本 号 , 在 那里 臣 数 等 于 0). 换 名 话说 .在 务 款 芭 持 所 
内 , 除 原 点 以 外 没有 曲线 的 任何 一 个 点 : 这 时 原点 是 曲线 的 孤立 点 . 

可 用 下 例 说 明 这 一 情形 : 

Z 十 办 =0 或 (z+y)(z+y—1)=0. 
原点 属于 这 两 曲线 , 且 在 这 二 曲线 上 都 是 孤立 点 . 但 第 一 曲线 全 部 只 由 一 个 点 组 成 . 
而 第 二 曲线 则 除 这 点 以 外 还 包含 着 并 不 经 过 这 点 的 百 线 x 十 y= 1. 


2” Q11Qoo5 一 8 < 0. 


如 同 197, 在 原点 的 邻 域 内 可 以 把 下 (zx,y) 表示 为 下 面 的 形式 : 
1 
p(s 5 {a117? 十 2Q12XY 十 a22Y? 十 QIJ12Z? 十 2al2Z2 十 oo222 } 
当 z 一 0 一 0 时, 式 中 的 一 切 a 一 0, 或 引入 极 坐标 jp, op: 


3 
R(T) {an cos? 十 2al2 COS WV SIN Y 十 Q22 sin? (O 
十 CQ11 cos” ++ 2012 cos Sin w 十 022 sin” p}. 
在 所 考察 的 情形 ， 右 再 假定 a22 A 0 则 三 项 式 alil + 2412t 十 a22t?* 有 不 同 的 实 根 


t1,t2(t1 < t2), 并 且 可 以 分 解 成 因 式 a22(t 一 1)(t 一 t2). 令 pl = arctgti, p2 = arctgt2 
于 是 = tgyp1,t2 = tgp2. 现在 容易 把 括号 {:…} 内 的 前 三 项 变换 形式 成 为 : 


Q11 coS” P+ 2a12 COS PSINn Y + Q22 sin? p 


= a22 c08 p(tgp — tgp1) (tg — tgp2). z (18) 
由 此 很 明显 , 经 过 原点 而 与 z 轴 成 夹 角 p1 及 
wp2 的 直线 一 一 为 了 简明 起 见 , 称 它们 为 直线 (ol ) 十 a A , (9) 
及 (pa) 一 一 分 平面 为 二 组 对 顶 角 , 在 其 中 一 组 对 (92 作 。 TS 


顶 角 内 ,， 上述 三 项 式 保 持 正 号 , 而 在 另 一 组 对 顶 角 2 3 
内 保持 负 号 中 ( 图 136). 二 2 


现在 把 直线 (1) 及 (2) 放 在 两 对 任意 狭 的 一 SS W927 
对 顶 角 内 一 一 两 对 对 项 角 各 包含 在 直线 (p1 -se) S21+ + 
与 (yp1 十 2) 或 (wp2 一 2) 与 (yp2 十 2) 之 间 (这 些 角 A 二 下 
见 图 136 中 的 阴影 部 分 ). 取 以 原点 为 心 而 有 充分 
小 的 半径 re 的 圆 , 可 以 断定 一 一 除去 上 述 男 着 阴 图 136 


此 处 我 们 比 197, 2° 内 所 说 的 略为 深入 了 些 : 在 那里 我 们 只 要 断定 有 二 直线 存在 . 赫 这 二 言 潜 
上 三 项 式 有 异 号 , 就 已 够 了 . 
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影 的 角 一 一 加 内 有 两 组 对 顶 角 , 在 其 中 每 一 组 内 函数 F(x,y) 本 身 保持 一 定 的 符号 : 
在 其 中 之 一 组 内 为 正 , 在 为 一 组 内 为 负 ( 见 图 136). 实际 上 , 因为 当 角 在 区 间 


(pi1—~éE pi1+E) 及 (pa 一 sepa 十 5) 


以 外 变动 时 , 三 项 式 (18) 不 变 为 0, 故 它 的 绝对 值 必 大 于 某 一 - 正 数 m。 另 一 方面 , 在 
充分 小 时 ail cos2 0 十 2012 Co8 wsiny 十 Q22 sin*w 的 绝对 值 将 小 于 mm 由 此 推 得 
我 们 的 论断 (参阅 197, 1° 内 的 论断 ). 

现在 考察 圆 内 画 春 阴影 的 二 对 对 项 扇形 , 例如 以 直线 (pl -se) 及 (ol 十 Ee) 为 界 
的 那 一 对 . 因为 在 这 些 直线 上 图 数 有 相反 的 符号 , 故 在 与 上 述 扇 形 相 交 的 每 一 铅 直线 
上 . 人 必 能 求 得 一 点 , 在 该 点 下 (2,y) 等 于 0, 即 这 点 是 我 们 曲线 上 的 点 .这 由 连续 也 数 
本 住 芭 -80 可 知 ,只 要 把 它 应 用 于 y( 当 固定 x 的 值 时 ) 的 函数 F(z,y)%. 

这 人 御 . 在 每 一 对 图 着 阴影 的 骨 形 之 内 必 有 经 过 原点 的 曲线 的 -一 支 , 同时 在 扇形 
小 而 属于 圆 的 范围 内 却 没 有 曲线 的 点 . 由 于 s 是 任意 的 , 显然 , 在 原点 这 些 曲 线 支 
与 直线 (ol) 及 (wo) 相 切 ， 

可 是 . 在 上 述 的 铅 直 线 上 使 F(x,y) = 0 的 是 否 只 有 一 点 , 这 问题 尚未 解决 . 假 
如 衣 扩 出 两 个 这 种 点 , 则 按照 罗 尔 定理 [111], 在 那 一 铅 直 线 上 位 于 那 两 点 之 间 必 能 
天 出 任 情人 zy) = 0 的 点 . 于 是 , 要 证 明 它 是 唯一 的 , 我 们 就 只 需 证 明 , 至 少 在 原点 
的 充分 近 处 , 不 可 能 成 立 这 种 等 式 . 

试 假定 其 反面 , 设 对 于 某 一 点 序列 {(zn,yn)} 有 a ee 式 中 的 z， 一 0 
且 到 一 tgyi = 妈 . 对 于 函数 包 (z,y) 应 用 有 限 增 量 公式 [183(10)] 


A 
| 


0=F (zn, yn) — Fy (0,0) 
ee nh Oni dn se Od 


让 
Fo, (Onwn, Onyn) + Pos (Onzn, Onyn) 之 一 0 


使 它 趋 于 极限 . 最 后 得 a12 + a22t1 = 0 或 所 = -二 ,这 是 不 正确 的 : 因为 这 种 刀 的 
值 只 有 在 三 项 式 ail 十 2a12t + a22t? 有 等 根 时 才能 够 得 到 . 

从 刚才 所 讲 的 顺便 推 得 , 在 原点 的 充分 近 人 处 , 除了 原点 本 身 以 外 , 上 述 二 支 曲 线 
上 再 没有 一 个 是 奇异 点 了 / 

仿 此 可 以 详尽 地 说 明 , 当 asz = 0, 但 gil 关 0 或 a1i = a22 =0, 但 a1 关 0 的 情 
形 ; 只 需 注意 , 在 最 后 情形 , 坐标 轴 本 身 即 为 直线 (wp1) 及 (wp2). 

因此 , 在 alias 一 a?。< 0 的 假定 之 下 , 点 (0,0) 显 出 是 曲线 的 二 重点 : 曲线 的 
二 支 在 这 点 相交 , 每 一 支 在 交点 各 有 自己 的 切线 . 这 两 切线 的 斜率 , 恒 由 方程 ol; 十 
2ai2t 十 Qa22t? 二 0 确定; 只 是 知 a22 = 0, 必须 认为 它 除 有 限 根 以 外 还 有 无 穷 根 . 
” @ 比 较 206 关于 隐 函 数 的 存在 定理 1 的 证 明 


[236] 82， 切 线 及 切面 .467 ， 
可 以 用 我 们 已 熟悉 的 曲线 


(十 这 十 202( 襄 一)=0 [ 双 纽 线 , 图 126]， 
十 一 2azy 二 0 [ 笛 卡 儿 叶 形 线 , 图 117] 


作为 例题 , 原点 就 是 它们 的 二 重点 .在 第 一 曲线 的 情形 , 有 al = -4a2, aij。=- 
0, a22 = 402) 丰 三 也 刀 = 一 1, 于 是 坐标 角 的 分 角 线 便 是 在 原点 的 二 切线 , 在 第 二 曲线 
的 情形 : at = ao = 0, 412 = 一 34,ti = 0,ts = oo 即 以 xz 轴 和 % 轴 为 二 切线 . 

3” Q11Q22 一 ds 一 0. 

在 这 里 也 假设 a2。 关 0， 二 次 三 项 式 alil 十 
2a12t 十 a22t? 在 这 时 有 二 重 根 = , 如 同上 本 
面 那样 令 pl = arctgti， 经 过 原点 作出 与 x 轴 组 成 十 三 NS 
角度 ol 的 直线 . 把 它 放 在 直线 (ol -=) 与 (2 +s) "| 
之 间 的 对 斋 角 内 (图 137 有 阴影 的 部 分 ) 由 类 似 pT 
于 以 前 所 应 用 的 推论 , 可 以 证 明 , 在 有 阴影 的 区 域 一 一 Zo 一 一 一 一 * 
之 外 但 在 原点 的 充分 近 处 , 函数 F(z,y) 保持 确定 + `\ 六 | + 
的 符号 , 在 两 侧 都 相同 : 是 正 或 负 , 视 a2。> 0 或 SS ~ -十 
022 < 0 而 定 . 今 在 直线 (yp1 土 e) 上 函数 有 同 号 , 故 X 
不 能 应 用 柯 西 定理 

我 们 不 再 深入 研究 这 一 情形 , 因为 这 需要 更 复 
杂 的 讨论 和 高 阶 导数 , 我 们 仅 以 列举 各 种 基本 可 能 图 137 
性 为 限 . 

a) 在 原点 的 近 处 ， 除 它 本 身 以 外 再 没有 曲线 上 其 他 的 点 : 孤立 点 (如 同 le 的 
情形 )， 

例 : 


2 生生 0 或 (x+y (z+Yy m1)=0. 


对 于 这 三 “有 曲线 ”原点 是 枚 本 总 ， 
6) 在 好 者 阴影 的 二 对 项 角 内 (在 原点 的 充分 近 处 ) 每 一 铅 直线 上 有 曲线 的 二 点 ， 
曲线 的 二 文 都 经 过 原点 且 在 该 点 有 公 切 线 (wp1): 二 重点 (如 同 2° 的 情形 ) 
例 : 
z+-y =0, 即 y= 士 Z? 


是 在 原点 与 z 轴 相 切 的 二 抛物 线 ， 

3) 在 男 者 阴影 的 二 角 的 一 个 角 内 完全 没有 曲线 的 点 , 而 在 男 一 角 内 有 二 支 曲线 ， 
它们 在 原点 有 公共 切线 (wp1) , 并 且 好 像 是 终止 于 原点 . 在 这 里 我 们 遇 到 奇异 点 的 一 
种 新 类 型 : 疏 点 (或 尖 点 ). 按照 在 这 点 相遇 的 二 文 是 在 公 切 线 的 异 侧 或 同 侧 , 歧 点 又 
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可 分 为 第 一 类 及 第 二 类 两 种 . 
曲线 
vy” -Xx =0 
( 半 立 方 抛 物 线 , 图 115) 可 以 作为 在 原点 有 第 一 类 型 歧 点 的 曲 
线 的 例子 . 比较 稀有 的 第 二 类 型 歧 点 可 于 下 例 见 之 : 


2 一 (一 2Z2=0 或 yy=z2+z2v (zx > 0). 


曲线 的 二 文 者 在 原点 与 x 轴 相 切 , 并 且 都 位 于 x 轴 的 上 侧 (至 


少 在 原点 近 处 是 如 此 )( 图 138). 
磊 all = Q12 = Q22 = 0, 就 必须 考察 高 阶 导数 . 在 这 情形 可 
能 有 更 复杂 的 奇异 点 (三 重点 或 一 般 地 说 , n 重点 等 等 ). 


237， 曲线 用 参 变量 表示 式 的 情形 ”关于 用 参 变量 方程 


T= p(t), Y= Yt) 


给 定 的 平面 曲线 的 奇异 点 再 说 几 句 话 . 图 138 
设 在 上 = 加 时 有 


=V(to)=0 及 =W(t0) =0, 


但 二 阶 导 数 zx 及 yw 之 中 至 少 有 一 个 , 例如 zl 异 于 堆 . 
经 过 曲线 上 与 参 变 量 的 值 如 及 t 相对 应 的 两 点 (x0,yo) 及 (7z,y) 引 一 割 线 . 它 
的 方程 可 以 写成 : 
和 一 Z0 YY~—yo 
rz—zo0 2 一 oo 
但 按照 泰勒 公式 [具有 佩 亚 诺 式 的 余 项 ,124(10a)| 因为 z= wh = 0, 就 有 


1l 
Z 一 20 一 5 (Xo 二 a)(t— to)”, 


1 
y— yo = 5 (Yo + 6)(t— to)’, 


式 中 a 及 6 当 + 一 to 时 趋 于 0. 把 它 代入 割 线 方程 , 从 二 分 母 中 约 去 2(t 一 t0)? 后 ， 


束 化 成 
X—7zo0 一 Wo 


2f 十 和 本 y+ 
在 此 处 可 以 求 这 式 在 t+ 一 to 时 的 极限 名, 由 这 种 方法 就 得 出 切线 方程 : 


/1 /1 一 
To YO 


全 参阅 在 234 目 内 的 附注 . 当 被 考察 的 点 是 单 点 时 , 那 段 附注 在 这 里 也 活用 . 


X—z7 Y— 、 人 
0 -- 2 或 了 ~-wW= D(X 一 Z0) (19) 
0 


[238] $3. 曲线 的 相声 60: 


我 们 曾 假 定 x 关 0; 例 如 设 zf > 0. 则 函数 z = 2 的 在 上 = 加 时 有 极 小 值 :137. 
即 在 t 值 接近 于 加 时 z > zo (在 1< 加 及 t> 加 时 都 是 如 此 ) 这 样 , 对 应 于 + < ; 
及 t > to 的 二 文 曲 线 在 点 (zo,yo) 相 接合 ; 它们 有 ( 斜 的 或 水 平 的 ) 公 切 线 . 旦 郑 在 
铅 直 线 z = zo 的 右 侧 . 换 旬 话说 , 在 卜 点 (图 139). 这 是 用 参 变量 表示 的 曲线 的 奇异 
点 的 基本 情形 . 

要 略为 次 入 一 步 确 定 这 上 幢 点 是 哪 一 类 型 , 也 是 
容易 的 . 为 此 目的 , 引进 三 阶 导数 , 把 增 量 x 一 zo 7” 
及 4 一 加 村 成 


. 1 

LT—7X0= ZOL 一 加) 十 全 (Co 
1 1 ~ 

二 WC (V0. 0 a 


式 中 & 及 6 在 t 一 to 时 仍 趋 于 0. 


利用 方程 (19) 算出 切线 上 的 横 标 为 x 的 点 的 ee 
纵 标 了, 得 
和 2 人 一 2Z0) 二 s(t -to) 十 . | 2 Co). 


最 后 , 作出 对 应 于 同一 横 标 z 的 枞 标 Y 和 y 的 差 : 

_1/Z0% ~ YoY a) /3 
式 中 3 仍 表 示 一 个 在 t 一 to 时 的 无 穷 小 . 
”现在 只 要 zf'y 一 x9V' 关 0( 这 通 第 是 成 立 的 ), 则 当 <to 及 t> to 时, 即 对 于 
在 点 (zo,yo) 相遇 的 二 支 曲 线 , 差 Y 一 yy 显然 将 有 异 号 (当然 须 假定 , 我 们 的 讨论 以 
充分 接近 于 to 的 t 值 为 限 ). 故 曲 线 的 二 文 位 于 切线 的 两 侧 , 我 们 就 证 实 它 是 第 一 类 


我 们 已 压 次 遇见 这 类 奇异 点 的 例子 : 旋 轮 线 、 圆 外 或 圆 内 旋 轮 线 、 圆 的 渐 伸 线 . 
它们 都 有 这 种 歧 点 (图 118 ~ 121 ). 
在 例外 的 情形 , 可 以 出 现 zw'yW 一 zyl' = 0; 那 时 YY 一 yy 的 展开 式 将 从 + 一 to 的 


83. 曲线 的 相 切 


238. 有 曲线 族 的 包 络 “大 二 曲线 有 公共 点 Mo 且 在 这 点 有 公 切 线 , 则 称 二 曲线 在 
点 Mo 相 切 . 本 市 专门 讲述 关于 平面 曲线 相 切 的 一 些 问题 . 

在 考察 曲线 族 的 包 络 之 前 , 移 讨论 曲线 族 的 概念 . 我 们 曾 屡次 遇见 那 : 
方程 , 在 它 里 面 除了 动 点 的 流动 坐标 x 及 y 以 外 还 有 一 个 或 几 个 参 变 量 出 


二 
I 4 2 
和 
二 一 


Le ， 
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一 个 参 变 量 . 如 4 的 情形 , 方程 形 如 
A (1) 


左 端 是 三 元 唤 获 . 其 中 变 元 a 我 们 另外 给 以 名 称 , 只 因为 它 起 了 特殊 的 作用 : 要 得 出 
具体 的 曲线 . 参 交 量 a 的 值 必须 固定 . 当 这 数值 变动 时 (通常 在 某 一 区 间 之 内 ), 一 般 
说 来 , 将 得 出 形状 或 位 置 不 同 的 曲线 . 

一 切 这 些 昌 线 的 集合 就 称 为 带 有 一 个 参 变 量 的 曲线 族 ， 而 方程 (1) 就 称 为 曲线 
族 的 方程 . 

有 时 偶然 逼 抑 ,对 于 此 类 曲线 族 有 一 曲线 存在 , 它 与 曲线 族 内 的 每 一 曲线 切 于 
一 点 或 几 点 . 而 且 它 的 全 部 即 由 这 些 切 点 组 成 (图 140). 这 种 曲线 称 为 所 给 定 曲 线 族 
的 包 络 . 我 们 即将 指出 . 怎样 确定 包 络 是 否 存在 , 以 及 如 果 存 在 又 怎样 求 出 . 


图 140 


为 此 目的 , 首先 假设 包 络 存在 . 

为 了 简单 起 见 . 假定 所 说 的 包 络 (准确 些 说 , 是 包 络 的 各 支 ) 与 曲线 族 内 的 每 一 
曲线 只 相 切 于 一 点 . 于 是 这 切 点 的 坐标 就 由 族 中 曲线 的 指定 数 , 即 参 变量 a, 单 值 地 
确定 着 : 

Z=Oo，2y=MW(o)， (2) 
由 于 包 络 全 部 由 切 点 组 成 . 这 二 方程 就 给 出 包 络 的 参 变 量 方程 . 

我 们 假定 水 数 FF 的 偏 导数 及 函数 yp 及 vy 的 导数 都 存在 且 连 续 . 

点 (2) 又 位 于 由 同一 参 变 量 a 所 确定 的 曲线 (1) 上 , 因此 就 有 关于 a 的 恒等式 
成 立 : 

F(p(a), yw),a) = 0. (3) 
求 它 关 于 a 的 全 微分 , 得 [181, 185]Q 
Fidz+ Fdy+ Fda=0, (4) 


其 中 请 导数 是 用 (3) 内 所 导出 的 各 变 元 的 数值 计算 而 得 , 而 dz 及 dy 则 表示 函数 (2) 
的 微分 . 
2 在 此 处 顺便 说 及 , 我 们 也 利用 函数 下 的 偏 导数 的 连续 性 . 


[238] §3， 曲线 的 相 切 wn 


现在 我 们 要 用 解析 方法 表达 包 络 在 点 (2) 与 曲线 (1) 相 切 的 事实 . 曲线 (1) 的 
切线 [参阅 230(5)] 
人 “5) 


与 曲线 (2) 的 切线 [230(7)] 


(6) 


dx dy 


应 当 重 合 . 这 二 直线 重合 的 条 件 可 以 写成 
Fdzr+ Fdy=0. (7) 


这 时 如 同上 述 , z 及 y 取 (2) 中 的 数值 , 而 dx 及 dy 是 函数 (2) 的 微分 . 
要 注意 , 只 有 假定 被 考察 点 并 非 二 曲线 的 奇异 点 时 , 方程 (5) 及 (6) 才 实 际 上 表 
不 二 曲线 的 切线 . 虽然 ,即使 这 点 是 这 一 或 那 一 曲线 的 奇异 点 , 等 式 (7) 仍然 成 立 . 
比较 (7) 与 (4) 并 注意 及 da 是 任意 数 , 就 得 到 F/ = 0, 即 


(Go wo a 0 (8) 
恒等式 (3) 及 (8) 指出 , 我 们 的 未 知 函 数 (2) 应 当 恒 等 地 关于 a 满足 方程 组 
P(r,y,Q) = 0, R(T a)=0. (9) 


因此 , 者 包 络 存在 , 它 的 参 变量 方程 (2) 即 可 由 方程 组 (9) 解 出 x 及 w 而 求 得 . 

磊 视 a 为 变量 时 这 方程 组 没有 可 以 表 为 a 的 函数 的 解 , 则 事情 很 明显 , 包 络 根本 
不 存在 . 现在 假定 解 方程 组 (9) 的 结果 得 到 方程 组 (2), 表示 一 个 没有 奇异 点 @ 的 曲 
线 . 试问 这 曲线 是 否 就 是 曲线 族 (1) 的 包 络 呢 ? 

因为 限 数 (2) 满足 方程 组 (9), 故 恒等式 (3) 及 (8) 成 立 . 于 前 一 式 施 行 微分 而 
得 (4), 与 (8) 比较 , 束 得 出 等 式 (7). 车 点 (2)( 不 论 哪 一 个 a) 不 是 对 应 曲线 (1) 的 奇 
寞 扩 , 则 方程 (5) 确实 表示 曲线 (1) 的 切线 , 而 等 式 (7) 就 说 明 这 切线 与 曲线 (2) 的 
切线 (6) 相 重合 . 在 这 情形 , 曲线 (2) 确实 是 曲线 族 的 包 络 . 

在 特殊 情形 , 例如 , 奉 给 定 曲线 根本 没有 奇异 点 , 则 可 保证 曲线 (2) 一 定 是 曲线 
族 的 包 络 . 

及 之 , 右 这 种 奇异 点 是 有 的 , 且 当 a 变动 时 它们 的 轨迹 是 曲线 (2), 则 与 它 对 应 
的 消 数 p 及 y 必然 满足 方程 组 (9) 8, 虽然 在 这 情形 , 曲线 (2) 可 能 不 是 包 络 . 

因此 , 在 有 奇异 点 的 情形 , 由 解 方程 组 (9) 的 结果 所 得 的 曲线 (2) 就 必须 再 加 以 
检验 : 它 可 能 是 包 络 , 也 可 能 是 曲线 族 中 各 曲线 的 奇异 点 的 轨迹 , 最 后 , 甚至 可 能 一 
部 分 是 包 络 而 一 部 分 是 奇异 点 的 轨迹 . 
” @ 当 存在 个 别 的 奇异 点 时 , 我 们 的 讨论 仅 以 不 包含 奇异 点 的 参 变量 的 变动 区 间 为 限 

久 对 于 它们 (3) 成 立 , 因此 (4) 也 成 立 . 其 后 , 如 同 本 文 前 面 所 述 , (7) 也 成 立 ; 与 (4) 比较 , 就 得 

出 (8). 
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SEE 


通常 在 求 包 络 时 , 并 非 达到 方程 组 (9) 即 止 , 而 是 还 要 做 下 去 一 从 它们 消去 
0. 换 句 话说 . 要 求 得 形 如 
P(x,Yy) 一 (0 (10) 


的 天 系 式 , 其 中 已 不 含有 a; 这 个 关系 式 就 是 一 个 必要 而 且 充 足 的 条 件 , 对 于 每 一 对 
7.y 的 值 , 可 以 找 出 这 样 一 个 a 的 值 , 使 得 三 者 同时 满足 方程 组 (9). 

由 解 方程 组 (9) 所 得 出 的 曲线 (2) 的 一 切 点 都 应 当 满 足 方 程 (10). 因此 , 若 方程 
(10) 不 表示 任何 曲线 , 则 立即 知道 没有 包 络 . 至 若 方程 (10) 表示 一 曲线 ( 它 称 为 曲 
线 族 的 判别 曲线 ), 则 如 上 所 述 , 它 尚 需 经 过 检定 . 在 它 的 组 成 内 应 当 出 现 包 络 ( 如 
未 存在 的 话 ), 也 应 当 有 奇异 点 的 轨迹 ( 知 有 这 种 点 存在 )、 此 外 , 在 这 里 还 可 能 有 一 
种 且 烦 , 必须 用 检定 来 除去 它 : 就 是 在 判别 曲线 的 组 成 内 可 能 有 曲线 族 中 的 一 条 或 
几 条 特殊 曲线 参加 在 内 . 当 判 别 曲线 的 无 穷 多 个 点 对 应 着 同一 个 a 值 , 与 它们 同时 
满足 方程 组 (9), 就 是 如 此 @. 

上 述 一 切 最 好 用 例题 来 说 明 . 


239. 例题 1) 求 圆 族 


(图 141) 的 包 络 . 


图 141 图 142 


关于 a 微分 ,得 -2(z 一 a) = 0. 消去 a, 得 wy 一 7* = 0, 即 得 yy = 土 7: 平行 于 zx 轴 的 二 直 
线 , 显然 便 是 包 络 包 


@ 若 直接 考察 方程 组 (9), 则 这 种 可 能 性 就 不 存在 了 , 因为 仅 在 明知 a 是 变量 时 方 可 由 方程 组 (9) 
解 得 判别 曲线 的 参 变量 方程 
@ 若 取 圆 族 的 方程 为 
人 
则 关于 a 微分 的 结果 就 成 为 -1=0; 由 于 这 等 式 的 不 可 能 , 似乎 将 得 出 没有 包 络 的 结论 . 然而 这 结 
论 是 不 正确 的 , 因为 一 切 所 讲 的 理论 都 假定 了 曲线 族 方程 左 端的 偏 导数 存在 且 连 续 , 而 此 处 ( 正 是 
当 y = tr 时 ) 却 没有 关于 y 的 有 限 导数 


[239] §3. 曲线 的 相 切 a 


2) 相距 为 定 长 a 的 两 点 分 别 沿 二 坐标 轴 而 请 动 (图 142), 求 其 各 种 位 置 的 联 线 的 包 络 , 取 动 
直线 的 垂 线 与 xz 轴 所 夹 的 角 0 作为 参 变量 , 直线 方程 就 可 以 写成 
y 


- 三 记 ， 
sin 0 CoOSs 0 


对 0 施行 微分 : 


A 
54° 0 十 jaa sin0=0 
或 
Z _ 2Y% 
sin30 cos30 
但 此 式 也 可 写成 
让 L y 
Sind < ose  &ing cosl _ 
sin20 cos20 sin2g 十 cos20 
-由 此 


3 
一 


污 者 由 这 些 方程 当 能 认 出 它 是 星 形 线 的 参 变 量 表示 式 224.1) : t = = - | , 它 就 是 本 题 内 
的 包 络 
对 于 星 形 线 的 这 一 性 质 , 我 们 已 遇见 过 一 次 [231,3)]. 
3) 在 许多 场合 , 包 络 好 像 就 是 这 族 曲线 所 占有 的 那 一 部 分 平面 的 境界 线 一 样 . 但 这 并 不 永远 
如 此 , 举例 说 明 , 如 : 
y= (2— oa) 
图 (143). 


医 143 图 144 


在 这 里 , 与 全 族 曲 线 相交 的 z 轴 是 包 络 . 类 似 于 此 的 情况 还 可 在 更 复杂 的 例题 内 看 出 . 
4) 求 抛物 线 族 y = a?(z 一 a)* 的 包 络 . 
把 这 方程 与 方程 


2a(z — a) -2ao2z -oo=2atz ~a)(r—2a)=0 
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联 立 , 求 得 x = a(y = 0), 或 xz = 2a(y = ao, 于 是 判别 曲线 由 直线 y = 0 及 曲线 16y = x+ 组 
成 . 前 者 与 一 切 抛物 线 在 其 项 点 相 切 . 后 者 与 每 一 抛物 线 有 三 个 公共 点 : 在 z = 2a 时 与 它 相 切 ， 
在 z= 一 2a 土 2aV2 时 与 它 相 交 . 

5) 考察 椭圆 


2 2 
2 让 2 = 
以 椭圆 内 平行 于 y 轴 的 弦 为 直径 而 作 圆 , 试 求 这 圆 族 的 包 络 (图 144). 
取 圆 心 的 模 标 t 作为 参 变 量 , 把 这 圆 族 的 方程 写成 
2 


b 
Flyt)= (2-t) + -0 -t=0, 


其 中 1 在 区 间 -a.a: 内 变动 . 就 有 


吉庆 二 和 
有 间 a2+b2 


把 这 + 的 值 代 入 方程 六 = 0 内 , 我 们 得 到 包 络 方程 如 下 : 


(2- qx Le es atr? ) =。 
Bb 0 (4B 


2 2 
0 
我 们 得 一 惨 圆 . 它 与 已 给 椭圆 有 相同 的 对 称 轴 . 
稀奇 的 是 : 这 椭圆 并 不 与 贺 族 内 的 一 切 圆 相 切 . 若 不 由 方程 下 二 0 及 F! =0 消去 4, 而 从 它 
们 解 出 用 t+ 表达 zx 及 yi: 


2 | 42 
b b 
z= = t, 二 士 万 V4 一 (0 + 


则 这 情况 就 容易 注意 到 了 .实际 上 , 由 此 立即 看 出 , y 的 表达 式 只 是 在 | < 一 时 始 能 取 
实数 值 . 这 就 是 说 , 仅仅 与 上 述 圭 值 对 应 的 一 部 分 圆 族 有 包 络 存在 . 

这 个 有 教训 意义 的 例子 告诉 我 们 : 包 络 用 参 变 量 表示 法 可 能 是 更 便利 的 ,因为 由 它们 容易 看 
出 , 对 于 给 定 曲线 族 的 那 一 部 分 确实 有 包 络 存在 . 

6) 同心 圆 族 


0 
无 包 络 : 关于 a 微分 立即 得 出 不 可 能 相等 的 等 式 0 = 1. 
7) 考察 两 个 半 立 方 抛物 线 族 
(a) (一 o) —2 =0 
及 
(6) 办 一 (zz 一 o) =0 
(图 145). 判别 曲线 为 
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在 两 种 情形 都 是 奇异 点 的 轨迹 . 但 在 (6) 的 情形 它 同时 又 是 包 络 ; 在 (a) 的 情形 却 没有 包 络 
8) 另 一 种 半 立 方 抛物 线 族 
(y— 0) —(z-a) =0 
(图 146) 给 出 这 种 类 型 的 更 复杂 的 例子 . 在 这 里 , 判别 曲线 分 解 为 两 直线 : y =z 及 y=z -二 
前 者 只 是 奇异 点 的 轨迹 , 而 后 者 是 包 络 . | 


O09) =0e-a) 


图 145 图 146 


9) 最 后 , 考察 直线 族 
ue 


若 对 t 施行 微分 , 得 4z = 2ty, 从 二 方程 消去 t, 结果 为 
rz(z++y)=0. 
这 方程 代表 二 直线 : z = 0 及 y = 一 z, 它们 是 给 定 线束 内 (在 土 = 0 及 t= 一 2 时 ) 的 成 员 . 它们 
之 中 的 任何 一 条 既 不 是 包 络 , 也 不 是 奇异 点 的 轨迹 . 在 这 情形 并 无 包 络 . 
这 例题 说 明 我 们 前 面 所 曾 指 出 的 可 能 性 : 方程 (10) 并 不 代表 包 络 , 而 是 代表 曲线 族 内 的 一 条 
或 几 条 曲线 . 假如 我 们 不 消去 t, 而 企图 用 t 作为 参 变 量 去 表达 z 及 y, 则 显然 是 不 可 能 的 . 
240. 特征 点 ”与 包 络 的 概念 密切 关联 的 , 是 男 一 有 趣 的 几何 概念 一 一 特征 点 . 
从 曲线 族 
Fr va 0 
内 取出 由 参 变量 的 值 a 所 确定 的 一 条 曲线 . 给 a 以 一 增 量 Aa; 与 参 变量 值 a + Aa 
对 应 的 是 曲线 族 内 “接近 ”于 前 者 的 为 一 曲线 


F(z,y,a+ Aa)= 0. 
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可 能 遇见 , 在 Au 充分 小 时 二 曲 有 -~、、 
线 相交 于 一 点 或 几 点 . 当 Aa 趋 于 堆 2 


时 . 这 些 交 点 将 怎样 沿 着 第 一 曲线 移 
动 . 右 在 这 时 交点 中 的 某 一 点 趋 于 确 
定 的 极限 位 置 , 则 这 极限 点 就 称 为 原 
曲线 上 的 特征 点 (图 147).( 读 者 注意 ， 
特征 点 不 仅 与 它 所 在 的 那 一 曲线 有 关 
系 , 并 且 与 全 曲线 族 有 关系 . 对 于 单独 
一 条 有 昌 线 而 言 特征 总 是 训 无 意义 的 .) 

上 述 曲线 的 交点 应 当 满 足 方程 组 


F(x,y,a) =0, F(x,y,at+Aa)=0 


”或 与 它们 等 价 的 方程 组 


(yo Ag) (yy) 
Aa 


使 Aa 趋向 于 零 , 我 们 就 得 出 已 经 熟悉 的 方程 组 (9): 


F(x,y,a) =0, = CL 


rey 0 dol, 


这 梓 , 在 a 值 给 定时 , 特征 点 的 坐标 应 当 满 足 这 方程 组 . 
准确 些 说 , 大 固定 交 扣 的 坐标 z 及 y, 则 代 兰 (11)( 应 用 拉 格 庆 日 公式 ) 可 以 写 
A 
Rv = 0. PL YG VA S00 (0 1 


在 在 Aa 一 0 时 坐标 z,y 的 极限 各 为 3,5, 则 于 上 列 等 式 取 极 限 , 由 于 函数 屎 及 Fp 
的 连续 性 , 容易 证 实 特征 点 的 坐标 元 ,了 确 能 满足 方程 组 (9). 

现在 假设 在 族 内 的 每 一 曲线 上 有 特征 点 存在 . 那 时 就 可 以 提出 关于 特征 点 的 轨 
迹 的 问题 . 奇 这 轨迹 就 是 形 如 (2) 的 曲线 , 则 该 方程 组 内 所 出 现 的 函数 p(a),w(a) 应 
当 酒 足 方程 组 (9), 就 是 说 , 它们 可 以 由 这 方程 组 关于 zx,y 求解 而 得 出 . 同样 , 那 轨 迹 
上 的 所 有 点 也 都 满足 方程 (10), 即 这 轨迹 必然 列 入 判别 曲线 的 组 成 内 . 

由 刚才 所 讲 的 可 以 明白 , 车 特 征 点 存在 , 它 的 轨迹 就 是 包 络 或 奇异 点 的 轨迹 的 
全 部 或 一 部 分 . 

容易 证 实 . 在 前 段 的 例题 1)、2)、4)、5) 内 特征 点 的 轨迹 与 包 络 重合 . 这 在 某 种 
意义 上 , 是 一 般 可 以 遇见 的 情形 .但 在 例 7)(a) 内 特征 点 的 轨迹 只 是 奇异 点 的 轨迹 . 
而 在 例 3) 及 7)(5) 内 . 曲线 之 间 根 本 没有 交点 (虽然 包 络 存在 ). 


[241] $3， 雌 线 的 相 切 vr 


241. 二 曲线 相 切 的 阶 ” 考 察 在 点 Mo 相 切 的 二 曲线 
在 二 曲线 用 显 式 方程 y = f(x) 及 Y= g(z) 给 定 , 又 An 有 模 标 z。 则 纵 款 及 
切线 斜率 的 互相 重合 可 以 这 样 写 出 : 


{f(z0) = 9(20), (20) = 0 (x0) 


为 了 要 表 出 所 考察 的 两 曲线 在 点 Mo 的 
邻 域内 互相 接近 的 程度 , 可 以 在 二 曲线 上 各 
取 横 标 为 zx 的 点 M 及 m( 图 148), 而 求 无 
穷 小 线段 


mM =Y—y= 9(7)— f(r)= yp(7) 


关于 基本 无 穷 小 x - xo 的 阶 ， 若 这 阶 等 于 0 站 
nn 十 1( 或 大 于 nn 十 1), 就 说 二 曲线 在 点 Mo 相 
我 们 看 到 , 当 相 切 关 系 存 在 时 , 恒 有 


图 148 


2(zo) = g(x0) ~ f(z0) =0, ¥ (x0) = 9 (x0) — f(x0)=0. 
设 在 扩 zo 限 数 f(z) 及 g(z) 有 直到 (n 十 1) 阶 为 止 的 所 有 导数 , 而 且 
fo (ol Sy FU 
则 


p (zo) = 9" (x0) ~ f" (x0) =0 
pW (x0) = g(x0) — f(z0) = 0. 


关于 导数 f+D(z0) 及 ge+0(zo) 的 数值 , 暂时 尚未 作出 任何 假定 . 现在 把 带 有 佩 
亚 诺 式 余 项 的 泰勒 公式 [124(10a)] 应 用 于 函数 ofz) 


加 0) (Z0) 十 


mM =Y -y= 2(7) (we 人 (12) 
于 是 我 们 看 到 
CO A 0 NE ee 
zt (Z 一 zZojnr+l n+)! | (n+ 1)! 


这 样 , 如 果 (m+D (zo) 关 gt*+D (zo), 则 二 曲线 有 n 阶 的 相 切 , 如 果 有 f(z 
go+0(zo), 则 相 切 的 阶 高 于 n. 由 此 (假定 一 切 提 到 的 导数 都 存在 ) 推 得 
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为 了 使 曲线 y= jz) 与 Y= g(x) 在 横 标 为 zo 的 点 有 nn 阶 相 切 , 条 件 


2 a A (13) 
FO (14) 


于 礼 演 足 是 必要 而 且 充 分 的 .( 阁 最 后 的 不 等 式 不 能 证 明 , 就 只 能 断定 相 切 的 阶 不 低 
对 于 相 切 的 阶 确 实 等 于 n 的 情形 , 由 (12) 可 直接 推 得 , 当 n 为 偶数 时 在 点 MO 
写 切 的 二 曲线 彼此 相交 , 当 n 为 奇数 时 则 不 相交 ， 


附注 在 上 述 条 件 的 指示 之 下 , 我 们 再 回 到 相 切 的 阶 的 定义 . 这 定义 乍 看 来 似乎 
与 术 选 的 坐标 系统 有 关 . 但 事实 上 , 二 曲线 相 切 的 阶 并 不 依赖 于 坐标 系统 的 选择 (只 
过 坐标 轴 不 平行 于 公 切 线 ), 因此 这 样 建立 的 概念 确实 是 几何 概念 


在 把 坐标 系统 旋转 任意 角度 a, 则 新 坐标 元 9 可 以 借助 于 已 知 的 变换 公式 用 旧 
人 举 述 xz,y 来 表达 : 


站 一 2Zcosa 十 VSma，y = 一 02Sina 十 WUcoSsC. 


区 在 旧 坐 标 系统 之 下 给 定 曲线 y = f(z); 符 在 上 列 方程 组 内 把 y 理解 为 就 是 这 水 数 ， 
它们 就 给 出 曲线 在 新 坐标 系统 下 的 参 变量 表示 式 , 以 z 为 参 变量 . 显然 , 导数 


T d dy d 
= cos@ + < sine, 0 
z 


Ur 
0 dT dz d 
不 能 同时 变 为 0, 故 在 新 表示 式 之 下 没有 一 个 点 是 奇异 点 , 由 是 显然 前 一 导数 在 我 们 
江 讨 论 的 点 不 为 0( 因 为 不 然则 曲线 在 这 点 的 切线 将 平行 于 5 轴 !)， 因此, 在 这 点 的 
六 域内 曲线 也 能 用 新 坐标 系统 下 的 显 式 方程 y= f(z) 来 表示 . 

现在 容易 看 出 [比较 121] 


. dy d*y 
dy 一 Sin aw 十 COS CQ dd277 本 
dz 下 dy | az? 下 dy 3) 
coS w 十 -一 Sm ac 一 过 <; 
证 (eos CQ 十 sn 3 


dzk dz dz2 ’dzrk 
式 中 Ri 是 有 理 函 数 的 记号 . 由 此 很 明显 的 , 只 要 对 于 z 的 二 涌 数 y, 一 组 等 式 (13) 
成 立 , 则 对 于 对 应 的 天 的 二 图 数 闻 类似 的 一 组 等 式 亦 必 成 立 . 恰好 与 此 相同 , 当 (13) 
成 立时 , 由 不 等 式 (14) 也 能 推演 出 对 于 新 函数 的 同样 的 不 等 式 , 因为 一 一 在 相反 的 
情形 逆 变 换 使 我 们 带 来 的 不 是 不 等 式 (14) 而 是 等 式 . 
由 此 上 述 命题 的 证 明 即 已 完成 . 


7 R, (有 dy a ) 


[242| 83， 曲 线 的 相 切 


242. 曲线 之 一 用 隐 式 表示 的 情形 ”现在 考察 当 第 二 曲线 用 隐 式 方程 


GY ED0 


479 ， 


给 定时 的 情形 ， 设 被 考察 点 Mo(xo,yo) 并 不 是 这 曲线 的 奇异 点 , 也 就 是 设 G4 zo 
yo) 关 0. 于 是 在 这 点 的 邻 域内 方程 (15) 确定 单 值 函 数 y = g(z), 为 了 规定 相 切 的 阶 


就 可 以 利用 已 知 的 条 件 (13)[ 及 (14)] 


但 因为 在 这 情形 我 们 没有 函数 的 显 式 g(x), 故 这 些 条 件 倘 硬 只 需 利 用 已 给 焉 妇 


G 来 表达 将 更 为 方便 . 


为 此 目的 , 请 注意 函数 g(x) 及 其 导数 g(x),g”(z),… 95(z) 的 数值 都 可 由 方 
程 (16) 以 及 由 那些 方程 在 ) 理解 为 gz) 之 下 把 (15) 对 2 施行 微分 所 得 导出 的 


那些 方程 [209]: 包 


Gg) 0 .C9 TC GI) 
Gs 十 2G0 9 (x) 十 GO (7)] + G9 (7)=0, 


》 


人 


ee | Gg [JE 


相继 地 而 且 单 值 地 确定 . 


因此 , 若 ( 当 z= zo 时 ) 在 这 些 等 式 内 把 各 处 的 g(xz0),g (zo0),… ,9 (zo) 都 对 


应 地 换 成 f (zx0), J 0) J po (£6 则 得 出 一 组 条 件 


CO 二 人 C0 (6) FO, (vo) (020) (00) = 0 
GY 十 2G4 f(x0) + GW2lf (xo) + Gf (zo0)=0, 
Oe, Ft 


这 组 条 件 与 那 组 条 件 (13) 是 完全 等 价 的 . 
为 了 把 它们 表示 为 更 为 明显 的 形式 , 引入 记号 


BT) = G(T, f (7)). 
那 时 这 些 条 件 就 可 以 改写 成 


B (zo) 一 0, B’ (x0) 0, a B(™) (zx0) 0 


(20) 


= 之 了 
至 如 


@ 在 每 一 方程 内 下 面 画 着 横 线 的 就 是 可 以 由 这 方程 单 值 确定 的 数量 , 只 要 在 它 以 前 的 请 区 量 


已 确定 . 这 时 下 面 引 用 的 方程 组 也 适用 . 
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因此 , 当 条 件 (17)( 在 有 横 标 为 zo 的 点 ) 成 立 , 曲线 (15) 与 曲线 二 f(z) 将 有 
不 低 于 史 阶 的 相 切 . 不 难 推 知 , 若 还 有 


D0 (18) 
则 二 曲线 的 相 切 确 为 n, 阶 . 


243， 密切 曲线 ”现在 假定 给 我 们 的 不 是 曲线 (15), 而 是 带 有 n + 1 个 参 变 量 的 
曲线 族 


十 1 
Ne 
CU: (19) 


那么 目 然 会 想到 一 个 问题 : 能 否 适当 选取 参 变 量 的 值 , 使 从 这 曲线 族 内 得 出 一 曲线 ， 
它 与 已 给 曲线 y = f(x) 在 其 定点 Mo(zo, 了 (zo)) 达到 可 能 的 最 高 阶 相 切 (对 于 已 给 
曲线 族 而 言 ). 

这 样 的 曲线 就 称 为 给 定 曲 线 在 点 Mo 的 密切 曲线 .| 准确 些 应 当 说 是 , 在 已 给 曲线 
族 内 的 密切 曲线 , 因为 对 于 一 条 个 别 的 曲线 (15) 这 术语 并 无 意义 

为 了 判定 密切 曲线 , 我 们 引入 类 似 于 (16) 的 记号 : 


Do 0 0 
并 且 写 出 类 似 于 (17) 的 一 系列 条 件 : 


下 (Z0,Q,D ;| =0D (T6000 , ) = 0 | (20) 


BY (zo0,a,b,... ,Ll) =0. 


我 们 束 得 到 一 组 含有 ni 十 1 个 未 知 数 a,b,… ,l 的 n+1 个 方程 . 通常 这 方程 组 能 
值 地 确定 一 组 参 变量 的 值 , 从 而 就 可 求 出 不 低 于 n 阶 相 切 的 密切 曲线 . 
这 时 通常 总 有 
Bt (wo, a,b, “… ,0) #0, 


于 和 古 相 切 的 阶 确实 等 于 n. 这 种 情况 (在 有 nn 十 1 个 参 变 量 时 ) 认为 是 正常 的 . 
在 那些 例外 的 点 , 同时 还 成 立 等 式 


1 D0 (21) 


怠 说 它 是 超 密切 点 如 果 把 等 式 (20) 及 (21) 一 齐 看 成 是 含有 n + 2 个 未 知 数 
70.Q;b,… [的 nn 十 2 个 方程 的 方程 组 , 这 些 点 就 可 以 求 出 . 


例题 1) 密切 直线 ”直线 族 用 含有 二 参 变 量 的 方程 


一 0X 十 0 


243] 83， 曲 线 的 相 切 


表达 . 因此 ,在 一 般 情 形 之 下 所 能 得 到 的 相 切 的 最 高 阶 是 一 阶 . 
在 这 里 如 果 把 y 理解 为 f(z), 就 有 : 


B(x,ab) =y—ar—b, B(xab)=y —a, Bl(r,0,0)=Yy. 
设 当 z = zo 时 y= yoy = 急 ,y = 约 , 则 得 出 用 以 确定 参 变量 a 及 的 方程 
yo 一 azo 一 5 一 0，y 一 a=0. 
由 此 得 a = wy6,b = yo 一 Wzo, 把 这 些 值 代 入 直线 方程 内 , 得 出 方程 
y = Yo + Yo(z — £0), 


读者 不 难 认 出 它 就 是 切线 方程 . 
因此 ,密切 直线 就 是 切线 . 


‘231 


刚才 曾 指出 , 相 切 的 阶 一 般 地 说 是 一 阶 . 在 个 别 的 点 , 附加 条 件 y6 = 0 成 立 (例如 在 拐点 )， 


则 相 切 的 阶 还 能 提高 . 
2) 密切 圆 冤 ” 圆 族 用 含有 三 个 参 变 量 6,m, R 的 方程 
(z-£) +(y-n) =R 
表达 . 相 切 的 最 高 阶 一 般 是 二 阶 . 
因为 , 若 仍 把 y 理解 为 f{x), 在 此 处 有 
PB(Z, €,7, R) 一 (Z £)” 十 (y 7)” R”, 
本 (ZE 人 R)=7x—é€+(y— ny, 


1 / /7 
~ B27,€,n, R=1+y +(y— ny, 


2 
故 参 变量 可 由 方程 
(zo —£)° + (yo—7n) = R’, 
zo —€+ (yo —n)yo=0, 
1 十 yy 十 (wo 一 n)yo 一 0 
确定 . 
从 最 后 二 式 (假定 好 和 0) 求 出 圆心 的 坐标 : 
,1+ye 1 二 ye 
€= 70— WW, 7 二 Yo 十 2 
40 Yo 
然后 从 第 一 式 可 得 半径 
1 /2 全 
R= Cty 六 
120| 


依照 这 些 元 素 就 能 确定 密切 圆 , 


按照 241 内 所 讲 的 , 通常 , 切线 并 不 与 曲线 相交 , 而 密切 圆 刚好 相反 , 它 与 曲线 相交 


个 别 的 点 相 切 的 阶 反常 地 提高 时 , 就 可 以 出 现 例外 情形 . 
” @ 在 本 文 前 后 , 圆 这 一 字 经 常理 解 为 圆周 的 意义 . 
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244. 密切 曲线 的 男 一 求法 ” 设 给 定 曲 线 y = f(x) 及 含有 n+1 个 参 变量 的 曲 
线 族 (19). 在 曲线 y = f(z) 上 任意 取 nn 填 1 点 , 其 横 标 为 zl x2,… ,znr1. 为 了 使 族 
中 的 一 曲线 经 过 这 些 点 , 必须 使 n 十 1 个 条 件 : 


中 


获得 满足 . 通常 由 此 就 能 单 值 地 确定 诸 参 变量 的 值 ; 用 a6,5,.… ,! 来 表示 它们 . 

现在 假定 , 当 如 此 取出 的 nw 土 1 个 点 按照 任意 规律 趋 于 曲线 上 横 标 为 zo 的 某 一 
确定 点 时 , 参 变量 的 值 6,6,.… ,! 也 趋 于 确定 极限 a,6,… ,Ll. 也 可 以 说 , 曲线 族 中 经 
过 这 n 十 1 个 点 的 曲线 逐渐 变形 而 趋 于 极限 曲线 . 

为 了 要 求 出 它 , 可 以 如 此 考虑 . 已 知 z 的 函数 


B (7, 6,b,... 人 


在 z 的 mL 个 值 : zt < za <…… < znti 都 等 于 0. 于 是 按照 罗 尔 定理 [111], 一 阶 导数 
征 交 人 信 冯 全 人 过 有 动 :村 于 0 三 阶 导 要 在 区 二 于 全 介 六 运 六 人 二 4 
都 等 于 0,… , (n 一 1) 阶 导数 在 二 值 zi ?< xz- 等 于 0, 最后,n 阶 导数 在 某 一 值 
z(") 等 于 0; 同时 上 述 的 一 切 值 都 位 于 zi 与 x。_1 之 间 ， 

这 样 , 就 成 立 n 十 1 个 等 式 : 

Bz16,06,... ,=0, P(r1,6,b,...,L)=0, 

DR Dt 
ES | | ,0 A 
然 也 有 x1 一 zoom 一 zo ,724 一 z0. 在 上 面 写 着 的 等 式 内 取 极 限 , 我 们 仍 得 到 
已 经 熟悉 的 用 以 确定 密切 曲线 的 方程 组 (20) . 

因此 , 若 曲 线 族 中 经 过 给 定 曲 线 上 nn 十 1 个 点 的 曲线 有 极限 位 置 存在 , 则 这 极限 
曲线 就 是 密切 曲线 . 

由 于 这 关系 , 有 时 就 说 (不 太 严 密 , 但 是 逼真 ), 密切 曲线 一 一 取 自 含有 nn 十 1 个 
参 变 量 的 曲线 族 内 一 一 是 “经 过 给 定 曲 线 上 n 十 1 个 无 限 接近 的 点 的 曲线 ”. 特殊 
情形 是 , 切线 经 过 曲线 上 二 个 无 限 接近 的 点 , 而 密切 圆 则 经 过 三 个 无 限 接近 的 点 . 


84. 平面 曲线 的 长 由 
245， 引 理 ”我们 考察 用 参 变量 方程 


T= pt), Y= w(t) lto <&t gD) (1) 


虽然 实质 上 这 是 关于 积分 学 的 问题 , 但 是 这 里 我 们 便 须 讨论 它 , 央 为 在 下 面 一 节 我 们 就 要 用 
到 曲线 弧 长 的 概念 及 其 性 质 .对 于 曲线 弧 长 计算 本 身 我 们 要 等 到 第 二 卷 才 讲 . 


[245] 8$4， 平 面 曲线 的 长 .483 ， 


给 定 的 ( 非 闭 的 或 闭 的 ) 平面 曲线 , 其 中 函数 p 和 vw 在 这 里 暂时 只 假定 为 连续 . 设 在 
曲线 上 没有 重点 , 因此 , 每 一 个 点 只 由 参 变量 t 的 一 个 值 (除去 如 果 曲 线 是 堵 
的 一 一 曲线 的 两 个 重合 的 端点 )@ 得 到 . 在 这 些 假设 下 的 曲线 叫做 简单 连续 曲线 

为 了 要 对 这 样 的 曲线 建立 长 的 概念 , 我 们 由 几 个 辅助 命题 开始 . 设 tj <t < 
t 志 了 ,而 与 参数 值 { 和 t” 相应 的 两 个 点 是 M' 和 MM". 


5| 理 1 对 于 任何 6 > 0 可 以 找到 这 样 的 7 > 0, 使 得 在 二 一 + < n 时 孩 长 
AAAI7 < 0. 

事实 上 , 由 于 (1) 中 函数 %p 和 ww 的 (一 致 ) 连续 性 , 对 于 5, 可 以 找到 这 样 的 7 
使 得 在 |t” 一 #1| < wn 时 , 同时 有 


6 
/1 A a EL 了 / Rs 
CE ) — w(t)| < a 


由 此 


MM” = 
还 成 立 下 面 的 引 理 : 


引 理 2 在 非 闭 曲线 的 情形 , 对 于 任何 。> 0, 存在 这 样 的 5 > 0. 使 得 只 要 弦 长 
M'M” < 6, 立刻 得 出 对 应 于 这 弦 的 端点 的 参 变 量 数值 的 差 1 一 + 也 将 < sc 


假定 和 我 们 的 结论 相反 ; 于 是 对 于 某 个 s > 0, 在 任何 5 > 0 时 , 可 以 找到 这 样 
的 两 个 点 M'(#) 和 Mt 使 得 MM <6 同时 tt > e. 取 收 敛 于 0 的 序列 
{6n}, 并 轮流 地 命 5 = 5%(n = 1,2,.…), 我 们 得 出 两 个 点 列 {M(t)} 和 {MY(t)}， 
对 于 它们 有 
TM i ee 


按 布 尔 查 庄 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 引 理 [41], 不 失 一 般 性 , 这 时 可 以 假设 


t _ 罗 


// 水 水 
ya) ; (2 


(这 是 容易 验证 的 , 必要 时 讨论 部 分 序列 ), 显然 
人 区 


所 以 妇 关 t*. 同时 对 于 对 应 的 点 M* 和 M** 有 M*M** = 0, 即 这 两 个 点 应 当 重 合 . 
这 是 不 可 能 的 , 因为 曲线 没有 重点 也 不 是 闭 的 . 由 得 出 的 矛盾 , 证 明 就 完成 了 . 
对 于 闭 曲 线 引 理 的 论断 不 一 定 成 立 : 在 tr 充分 接近 于 to, 而 1” 充分 接近 了 时 
弦 M'M"” 也 可 以 任意 小 . 
DO 参看 233 月 的 脚注 
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246. 曲线 的 方向 ”我 们 设 点 4 是 参数 值 上 = to 所 对 应 的 , 而 点 B 是 参数 值 
1 二 人 所 对 应 的 , 这 时 把 4 叫做 曲线 的 起 点 , 而 B 叫做 曲线 的 终点 . 一 般 曲 线 的 点 
M 依 参 变量 t 增加 的 次 序 排列 , 即 异 于 4 和 B 而 在 它们 之 间 的 两 点 , 我 们 认 作 对 
应 较 大 的 参 变 量 值 的 点 是 较 后 面 的 点 . 这样 就 确定 了 “曲线 的 方向 ”. 可 是 , 这 个 定 
义 在 形式 上 显 出 与 特殊 的 参 变量 方程 (1) 有 关 . 我 们 证 明 , 曲线 的 方 辐 概念 实际 上 
与 曲线 的 具体 给 定 法 无 关 . 

我 们 由 比较 简单 的 情形 , 非 闭 曲 线 的 情形 开始 来 看 . 

如 果 曲 线 4 万 是 非 闭 的 , 除了 表示 式 (1) 外 还 具有 表示 式 (也 没有 重点 ) 


Dy (1*) 


其 中 函数 p* 和 WW* 仍 是 连续 的 , 并 且 值 == wo 对 应 于 点 4, 而 值 4 二 UV 对 应 于 点 
B, 则 两 种 表示 式 在 曲线 上 确定 出 同一 方向 . 

每 一 个 值 t 对 应 于 曲线 的 某 个 点 , 这 个 点 又 单 值 地 定 出 值 局 相反 地 , 每 个 值 4 
对 应 于 一 个 确定 的 值 t. 这 样 , w 是 上 的 单 值 前 数 :v = ww 人, 当 寺 在 如 与 全 之 辣 变 
化 时 , 函数 w(t) 取得 它 的 每 个 值 各 只 一 次 . 特别 是 , w( 如 ) = wo, 而 w(T) =U. 

按 引 理 1, 两 个 充分 接近 的 值 t 对 应 于 曲线 上 任意 相近 的 两 个 点 , 于 是 一 一 按 
引 理 2 一 一 它们 对 应 于 任意 相近 的 两 个 值 4 , 即 消 数 w= w(t) 也 是 连续 的 . 

由 此 可 以 得 出 , 这 个 函数 是 单调 增加 的 (狭义 的 ). 事实 上 , 如 采 对 于 td < < 
有 w= wt) > vw =w(t") > wo = w(to) , 则 按 已 知 的 连续 了 数 的 性 质 [82] 一 一 在 加 
与 刀 之 间 可 以 找到 值 怒 , 对 于 它 w(#) = w”, 因此 , 函数 w = w(t) 取得 了 值 vw 两 
次 (在 t=t 和 t=t” 时 ), 由 此 矛盾 就 证 明了 上 面 的 论断 . 

现在 , 既然 确立 了 w= w(t) 是 随 t 而 增加 ,已 经 很 明显 , 点 依 参 变量 t 的 增加 次 
序 的 排列 完全 等 价 于 它 依 参 变量 % 的 增加 次 序 的 排列 . 


因此 , 这 个 方 同 它 可 以 叫做 曲线 由 点 4 到 点 B 的 方向 完全 是 一 个 几 
何 概念 . 


类 似 地 , 以 -tr 代替 #, 并 将 点 依 参 变量 # 的 增加 排列 , 我 们 确立 了 关于 曲线 由 
点 B 向 点 4 的 方向 ; 显然 , 这 个 方向 也 可 以 由 点 的 位 置 依 参 变量 上 减 小 而 得 到 . 当 
然 , 这 个 方 同 也 与 曲线 的 特别 选取 的 表示 式 无 关 . 

”最 后 , 转 到 关于 闭 曲 线 的 方向 问题 . 我 们 在 其 上 取 任 意 两 个 ( 异 于 4) 点 C 和 
DD, 并 设 它们 对 应 的 两 个 参 变量 的 值 是 += ti 和 t= ts > 三 ,于 是 由 参 变量 的 值 + 确 
立 上 面 点 的 排列 , 点 D 在 C 之 后 . 可 以 证 明 , 用 任何 参 变 量 表示 式 定 出 的 曲线 的 每 
个 方向 , 只 要 保持 点 C 和 D 的 这 一 次 序 , 必 与 以 前 一 致 . 事实 上 , 如 果 值 t= 龙 而 
EB 对 于 ( 提 风 的) 
弧 4A*B* 类 似 的 结论 可 以 由 前 面 所 述 推出 ; 但 区 可 以 取得 使 任意 接近 于 to, 而 7T* 
可 以 取得 使 任意 接近 于 全 , 所 以 它 对 于 整个 曲线 也 成 立 . 


[247] 84， 平 面 曲 线 的 长 485 
> 


内 此 , 可 以 谈论 关于 由 点 4 起 经 点 C 和 D 到 4 的 方向 . 它 与 曲线 的 参 恋 量 表 
示 式 的 选取 无 关 . 同样 地 , 可 以 建立 由 点 4 经 DD 和 C 到 4 的 方向 


247. 曲线 的 长 . 弧 长 的 可 加 性 ”我们 由 曲线 的 表示 式 (1) 出 发 . 曲线 上 的 方向 
则 由 参 变量 t 的 增加 而 确定 . 在 曲线 上 取 一 系列 的 点 : 


es Nd SE (2) 
使 得 它们 沿 着 指定 的 方向 排列 , 并 对 应 于 递增 的 参 变量 的 值 
Co I Ke Uo Re se ne he Sr (3) 


依次 用 直线 连接 这 些 点 (图 149), 我 们 就 得 到 曲线 4B 
的 内 接 折 线 Mo .. 和 区 人 过 ， 曲 
线 的 方向 概念 与 参 变 
表示 起 站 ee 曲线 证 上 的 一 可 能 的 
内 接 折 线 周 长 p 的 集合 的 上 确 界 5S, 叫做 曲线 AB 的 
长 : 


9 = sup{p}. 
如 果 这 个 数 S 有 限 , 则 曲线 叫做 可 求 长 的 @， 图 149 

由 曲线 的 长 的 定义 得 出 , 曲线 4B 的 任何 内 接 折 
线 的 周 长 不 超过 曲线 的 长 ; 特别 是 , 连接 曲线 的 起 点 和 终点 的 纺 A 的 长 更 是 如 此 

现在 我 们 在 曲线 4B 上 取 4 与 B 之 间 的 一 点 0, 使 它 对 应 于 如 与 工 之 间 的 
一 个 值 +=t:to <t<T. 

如 果 曲 线 AB 是 可 求 长 的 , 则 弧 AC 和 CB 各 个 都 是 可 求 长 的 . 反之 由 这 两 段 
绝 的 可 求 长 性 推出 整个 曲线 AB 是 可 求 长 的 .分 别 用 5, 9 和 5” 来 表示 弧 AB, AC 
和 CB 的 长 , 这 时 就 有 

S=S5+S". (4) 

要 证 明 (4), 我 们 首先 假设 曲线 4B 是 可 求 长 的 , 对 应 于 弧 4C 和 CB 的 任意 内 

接 折 线 的 周 长 为 p 和 p”. 将 这 两 个 折线 合 在 一 起 , 作曲 线 4B 的 具有 周 长 


Pp 十 D =p 
的 内 接 折线 . 因为 p < 5, 即 
1 寺 太 9 (3) 
所 以 显然 分 别 有 
p<S 和 素 


”读者 应 注意 到 明确 曲线 的 方向 概念 与 内 接 折线 概念 的 重要 性 . 如 果 M; 可 以 不 论 取 在 什么 地 
方 , 则 上 确 界 $ 永远 是 +eo. 
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因此 , 集合 {z'} 和 {p' 人 有 上 界 ( 因 5 为 有 限 !), 因而 弧 4C,CB 是 可 求 长 的 , 因为 它 
们 有 有 限 长 
9 = sup{p}, S$” = sup{p’}. 
按 上 确 界 的 性 质 [11], 周 长 mw 和 p” 可 以 取得 一 一 互 不 依赖 地 一 一 与 上 确 界 
任意 接近 . 因而 由 (5) 取 极 限 就 得 : 


S'+S <S. (6) 


现在 假设 已 知 弧 4C 及 CB 是 可 求 长 的 ， 作 曲线 
AB 的 任意 内 接 折 线 . 设 它 有 周 长 p. 如 果 点 C 是 折线 的 5 


p' 和 p', 各 自 内 接 于 弧 AC 和 CB. 如 果 C 不 是 所 取 折 B 
线 的 一 个 顶点, 则 我 们 将 C 加 到 原 有 的 顶点 中 , 这 样 做 4 
的 结果 折线 的 周 长 只 可 能 增 大 (图 150); 如 图 所 示 , 新 的 
折线 被 分 成 两 个 . 在 每 种 情形 , 都 有 


图 150 
p<p+p < +S. 
集合 {p} 有 上 界 (S' 和 S” 为 有 限 ), 因而 曲线 4B 是 可 求 长 的 , 并 且 它 的 长 
S=sup{p} < 十 5 

最 后 , 把 这 个 不 等 式 与 (6) 相 比较 , 就 得 出 所 要 求 的 等 式 (4). 

内 此 , 上 述 的 曲线 的 绝 长 概念 具有 可 加 性 [比较 21,3)]. 

所 证 明 的 论断 容易 推广 到 任意 多 个 部 分 弧 的 情形 . : 

248. 可 求 长 的 充分 条 件 . 弧 的 微分 ”到 现在 为 止 , 我 们 考虑 了 简单 连续 曲线 (1) 
的 一 般 情 形 . 要 给 出 曲线 可 求 长 的 方便 的 充分 条 件 品 和 研究 弧 长 的 其 他 性 质 ,我 们 回 到 
本 章 中 常用 的 关于 存在 连续 导数 y(t) 和 w(t) 的 假设 . 我 们 证 明 , 在 所 作 的 假设 下 ， 
曲线 (1) 是 可 求 长 的 . 

我 们 考察 由 (3) 中 参 变 量 的 值 确定 的 (2) 中 的 点 为 顶点 的 折线 . 点 Mi; 的 坐标 就 
是 

Ti= pti) 和 vi= V(t) (i=0,1,2,...,n). 

于 是 折线 的 周 长 p 可 以 写成 


(Tit1 — Ti)? + (Yitl — Yi)”. 


中 可 求 长 的 最 一 般 的 (必要 而 且 充 分 的 ) 条 件 , 读 者 在 第 三 卷 中 可 以 找到 . 
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但 按 有 限 增 量 公 式 (112i 


ee 
da 


| 


上 所以: 结 末 
| 7 
OE 


不 难得 出 信 值 : 
A a .(T ~ to). 5) 


集合 {p} 就 有 了 上 界 , 就 是 说 , 曲线 有 有 限 长 $, 即 是 可 求 长 的 , 这 就 是 所 要 证 的 . 
因为 S = sup{p}, 所 以 由 (8) 顺便 也 就 得 出 3 的 上 界 的 估 值 : 


Sy 2 (9) 


它 就 是 我 们 现在 所 需要 的 . 但 是 我 们 还 将 要 信 计 下 界 ; 如 果 分 别 用 1 和 ! 表示 函数 
p(t)| 和 | 人 的 | 在 区 间 [to, 了 上 的 最 小 值 , 则 由 (7) 得 出 与 (8) 类 似 的 不 等 式 : 


oY i 
C0 (9*) 


如 果 改 变 t, 曲线 上 点 M(t) 的 位 置 也 随 之 而 改变 , 则 变 弧 4M 的 长 s 是 参 变量 
t 的 当 数 ; 我 们 把 它 记 成 


因而 更 有 


S(t 
给 自 变 量 t 一 个 正 的 增 量 At 点 M 信者 曲线 朝 省 
B 变 到 位 置 M'( 图 151). 量 s 也 得 到 一 个 正 的 增 量 EN 
它 等 于 弧 长 M27Z7( 按 前 目 证 明 的 弧 长 可 加 性 ), 因 
此 ,s 信 是 增 函 数 . 
现在 我 们 不 考察 区 间 [to, 7], 而 考察 区 间 上 由 上 十 
A 引 , 将 估 值 (9) 和 (9*) 应 用 于 长 为 As 的 弧 WMA: 


外 


而 这 里 的 ! 和 Z( 和 荆 ) 我 们 可 以 理解 成 图 数 |o 的 上 2 信 |]) 在 区 间 [t,t 二 At 上 的 


最 小 值 和 最 大 值 . 由 此 
记过 2 Cah 


图 151 


又 因 一 一 按 导数 的 连续 性 在 At 一 0 时 1 和 工 两 数 都 一 |y'()|, 而 1 和 工 岗 
数 都 | 必 人 |, 所 以 上 面 不 等 式 中 的 两 个 根 式 趋 于 同一 极 孔 


CA A 


因此 , 比 2 岂 趋 于 同一 极限 ; 容易 看 出 , 这 对 于 At < 0 也 正确 . 所 以 我 们 得 出 结 


论 : 变 弧 的 长 s = s(t) 是 参 变量 二 的 可 微分 函数 ; 它 关 于 参 变 量 的 导数 用 公 冻 


的 = im N= VI OP + WO 


来 表达 , 或者， 简单 地 
5 = VZ 人 十 2 (10) 


如 果 将 这 个 等 式 取 平方 , 并 且 各 项 再 乘 以 dt”， 则 得 出 特别 简单 的 公式 
ds2 = dz + dy’, (11) 


这 个 公式 还 具有 明显 的 几何 意义 . 如 图 152, 在 ( 冬 边 
为 曲线 的 ) 直角 三 角形 MN Mi 中 ,“ 且 角 边 ” 是 点 M 
的 两 个 坐标 增 量 : MN = Az, NM = Ay, 而 “和 料 边 ” 
是 弧 于 NV = As 它 是 弧 AM = s 的 增 量 . 如 果 不 考 
察 增 量 本 身 , 而 考察 它 的 主要 部 分 一 一 微分 一 一 则 
成 立 著名 的 “ 毕 达 哥 拉 斯 定理 ” 

指出 曲线 由 各 种 特殊 形式 给 定时 重要 的 公式 (10) 
的 特殊 情形 是 有 益 的 ， 例 如 , 如 果 曲 线 用 笛 卡 儿 坐标 因 152 
系 中 显 式 方程 y = f(x) 给 出 ， 则 起 着 “ 参 变 量 ” 作 用 的 是 z, 珀 s 依赖 于 z :s = s(x)， 


而 公式 就 取 如 下 形状 : 
s =Vl+y. (10a.) 
如 果 曲 线 由 极 坐 标 方程 > = g(9) 给 出 , 则 我 们 知 意 ， 这 和 它 用 参 变 量 方程 给 定 等 价 : 


r=7c0s0, y=7sind, 
其 中 参 变 量 是 9; 弧 在 这 时 是 9 的 函数 : s = s(9). 因为 , 显然 


zy =7C0s50 —rsin0, y= 7gsingt+rceoso, 


w+ = T+", 


59 二 V7TF 二 72. (106) 
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计算 弧 长 的 起 点 不 一 定 就 是 弧 的 一 个 端点 , 有 时 取 它 的 内 点 来 作 起 点 还 比较 方 
便 . 在 这 个 情形 , 自然 地 , 在 参 变量 增加 的 方向 截取 的 弧 作 为 正 , 而 在 男 一 方向 的 弧 
作为 负 , 相应 地 , 前 一 种 情形 弧 长 用 正 号 , 后 一 种 情形 用 负 号 . 这 个 量 s 就 是 带 有 正 
负 号 的 弧 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 就 将 它 简称 为 统 . 公式 (10)、(11)、(10a)、(106) 在 
一 切 情 形 都 成 立 . 

应当 注 意 , 如 果 计 算 绝 长 不 像 通常 所 作 那 样 在 参 变量 增加 的 那个 方向 选 作 正 辣 ， 
而 是 在 参 变量 减 小 的 方向 选 作 正 向 , 则 在 公式 (10)、(10a)、(106) 中 的 根 式 前 须 加 以 
代号 :| z 


249. 用 弧 作 为 参 变量 . 切线 的 正 向 ”因为 变 弧 s = s(t) 是 参 变量 t 的 连续 单 
所 以 也 可 以 反 过 来 , 把 上 看 成 是 s 的 单 值 连续 函数 :上 = w(s), 式 中 的 = 从 

变动 至 所 考察 的 曲线 的 全 长 3S[83]. 把 这 + 的 表达 式 代 人 方程 (1 (1), 我 们 就 得 到 流 
a 


无 疑 地 , 弧 s 起 着 点 AM 的 “曲线 磺 标 ”的 作用 . 它 是 确定 这 点 位 置 的 最 自然 的 参 
变量 . 

注意 到 , 计算 弧 时 的 起 扣 4 可 以 不 是 所 论 人 曲线 弧 的 某 一 内 点 ; 所 以 如 同上 面 已 
解释 过 的 一 样 , 弧 s 可 以 取 正 值 , 也 可 以 取 负 值 . 

设 由 (1) 表示 的 曲线 上 的 点 M 是 普通 点 , 于 是 | 参阅 (10)] 


站 


此 [94] 对 于 对 应 的 s 值 (及 其 邻近 ) 也 存在 着 连续 导数 


从 而 , 也 存在 着 连续 导数 
(Ws) 


由 基本 公式 (11), 认为 一 切 微分 都 是 对 s 而 取 的 , 就 得 到 


2 2 
FE) + (YE) =1 0 
这 样 , 若 点 M 是 曲线 在 原 表示 式 (0) 之 下 的 普通 则 换 成 参 变量 。 以 后 它 必定 仍 
是 普通 点 . 其次, 公式 (12) 6 0 
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设 MM 是 曲线 上 的 普通 点 . 若 用 Mi 表示 这 曲线 上 的 动 点 , 则 在 Mi 趋 于 M 时， 
弦 长 MM 与 狐 长 MMi 的 比 将 趋 于 1: 
lim a = 1%. (73) 
MM 0 MM: 
采用 弧 作 为 参 变量 , 并 设 点 M 对 应 于 弧 值 s, 而 点 Mi 对 应 于 绝 值 s + As. 设 
它们 的 坐标 各 为 zy 及 zx 二 Ax,y 十 Ay 则 


MM 一 [Asl， 而 MM 一 \/ 入 2 十 Ay, 


MM Rl 
MM IAs| As As 

求 上 式 右 端 在 As 一 0 时 的 极限 , 根据 (12) 就 得 到 所 求 的 结果 . 

在 此 以 前 , 我 们 曾 用 曲线 在 其 (普通 ) 点 M 的 切线 的 斜率 tga 来 确定 切线 的 位 
置 , 但 对 于 切线 上 的 二 相反 方向 并 未 加 以 区 别 : tga 对 于 两 者 都 是 一 样 的 . 然而 在 某 
些 研 究 中 , 须要 固定 其 中 一 个 方向 

假想 在 曲线 上 已 选 定 起 点 及 计算 弧 的 一 定 方向 ; 我 们 就 取 用 以 确定 曲线 上 点 的 
位 置 的 弧 作 为 参 变量 . 

设 弧 s 对 应 于 上 述 的 点 M. 若 给 s 以 一 正 的 增 
量 As, 则 弧 s+ As 确定 男 一 点 Mi , 它 位 于 M 的 使 
弧 增 加 的 一 侧 . 取 割 线 的 方向 从 M 向 Mi, 这 有 向 割 
线 与 z 轴 的 正 回 所 组 成 的 角 用 8 表示 . 把 线段 MA 
投影 到 坐标 轴 上 (图 153), 按照 投影 理论 的 已 知 定理 ， 


=| 
伍 


于 是 


Dr] MN AT = Mc080, 


prj.y MA = Ay = MA sinp, 图 153 
由 此 
和 人 
cospB = a 
SI 地 


因为 YM = As, 故 这 些 等 式 可 以 改写 成 : 


_AzMM .| ,» AyMMi 
CO I (14) 


中 为 了 简单 起 见 , 我 们 就 写 M Mi 来 代表 “线段 MA 的 长 *, 写 MMI 来 代表 “ 弧 MM 的 长 ”. 


[250] §5. 平面 曲线 的 曲率 . 491 ， 


我 们 把 切线 上 辐 弧 增加 的 一 侧 的 方 同 称 为 切线 的 正 向 ; 说 得 更 准确 些 , 它 被 定 
义 为 : 有 着 前 已 规定 方向 的 射线 A 在 As 一 0 时 的 极限 位 置 . 若 切线 的 正 向 与 x 
轴 的 正 向 所 组 成 的 角 用 a 表示 , 则 从 (14) 取 极 限 并 计 及 (13), 就 得 到 


Ci dy 
cosa = Sina= 7 (15) 


这 些 公 式 确定 了 角 a 已 经 准确 至 只 有 2kr 之 差 (% 是 整数 ), 因此 , 实际 上 已 固 
定 了 切线 的 二 可 能 方向 之 一 , 即 以 之 为 正 向 . 


附注 在 245 ~249 关于 平面 曲线 所 述 的 一 切 , 不 需 重大 的 改变 就 可 以 适用 于 
空 司 曲线 的 情形 : 


T= p(t), y= Yt), z= Xx(t) (to <t <T). (1”) 


曲线 长 的 概念 可 以 用 和 247 中 相同 的 一 些 说 法 来 建立 . 在 函数 yp, vx 存在 连续 导 
数 时 , 长 为 有 限 , 因而 曲线 是 可 求 长 的 . 变 弧 的 长 (由 曲线 的 起 点 到 参 变量 所 对 应 的 


变量 性 


s = s(t), 
天 于 t 是 可 微 的 , 并 且 它 关于 上 的 导数 由 公式 
J (10*) 
来 表达 . 由 此 得 出 绝 的 微分 公式 : 
ds = dx” + dy’ + dz”. (11 


在 没有 奇异 点 的 情形 [228], 曲线 可 以 改 用 这 样 的 参 变 量 表示 式 , 其 中 弧 s 本 身 起 着 
参 变 量 的 作用 . 最 后 , 可 以 建立 切线 正 向 的 概念 , 它 的 方向 余弦 由 公式 


cosa = 至 cosp = cosy= 学 (15*) 
来 表达 . 
85. 平面 曲线 的 曲率 
250. 曲率 的 概念 ” 仍 设 已 给 简单 曲线 
T= Y(t), y= Yt) (Lo 所 上 和 了)， (1) 


这 里 函数 yp 及 vy 假定 为 连续 同时 具有 一 阶 和 二 阶 导 数 . 我 们 来 考察 这 曲线 没有 奇 
异 点 的 弧 . 
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各 在 它 的 每 一 点 作 一 条 切线 ( 取 正 癌 ), 则 由 于 曲线 的 “弯曲 性 ”, 这 切线 将 随 着 
切 点 的 移动 而 回转 ; 曲线 本 质 上 异 于 直线 即 在 于 此 , 因为 直线 的 切线 (与 直线 相 重 合 ) 
对 于 一 切 点 都 保持 着 同一 方 同 . 

曲线 在 各 点 的 “弯曲 程度 ”或 “曲率 ”就 成 为 表征 曲线 形态 的 重要 元 素 ; 这 曲率 
可 以 用 数字 表达 出 来 . 

设 WA 图 154) 是 曲线 的 弧 ; 考察 在 这 弧 的 两 端 所 作 的 ( 正 向 的 ) 切线 MT 及 
Me 
汰 . 可 以 用 单位 弧 长 上 切线 回转 的 角度 , 即 
EEE > 来 表征 曲线 的 曲率 , 这 里 的 角 w 系 用 经 来 
量度 . 而 弧 长 o 系 用 选 定 的 单位 长 来 量度 . 这 个 比 
式 称 为 曲线 弧 的 平均 曲率 . 

在 曲线 的 各 段 上 , 它 的 平均 曲率 一 般 说 来 是 不 
同 的 ,可 是 有 (唯一 的 ) 一 种 曲线 , 它 的 平均 曲率 图 154 
处 处 相同 : 这 就 是 圆 @. 

实 奈 上 . 对 于 圆 有 (图 155) 


不 论 哪 一 段 圆 弧 都 是 一 样 

由 弧 1 的 平均 曲率 的 概念 就 可 过 渡 到 在 一 点 的 曲率 的 概念 . 

若 当 点 \1 洛 曲线 而 趋 于 M 时 , 弧 MMi 的 平均 曲率 趋 于 一 极限 , 这 极限 就 称 
为 曲线 在 点 Af 的 曲率 . 

用 字母 上 表示 曲线 在 给 定点 的 曲率 , 就 有 


(Ww 
后 全 由 一 
o—00 


对 于 圆 显然 有 上 = 三. 即 国 的 曲率 是 其 半径 的 个 数 


附注 平均 曲率 及 在 给 定点 的 曲率 的 概念 , 完全 类 似 于 动 点 的 平均 速度 及 在 给 
定时 刻 的 速度 的 概念 . 可 以 说 . 平均 曲率 表示 在 某 一 弧 上 切线 的 方向 的 平均 变化 率 ， 
而 在 一 点 的 曲率 表示 在 达到 给 定点 的 时 刻 这 切线 的 方向 的 真正 变化 率 


现在 转 而 推 这 曲 率 的 鳃 析 表 达 式 , 由 这 表达 式 就 可 以 从 曲线 的 参 变量 表示 式 算 
出 则 率 . 


自 完 假定 以 弧 作为 参 变 量 . 我 们 知道 [249], 只 要 曲线 的 弧 没 有 奇异 点 , 这 种 表 
不 法 忌 是 可 以 实现 的 . 


”0 自然 , 直线 没有 算 在 内 , 它 的 曲率 恒 为 零 


和 


[250] 8$85， 平 面 曲 线 的 曲率 “A 


图 155 图 156 


在 曲线 上 取 一 点 M (当然 假定 它 不 是 奇异 点 ), 设 它 与 弧 值 s 对 应 . 给 s 以 任意 
增 量 As, 得 到 男 一 点 Mi(s 十 As)( 图 156). 由 M 移 至 Mi 时 , 切线 的 倾角 的 增 量 
Aa 就 是 两 切线 间 的 夹 角 忆 :w = 人 

因为 oc = As, 故 平均 曲率 等 于 i 

使 MM1 = As 趋 于 零 , 就 得 到 曲线 在 点 A 的 曲率 的 表达 式 

| 六 wa do 

和 Sn WE 

重要 的 是 , 注意 到 这 公式 不 论 符 号 的 正 负 都 是 对 的 . 因为 按照 我 们 的 定义 , 曲率 
不 为 负数 , 而 这 公式 的 右边 也 可 能 得 出 负 的 结果 . 

事实 上 , Aa 及 As 都 可 以 取 负 值 , 因此 严格 地 说 来 , 必须 写成 : 


(2) 


WAQ| = A |; 


而 最 后 
da 


k= | 一 
ds 


为 了 使 公式 (2) 代 成 便于 直接 计算 的 形式 同时 也 可 证 明 曲 率 的 存在 , 转 而 考察 
任 一 由 参 变量 表示 式 (1) 所 给 定 的 曲线 . 
因为 所 考察 的 点 M(t) 不 是 奇异 点 , 因而 z2 十 y2 > 0; 所 以 不 失 普 遍 性 , 可 设 
T= P(t) #0. 
现在 把 公式 (2) 改写 成 男 外 的 形式 : 
da 
和 
es (3) 
at 
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但 s! = vz? 十 W2248(10)] 现在 只 需求 出 af 因为 [106(11)] 


/ 
tgo = A 而 a = arctg, 
7 Ti 


t 
故 
Di T1Y12 一 TH Yt T1Y12 — Toa Yt 
Qt 二 1 个 人 二 这 ， (4) 
Tt 
把 s; 及 a 的 值 代入 (3) 内 ， 束 得 出 最 后 的 公 


/J// 7 
_ Lidyt?2 一 Ti2 Wt 


5 
(z2 + Ye) (9) 
这 公式 是 完全 适合 于 计算 的 , 因为 在 它 里 面 出 现 的 一 切 导 数 都 容易 由 曲线 的 参 变 量 
方程 计算 出 来 . 
右 曲 线 用 显 式 方程 y = f(x) 给 定 , 这 公式 就 变 成 
_ Vza 
的 9 
最 后 . 硅 已 给 曲线 的 极 坐 标 方 程 : > = g(9), 则 通常 可 以 采用 9 作为 参 变量 , 而 把 它 变 
成 直角 坐标 的 参 变量 表示 式 . 于 是 利用 (5) 就 得 到 
加 72 十 27 一 77g2 


[2 


251， 曲 率 圆 及 曲率 半径 ”在 人 研究 许多 问题 时 ， 


一 个 | 员 后 


| 之 处 . 

若 一 辆 

1) 与 曲线 在 其 上 一 点 MM 相 切 ; 

2) 它 的 四 向 与 曲线 在 这 点 的 凹 向 相同 32) ; 

3) 它 的 曲率 与 曲线 在 点 M 的 曲率 相同 (图 157): 我 们 就 称 它 为 曲线 在 给 定点 
M 的 曲率 圆 多 

曲率 圆 的 中 心 C 简称 为 (曲线 在 给 定点 的 ) 曲 率 中 心 , 而 这 圆 的 半径 简称 为 ( 曲 
线 在 给 定点 的 ) 曲 率 半 径 . 

由 曲率 圆 的 定义 可 以 明了 , 曲率 中 心 恒 位 于 曲线 在 被 考察 点 (在 回血 一 侧 ) 的 
线 上 . 者 曲线 在 给 定点 的 曲率 用 表示 , 则 在 [250] 对 于 圆周 曾 有 公式 :上 = 
知 曲率 半径 显然 就 是 


五 


| 


1 
，@ 第 481 页 脚注 也 适用 于 此 。 
32) 严 格 说 来 , 第 2) 点 需要 更 确切 的 叙述 , 读者 可 在 253 目 末 尾 找 到 它 . 
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利用 前 目 内 关于 曲率 的 各 种 不 同 的 表达 式 , 我 们 
立刻 可 以 写 出 曲率 半径 的 一 系列 公式 : 


cs 
R= 6 
ca 9 


rl 1 
它们 可 以 应 用 于 各 种 对 应 的 情形 . 

如 同上 面 计算 曲率 时 一 样 , 由 这 些 公 式 所 求 得 的 曲率 半径 都 带 着 符号 . 可 是 在 
这 里 我 们 不 打算 弃 去 符号 , 而 要 设法 建立 它 的 几何 意义 . 

为 此 目的 , 引入 曲线 的 法 线 正 向 的 概念 . 我 们 在 249 内 曾经 说 明 切 线 上 向 弧 增 
加 的 方向 被 认 作 切线 的 正 向 . 至 于 法 线 的 正 向 我 们 选取 这 样 的 方向 , 它 与 ( 正 向 ) 切 
线 间 的 相互 关系 恰 如 y 轴 与 x 轴 的 相互 关系 一 样 . 例如 , 当 坐标 轴 照 通常 处 置 时 , 法 
线 正 向 可 由 切线 正 向 道 时针 方 向 旋转 角度 + 而 得 到 . 

现在 若 把 曲率 半径 R= MC 看 成 位 于 法 线 上 的 有 网 线段 , 那么 目 然 , 如 果 它 是 
在 法 线 的 正 向 上 截取 的 , 就 应 给 以 正 号 , 在 相反 的 情形 就 应 给 以 负 号 . 如 图 158, 在 曲 
线 () 的 情形 曲率 半径 就 有 正 号 , 在 曲线 (ID 的 情形 有 人 负 号 . 

我 们 断定 由 上 列 公 式 所 求 得 的 曲率 半径 的 符号 完全 遵照 刚才 所 给 出 的 规定 . 可 
是 必须 特别 着 重 指出 , 在 一 切 情形 中 , 常 假 定 计 算 弧 的 正 向 是 对 应 于 参 变 量 (t,x 或 
9) 增加 的 方向 . 

要 证 实 上 述 的 话 , 对 于 曲线 用 显 式 表示 
法 的 情形 比较 简单 些 : 在 这 里 (图 158) 切线 
向 右 , 因此 法 线 向 上 . 若 Wi。 > 0( 在 所 考察 的 
以 及 一 一 由 于 连续 性 和 它 邻近 的 点 )， 
则 [143] 曲线 也 向 上 站, 而 曲率 半径 R 为 正 ; 
按照 公式 (7a) 也 可 求 得 它 是 正 的 . 反之 , 在 
y < 0 时 曲线 向 下 四 , 曲率 半径 为 负 , 在 这 
情形 它 也 完全 与 公式 (7a) 相符 合 . 

对 于 其 他 公式 也 可 同样 表明 . 


[252] 
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. 496 
252. 例题 1) 悬 链 线 : 
化 
2 一 Qch 一 
他 
(图 41). 
在 这 情形 | 比较 99,28)] 
VitW = = 
男 一 方面 ， \ 
"” i 
yx2 一 -ch 一 22 
因此 | 参阅 (7a)] 
2) y” 
R= -=~ 


因为 , 不 难看 出 法 线 长 n = MN 也 有 同样 的 表达 式 , 故 可 用 这 样 的 作 图 法 来 求 曲率 中 心 C 
在 法 线 上 与 MN ( 见 图 ) 相反 的 ( 正 的 ) 一 侧 截取 等 于 MN 之 长 的 线段 , 即 得 曲率 中 心 C. 


2 2 2 
rT3 十 3 一 w3 


2) 星 形 线 : 


(图 116). 
可 以 不 必 解 方程 , 但 按照 隐 函 数 的 微分 法 而 求 出 导数 yh 及 ys: 
'=0 或 ziy +y3 ==0， 


一 十 一 上 
T “十 3Y 
由 此 
/ /Vv\3. 
Y (=) 》 
其 后 又 有 
1 -3 1 dy 一 0 
3” ”3 
由 此 
之 之 
y 二 一 Q3 y= Q3 
37y3 3T3y3 


把 y 及 y 的 数值 代入 公式 (7a) 内 , 就 得 到 
R= 3(ary)3. 


y= all — cost) 


3) 旋 轮 线 : 
7 = a(lt — sint), 
(图 118). 
因为 [231,4)]a = 5 一 5， 故 da = -ad 又 从 另 一 方面 , 容易 算出 
yt = a sint, zr 十 ys = 4a’” sin’ 


z+ = a(l — cost), 


于 是 
st= Vrr+Yy = 


t 
2a sin <, 即 ds = 2asin 3dt: 


[252] §5， 平面 曲线 的 曲率 497 : 


在 这 种 情形 , 关于 RR 的 计算 可 以 利用 基本 公式 (6): 


若 回 忆 在 231,4) 内 导出 的 法 线 长 n 的 表达 式 ， 就 看 出 
R= —27n. 


由 此 可 得 曲率 中 心 C 的 作 图 法 , 这 从 图 内 看 得 很 清楚 . 
4) 圆 的 渐 伸 线 : 


z=a(cost+tsint), y= a(sint— tcost) 


(图 121). 
在 此 处 a = t[231,6)], 于 是 da = dt. 另 一 方面 
zx; = Qat cost, Yt = atsint, 2 十 ys 一 at 
由 此 
5 一 at，ds 王 atdt. 
因此 同样 简捷 地 得 到 


R=S-oat=MB. 
ca 


这 样 , 切 点 B( 细 线 与 圆 离开 的 点 ) 也 就 是 渐 伸 线 在 点 M 的 曲率 中 心 . 渐 伸 线 的 曲率 中 心 的 轨迹 
正 是 原来 的 圆 ， 

(这 一 特殊 现象 的 一 般 形 式 我 们 将 在 255 内 考察 .) 

5) 对 数 螺 线 : 7 = aeme (图 134). 

我 们 有 75 = mr ro 二 rm 7 把 它 代 入 公式 (76) 内 , 就 求 得 


3 
f= 7r2 + 2m?27r2 — m272 =7rVit™m. 


但 m = ctgw[233,3)], 于 是 尺 的 表达 式 可 以 写成 


7 


sinw 
而 这 样 直接 从 图 上 看 得 明白 , 它 就 是 极 法 线 长 np = NM. 因此 ， 曲率 中 心 就 是 点 N; 这 就 不 难 给 
出 对 数 螺 线 的 曲率 中 心 的 简易 作 图 法 . 
6) 心脏 形 线 : > = a(l1 十 cos 0)( 医 135). 
在 此 处 有 了 = 一 asin9,rg2 二 一 Q cos4. 容易 算出 


2 2 2 20 
r 二 76 一 4a” cos 5 


还 要 计算 


0 
ro 一 r7g2 二 a* (1+ cos0)= 2a? cos” 5) 


. 498 . 第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [252] 


按照 公式 (7a) 立刻 求 得 
R= tacos® 
一 95 7， 
回想 到 [233,4)] 心脏 形 线 的 极 法 线 长 的 表达 式 , 可 见 有 
R= sn. 


7) 双 纽 线 : r? = 二 2a2 cos? 29( 图 126). 
我 们 在 233,5) 内 已 曾 看 见 , 在 这 一 情形 a = 30+ 5 5 ， 于 是 da = 3d9. 那么 按照 公式 (6) 立 


刻 得 出 , 
d 1, 1 1 2 
一 一 本 39 二 53V" +70 = 3np = 二 
因为 双 纽 线 的 法 线 我 们 是 会 作 的 , 故 由 此 得 出 曲率 中 心 的 作 图 法 
8) 抛物 线 : y” = 2D2Z. 
在 这 里 利用 隐 消 数 的 微分 法 , 继续 求 得 


yys 三 D， yy2 十 = 0， 由 此 wy = 一 p?. 


3 
nN 
9) 椭圆 及 双 曲 线 : 2 二 + 上手 =1. 
微分 这 等 式 二 次 : ， 
2 YYs / bz 
二 二 p2 二 0， 由 此 yz = Ta 
其 次 , 有 
/ bp? 2 3 yp bp4 rx? y” 1 
yyza = Ye 或 Vy = 三 (守土 禾 一 一 2 
由 此 得 
(br? 十 a4212) 
R=— (y > 0) 


我 们 已 知 [231,2)] 在 这 情况 下 法 线 长 的 表达 式 
Q2 


于 是 


2 
大 家 知道 , 对 于 椭圆 以 及 对 于 双 曲 线 , 半 参 数 p 表 法 为 : p 二 二 因此 在 这 里 就 得 出 R 的 最 
后 表达 式 , 与 在 抛物 线 的 情形 所 求 得 的 R 有 相同 的 形式 . 
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故 三 种 圆锥 由 线 的 当 幸 涯 径 都 与 法 线 长 的 立方 成 比例 . = 
10) 末了 再 或 一 个 实际 问题 讲 儿 名 话 . 在 这 问题 内 , 恰巧 是 要 利用 曲率 沿 着 曲线 变动 的 喜 实 . 
要 讲 的 就 是 在 设计 铁路 转弯 时 必须 应 用 的 所 谓 转 向 曲线 . 
力学 内 证 明 过 , 当 质 点 沿 着 曲线 运动 时 会 产生 离心 力 , 其 数量 由 公式 


确定 , 式 中 m 是 点 的 质量 ,vw 是 它 的 速度 , 而 R 就 是 曲线 在 被 考察 点 的 曲率 半径 . 

假如 铁轨 的 直线 部 分 直接 连接 贺 弧 状 的 弯曲 部 分 (图 159a), 则 当 由 直线 轨道 走 上 弯曲 轨道 
时 就 要 突然 产生 离心 力 , 因而 发 生 剧 烈 震动 , 这 对 于 进行 着 的 列车 以 及 路 面 构造 都 是 有 害 的 . 要 避 
免 这 种 情形 , 就 必须 把 轨道 的 直线 部 分 与 圆 弧 部 分 用 某 种 转向 曲线 (图 1596) 连接 起 来 . 沿 着 这 
种 转 回 曲线 , 曲率 半径 将 从 无 穷 大 一 一 在 与 直线 部 分 接合 的 点 一 一 逐渐 减 小 至 等 于 圆 半径 的 数 
值 一 一 在 与 圆 弧 接合 的 点 , 与 此 对 应 , 离心 力 亦 将 逐渐 增 大 . 


(a) »1 (6) ， 
| 
| 
| 
| 
Co 
| 
| 
| 
| 
\ | 
\ 
、 | 
D2 | 
入、 | 
SS Cr — A Le 
O 
图 159 


/ 之 M/ _ 包 
一 25， 2 二 g 
于 是 得 到 曲率 半径 的 表达 式 
4 Oe 
R= 2 (i+ 王 
在 z==0 时 y==0 而 R= co, 因此 我 们 的 曲线 在 原点 与 xz 轴 相 切 且 曲率 为 零 定 . 


有 时 双 纽 线 也 用 来 作为 转向 曲线 . 


253， 曲率 中 心 的 坐标 ”现在 将 导出 求 曲 率 中 心 的 坐标 的 公式 . 用 x 及 y 表示 
曲线 上 被 考察 点 M 的 坐标 , 而 用 上 及 7 表示 与 它 对 应 的 曲率 中 心 C 的 坐标 


中 用 微分 学 的 方法 [134、135] 容易 证 明 , R 只 在 x = 0.946vz 以 前 是 渐 减 的 ; 在 x 取 这 值 时 R 
有 极 小 值 1.390v5. 故 这 曲线 只 有 这 部 分 被 利用 于 实际 方面 . 


第 七 章 微分 学 在 几何 上 的 应 用 [253] 
曲率 半径 = MC( 图 158) 位 于 与 > 轴 组 成 w+ 之 角 的 有 向 法 线 上 . 把 线段 
VC 分 别 投 影 于 x 轴 及 y 轴 上 , 按照 投影 理论 的 基本 定理 将 有 
A 办 们 狼 包 位 训 ! £—Zz= Reos (a+5) = 一 及 Sin wa， 
n7—Yy= Rsin (e+ 六 = Rcosoa. 
由 此 得 曲率 中 心 的 坐标 为 z 


5 Rsin a, 
n=Yy+ Reosa. 


利用 我 们 从 前 导出 的 公式 [251(6);249(15)] 


ds dr . dy 
Se tag 
ds 


do ds 
刚才 所 得 的 表达 式 就 可 以 改写 成 : 
dy 
= 
do 
加 dx » 


右 曲 线 由 参 变 量 方程 (1) 给 定 , 那么 , 回忆 到 a 的 表达 式 (4), 就 很 容易 把 公式 


总 光 
0 ; 
Se et 
tYt12 一 之 12 10 
六 /2 下 人 ) 
N=Y+ Co. 
Le ta Ee TL12 Yt 
我 们 看 出 , 在 此 处 & 及 也 如 同 xz 及 yy 一样 可 以 表示 为 参 变量 二 的 函数 . 
在 曲线 由 显 式 方程 y = f(z) 给 定 的 情形 , 公式 (10) 取 特 殊 形式 
J Day 
上 《一 2 一 yi， 7 三 y+ es ; (10a) 


公式 (10) 也 可 用 在 曲线 由 极 坐 标 方程 7 = g(9) 给 定 的 情形 , 如 同 平常 情形 , 选 
角 9 作为 参 变 量 . 

把 刚才 得 出 的 公式 (10a) 与 137( 图 62) 的 问题 中 所 得 法 线 上 的 界 点 的 公式 相 比 
较 , 就 看 出 前 述 的 界 点 重合 于 曲率 中 心 . 

右 把 公式 (10a) 及 (17a) 与 243 的 公式 (22) 及 (23) 相 比 较 , 还 能 得 出 更 重要 
的 结果 : 曲线 在 给 定点 的 曲率 圆 不 是 别 的 , 而 就 是 密切 圆 . 换 句 话说 [244], 曲率 圆 就 
是 经 过 曲线 上 三 点 的 圆 当 这 三 点 趋向 于 给 定点 而 与 它 重 合 时 的 极限 位 置 . 

当然 , 这 结果 可 以 预知 : 在 已 给 曲线 与 圆周 为 二 级 相 切 的 情形 , 二 曲线 在 切 点 的 
纵 标 y 以 及 它 的 二 导数 网 及 yw。 有 相同 的 数值 , 于 是 它们 在 这 点 的 止 曲 方向 及 曲 
率 的 数值 都 将 重合 , 因为 这 两 件 东西 只 与 上 述 二 导数 有 关 . 
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DO 


动 , 则 与 它 对 应 的 曲率 中 心 C(&.7) 一 般 倍 来 也 画 成 某 一 曲线 . 已 给 曲线 的 曲率 中 心 
的 轨迹 称 为 它 的 渐 屈 线 . 反之 . 原 曲 线 对 于 自己 的 渐 层 线 来 说 , 就 称 为 它 的 渐 伸 线 . 
前 目 用 参 变量 t( 或 x) 所 表示 曲率 中 心 C 的 坐标 &,n 的 表达 式 (10) 或 (10a) 可 
以 看 成 是 现成 的 渐 屈 线 的 参 变量 方程 . 有 时 , 从 它们 消去 参 变 量 而 用 隐 式 方程 
REED 
表达 渐 屈 线 更 为 有 利 . 
例题 1) 求 地 物 线 ”= 2pz 的 渐 届 线 . 
利用 上 面 '252,8)] 得 出 的 结果 : 


按照 公式 (10a) 求 出 曲率 中 心 的 坐标 


2 /\2 2 2 2 
yy hs 3y 
E 的 ys p 2 
2 1/\2 3 
下 0 杖 交 汪 - y 
一 十 人 一 -二 人 十 Dp 一 一 一 一 ， 
n=Yy+Yy ge ys (y ) 
于 是 , 抛物 线 的 渐 届 线 的 参 变 量 方程 ( 式 中 的 yy 为 参 变量 ) 就 是 
3y ys 
从 这 二 记得 席 类 大 守 有 
2 
y 二 区 本 入 )， vy > —p”n, 
由 此 , 最 后 得 
So 3 
我 们 看 到 , 抛物 线 的 渐 届 线 是 半 立 方 抛物 线 (图 160) 
2) 求 椭 圆 z = acosty 二 bsint 的 渐 届 线 . 
我 们 有 
0 
y= becost, vy = —bsint. 
把 它们 代入 公式 (10), 就 得 
学 .i 六 2 > 
Ee becost(a” sin t+ b’ cos’t) i 6 
ab a 
2 
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图 160 图 161 


这 就 是 椭圆 的 渐 届 线 的 参 变 表示 式 . 消去 上 就 得 到 这 曲线 的 隐 式 方程 
(al)3 (06) =c$# ( 式 中 =a? 一 5?) 

这 曲线 颇 似 星 形 线 , 它 由 星 形 线 沿 锅 垂 方向 拉 长 而 得 出 (图 16D)， 

类 似 于 此 , 但 只 借助 于 双 曲 函数 ( 代 蔡 三 角 函 数 )， 就 求 得 双 曲线 三 一 占 = 1 的 浙 届 线 
(aé)3 — (的 ) =c$ ( 式 中 e? = a? + b2). 


3) 求 星 形 线 zi + ys = as 的 渐 屈 线 ， 
我 们 在 252,2) 内 已 有 : 


把 它们 代入 公式 (10a), 化 简 之 后 得 到 


之 
3 


上 一 zz 十 3zsy/ n= y+ 3riy3. 


由 这 些 方 程 , 连同 星 形 线 本 身 的 方程 , 可 以 用 下 列 方法 消去 > 及 yy: 
/三 (zs +y3), se (zs -vy3), 
(E+MI+(E -Ni =2 (rd ys) =208. 
奋 把 坐标 轴 回 转 45%, 则 新 坐标 ,71 可 以 用 旧 坐 标 &,7 来 表达 , 其 公式 为 


二 .人 
0 


D2 
于 起 在 新 坐标 系统 下 所 求 渐 届 线 的 方程 为 


Ss 站 
41 十 i = (2a) : 


[254] 
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[255] 


我 们 得 知 这 便 是 星 形 线 的 方程 . 这 样 , 星 形 线 的 渐 届 线 是 放大 一 
倍 的 星 形 线 , 它 的 两 轴 可 由 原来 的 两 轴 旋 转 45° 而 得 到 (图 162). 
4) 求 旋 轮 线 z = al 一 sin 科 , y = all - cos 办 的 渐 屈 线 . 
因为 我 们 知道 [231,4)] 对 于 旋 轮 线 有 
Qo 一 ， 一 > ee -3d 
把 da 的 值 代入 , 得 


故 利 用 公式 (9) 较为 便利 . 


Ey 
图 162 
或 
二 W(t Wi 17=~—a(l— cost) 
T, 所 得 的 参 变量 方程 可 以 改写 成 


今 寺 一 了 _ 
FT 


由 此 很 清楚 , 旋 轮 线 的 渐 届 线 仍 是 旋 轮 线 , 它 与 原 曲线 为 合同 形 . 但 向 左 (平行 于 z 轴 , 在 负 


问 ) 移动 一 段 距 离 xa, 再 向 下 (平行 于 y 轴 , 亦 在 人 负 向 ) 移动 一 段 距离 2a 
建议 读者 去 证 明 , 圆 外 或 圆 内 旋 轮 线 的 渐 届 线 亦 与 原 曲 线 为 合同 形 , 且 可 由 原 曲 线 回转 而 


5) 求 对 数 螺 线 + = ae” 的 渐 届 线 . 
在 252,5) 内 所 指出 的 曲率 中 心 的 几何 作 图 法 使 我 们 容易 确定 曲率 中 心 的 极 坐 标 ri 及 91 就 


是 (参阅 图 134) 
Tt 
7 = my rotew snr .0010 征 3 


从 这 些 方程 及 螺 线 方程 本 身 消 去 7 及 9, 即 得 渐 届 线 方程 
71 二 m(91 一 至 ) 一 41 
1 ee = 


把 极 轴 旋 转 一 适当 的 角度 , 可 以 使 这 方程 与 原 方程 全 等 ; 这 样 , 对 数 螺 〈 线 的 渐 届 线 是 由 原 曲 线 


绕 极点 回转 一 角度 而 得 出 的 对 数 螺 线 
至 于 已 给 曲线 的 渐 伸 线 的 作 图 法 , 待 我 们 研究 渐 届 线 及 渐 伸 线 的 几 个 性 质 以 后 再 回 过 来 讨论 . 
我 们 已 有 渐 屈 线 的 参 变 表示 (8) 


渐 屈 线 及 潮 伸 线 的 性 质 
n=Yy+ Rcosa, 


二 


255. 


其 中 zx,y, RR,a 部 认 作 参 变量 的 也 数 . 现在 假定 x 及 y 有 关于 参 变量 的 (连续 的 ) 三 


阶 导数 叱 ; 那么 可 以 对 表达 式 (8) 施行 微分 : 
dé = dz — Reosada — dRsinoa, 
an = dy — Rsin ada + dRcosa. 


中 须 注意 , 在 R 内 已 出 现 有 它们 的 二 阶 导数 . 
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注意 到 
das dx 
Reosada = Jo je do = 
ds dy 
ON RA A 0 A 
Rsin ada J ae da = dy, 
也 后 得 
dt =—sinadR, dn= cosadaR. (11) 


现在 限于 考察 这 样 的 一 段 曲线 , 在 这 段 曲 线 上 R 既 不 变 为 零 , 也 不 变 成 无 穷 大 ， 
并 且 dR 也 不 等 于 零 . 由 此 在 给 定 曲 线 上 以 及 在 它 的 渐 届 线 上 除去 了 奇异 点 的 可 能 
性 . 因为 QR 关 0. 故 曲 率 半 径 RR 单调 地 变动 ; 或 是 增 大 , 或 是 减 小 ， 

以 公式 (11) 中 的 一 式 除 男 一 式 , 即 得 : 


a = Ct Es = 2 
dé 8 tga dy 
QZ 


于 是 淆 屈 线 的 切线 和 斜率 与 渐 伸 线 的 切线 斜率 互 为 负 倒 数 , 故 两 切线 互相 垂直 . 因此 : 

1。 渐 伸 线 的 法 线 是 渐 导线 (在 前 者 的 曲率 中 心 ) 的 切线 

取 潮 伸 线 的 法 线 族 ; 它 依赖 于 一 个 参 变量 (例如 , 确定 此 曲线 上 点 的 位 置 的 参 变 
量 ). 由 已 证 明 的 事实 . 显然 可 知 , 渐 必 线 就 是 这 法 线 族 的 包 络 . 

作为 练习 . 建议 该 者 由 另 一 方法 去 证 实 : 从 法 线 方程 

(0 

着 手 ( 式 中 的 z.vy, zx, vy 都 是 参 变量 上 的 函数 ), 用 238 的 方法 求 出 包 络 , 并 证 明 它 重 
合 于 渐 届 线 (10). 还 可 以 证 明 , 曲率 中 心 是 法 线 上 的 特征 点 , 即 给 定 法 线 与 无 限 接近 
于 它 的 男 一 法 线 的 交点 的 极限 位 置 . 

现在 转 而 考察 浙 届 线 上 的 弧 o. 把 (11) 内 的 二 等 式 各 自 平方 然后 相 加 , 并 且 计 
及 248 内 关于 弧 的 微分 公式 (11) ,就 得 到 


dao” = dé? + dyn? = dR?, 


由 此 

ghee (12) 
或 ( 因 dR 关 0) , 

jl 


因为 这 比 式 是 参 变量 的 连续 函数 , 它 不 能 从 数值 -1 跳 越 到 +1( 而 不 经 过 中 间 
数值 ), 故 它 在 全 段 曲 线 上 只 能 等 于 其 中 之 一 数 . 换 句 话 说, 等 式 (12) 的 右边 在 全 段 
曲线 上 只 能 具 一 种 符号 , 正 或 负 . 
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这 符号 视 渐 屈 线 上 计算 弧 的 方向 如 何 选 择 而 定 . 符 如 此 选择 计算 弧 的 方 回 , 使 
or 随 着 曲率 半径 R 一 同 增 大 , 则 在 公式 (12) 内 须 取 正 号 ; 车 弧 o 增 大 时 而 R 反而 
减 小 , 则 取 人 负 号 . 

今 用 第 一 种 假定 , 则 有 


dR=do. 由 此 RR-o=c= 常数 ， (13) 
我 们 就 得 到 
2。 曲 康 半径 与 渐 层 线 的 强 入 差 为 常数 . 
这 样 , 在 渐 伸 线 上 两 点 曲率 半径 之 差 等 于 对 应 的 两 昌 率 中 心 之 间 的 渐 屈 线 的 
弧 长 . 由 此 可 ee [长 的 巧妙 方法 


上 面 已 证 明 的 渐 届 线 的 性 质 还 可 以 很 清楚 地 用 机 械 方法 来 说 明 . 为 了 使 叙述 简 

化 , 假设 曲率 半径 R( 它 不 等 于 零 且 在 被 考察 的 全 段 上 保持 同一 符号 ) 处 处 为 正 ， ， 
只 要 在 渐 伸 线 上 适当 选 定 计算 弧 的 方向 就 可 以 办 到 .其 次 . 若 在 新 届 线 上 从 对 应 

最 小 曲率 半径 的 点 P 开始 计算 弧 长 , 我 们 就 有 o > 0. 在 这 些 条 件 之 下 . 等 式 
内 的 常数 c 就 也 取 正 值 . 

现在 想象 在 渐 屈 线 上 由 端点 @ 至 起 点 
P( 图 163) 绕 着 一 条 柔软 而 无 弹性 的 细 线 ; 它 
在 起 点 P 处 沿 切 线 方 向 离开 渐 届 线 而 达到 浙 
伸 线 上 与 已 相距 c 的 对 应 点 4. 把 细 线 从 渐 届 
线 上 揭 起 , 但 仍 保持 着 伸 直 的 状态 . 六 NM 
是 它 的 一 个 任意 位 置 ; 因为 NM 比 PA=c 增 
大 之 值 为 弧 长 PN = o, 故 NM 便 是 曲率 半径 
RR, 就 是 说 点 M 位 于 渐 伸 线 上 . 

因此 : 渐 伸 线 可 以 由 预先 绕 在 渐 尾 线 上 的 
细 线 的 展开 方法 而 画 出 中. 也 可 以 这 样 说 , 当 直 
线 4 活着 渐 屈 线 并 无 滑动 地 滚 转 时 , 其 上 4 
点 所 描 的 轨迹 就 是 渐 伸 线 . 

末了 , 再 引出 渐 屈 线 的 曲率 半径 p 的 公 于 

用 8 表示 渐 届 线 的 切线 与 zx 轴 所 成 的 角 ， 
显然 就 有 : 图 163 


8 = 人 于 是 d6 = da (14) 


因此 [参阅 (13) 及 (14)] 
do _dR_ dsdR_ pd 
FT da da ds ds 
@ 渐 届 线 及 渐 伸 线 两 个 术语 的 起 源 即 在 于 此 , 意 即 “ 卷 起 ”及 “展开 ” 


(15) 
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须 记 住 , 这 公式 系 假定 o 随 厦 R 一 同 增 大 ; 在 相反 的 情形 , 上 式 右 端 就 必须 放 
上 负 


1 


又 车 认为 5 随 厦 s 一 同 增 大 , 则 可 以 把 公式 写成 


(16) 
这 样 就 把 2 0(R 随 看 s 一 同 增 大 ) 及 一 2 0(s 增 大 而 RR 减 小 ) 两 种 情形 合并 
在 一 起 . 


256. 渐 伸 线 的 求法 ”我们 看 到 , 每 一 渐 伸 线 可 以 没 着 自己 的 渐 届 线 而 由 缠绕 于 
线 沿 着 渐 届 线 滚 转 (并 


无 滑动 ) 的 方法 而 重新 得 到 . 
现在 将 证 明 逆 命题 : 若 直 线 在 给 定 曲 线 上 滚 转 (并 无 滑动 ), 则 其 上 任 一 点 的 轨 
迹 成 为 此 曲线 的 渐 伸 线 . [这 样 , 每 一 曲线 有 无 数 条 渐 伸 线 .] 
设 曲 线 PN( 图 164) 由 参 变量 方程 


£ = Pt), 7= w(t) 


给 定 , 而 且 yp 及 有 一 阶 太 二 阶 连续 导数 ; 再 假设 在 被 考察 的 曲线 段 上 没有 重点 ， 
或 一 般 地 说 没有 奇异 点 . 曲线 弧 o 由 点 已 量 起 . 


图 164 


在 点 已 的 切线 上 向 弧 渐 增 的 一 侧 取 任意 点 4, 它 与 P 的 距离 (连同 应 有 的 符 
续 ) 用 。 表示, 并 且 当 直线 PA 在 给 定 曲线 上 滚 转 (并 无 滑动 ) 时 记 下 它 的 轨迹 . 当 
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a 


SV 二 PV=0o. 于 是 NM 二 co. 


As da 
来 表示 , 则 把 线段 NA 投影 上 7 


z=E+(ec-olecos3. y=7+(c—o)sinp. (17) 


这 就 给 出 所 求 轨 迹 的 参 变量 表示 式 
对 它们 放生 名人 求 得 


dr=at — cos3do — (lc—o)sin Jdy. 
dy=dn— sinBdo+ (cm—o)cosJdo. 
因为 [参阅 249(15)] 
d d 
ee en (18) 
do do 


故 这 些 结果 化 简 而 得 
dz =—(c—0o)sinBdB, dy= (c—o)cospad. 
把 dg = 0 或 o =c 的 情形 吕 除 外; 那么 , 这 两 公式 两 边 各 和 目 相 除 , 号 得 到 
人 
tgQ = 六 二 ctgl = 而 
dé 


由 此 已 很 明显 , 两 曲线 上 的 对 应 切线 互相 垂直 , 于 是 给 定 曲 线 确实 成 为 所 作曲 
线 的 法 线 族 的 包 络 , 即 它 的 渐 屈 线 . 这 就 是 说 , 所 作曲 线 是 给 定 曲 线 的 渐 伸 线 , 这 便 


是 所 要 证 明 的 . 
前 面 考 察 过 的 圆 的 渐 伸 线 [225,8); 比较 252,4)] 可 以 作为 用 上 述 方法 求 渐 伸 线 
| 


的 例子， 


@ 与 它们 对 应 的 是 所 作曲 线 上 的 奇异 点 . 


附录 函数 打 元 的 问题 


Rb 

257. 一 元 通 数 的 情形 ”考察 定义 在 某 一 (有 限 的 或 无 穷 的 ) 区 间 + 内 , 或 更 一 
般 地 , 在 由 有 限 个 这 种 区 间 所 组 成 的 区 域 x 内 2 的 函数 f(z). 若 函数 f(x) 在读 内 
为 连续 , 且 在 这 区 域内 它 有 直至 nh 阶 (n 之 1) 为 止 的 连续 导数 , 则 说 , 它 在 区 域 蕊 内 
属于 Cn 类 . 

这 时 须 注意 , 若 XX 含有 某 区 间 的 任 一 端点 , 则 关于 这 点 应 有 单 侧 导 数 @. 

今 设 葡 数 f(x) 在 并 不 包括 全 部 数 轴 的 某 一 区 域 + 内 属于 C7 类 (n= 1,2,…). 
假定 在 任何 与 XxX 有 重合 部 分 的 区 域 Xx* 内 存在 着 也 属于 C”* 类 的 函数 fj*(z), 它 在 
区 域 x* 与 区 的 公共 部 分 内 与 f(z) 全 等 ; 那么 , 这 函数 f* 便 将 函数 有 保持 着 类 而 
本 

这 样 把 函数 扩充 至 更 广 的 区 域 是 否 永远 可 能 ? 对 这 一 问题 的 回答 如 下 . 


定理 任 一 在 闭 域外 多 内 属于 C7(n =12…:) 类 的 函数 f(z) 可 以 保持 着 类 而 
扩充 至 全 数 轴 Xt* = (一 00, 十 co) . 


今 将 证 明 , 在 这 里 函数 的 扩充 可 以 简单 地 借助 于 整 多 项 式 而 实现 . 为 此 目的 , 预 
先 作 出 下 列 的 附注 . 
我 们 已 在 123 内 知道 , 在 点 Z = a 处 n 次 多 项 式 
C1 
1! 
人 DD 这 里 的 区 域 是 一 维 区 域 一 一 至 者 注 . 
或 即 一 一 在 已 给 条 件 之 下 是 同一 件 事 情 一 一 当 z 从 区 间 内 部 向 此 端点 接近 时 诸 导 数 的 极 
限 值 . . 
思 即 由 一 个 或 见 个 形 如 [a,9], [a, 十 0o0), (一 00,9| 的 闭 区 间 所 组 成 的 区 域 . 


人 (1) 


人 全 D1 | 


Do 附录 ” 盏 数 扩 充 的 癌 是 


和 它 的 n 个 导数 的 值 依 次 为 c0,c1,c2,:… ,cn. 

其 次 再 设 要 找 一 个 这 样 的 多 项 式 , 它 在 x = a 这 点 满足 如 上 所 述 的 条 告 . 本 
外 , 它 自己 及 它 的 n 个 导数 在 男 一 点 xz = 6 叉 须 具有 预先 给 定 的 数值 do, di,d 
dn. 取 所 求 多 项 式 成 如 下 的 形式 : 


nde (2) 


式 中 p(xz) 就 是 多 项 式 (1), 而 n 次 多 项 式 q(x) 则 尚 待 确定 . 不 论 怎样 选择 g(x), 多 
项 式 (2) 在 点 x = a 处 总 能 满足 已 知 的 条 件 . 对 多 项 式 (2) 逐次 微分 次 , 然后 在 这 
多 项 式 及 它 的 导数 内 令 z = 6; 使 所 得 的 表达 式 依 次 等 于 do, qi, d2,… , dn, 我 们 就 得 
出 一 组 关于 g(8),qg(8),q”(6).…. ,gq 中 (8) 的 线性 方程 , 由 此 即 可 相继 确定 这 些 数值 . 
再 根据 这 些 数 值 , 利用 类 似 于 (1) 的 公式 就 不 难 确定 q(z)[ 比 较 130]. 

现在 回 到 上 述 命题 的 证 明 . 设 在 一 般 情 形 , 区 域 + 系 目 左 向 右 标 以 序号 的 财 区 
间 了 入 作 = 1,2,… ,m) 所 组 成 . 在 这 些 区 间 内 令 函 数 f* = f, 并 用 下 面 的 方法 补充 
它 的 定义 . 蕊 区间 属 的 左 端 ai 是 有 限 数 , 则 在 z < ai 时 , 令 f* 等 于 形 如 (1) 的 多 
项 式 , 其 中 

co = f(01),c1 = f (01),.: ,6n = FV (01). 


类 似 于 此 , 函数 f 也 可 以 由 Xm 向 右 扩充 , 仅 需 这 区 间 的 右 端 和 是 有 限 数 . 最 后 ， 
对 界 于 Xi 与 Xx+1 之 辐 的 区 加 (pk Qkpr1)(% 二 1,2, 一 1) 我们 使 f* 恒 等 于 那 
种 多 项 式 , 它 以 及 它 的 n 个 导数 在 点 了 三 及 及 Y= Qk+tl 外 都 上 有 与 图 数 上 及 它 的 
导数 相同 的 数值 . 不 难看 出 , 如 此 确定 的 函数 f* 就 在 全 区 域 站 * = (一 00, +co) 内 实 
天 于 所 要 求 的 小 和 元 


\ 

258. 关于 二 维 空间 的 问题 ” 谈 到 多 元 函数 , 情况 就 复杂 了 . 我 们 以 后 仅 以 讨论 
二 元 函数 为 限 . 在 这 一 情形 所 得 出 的 结果 也 可 以 适用 于 任何 个 变 元 的 一 般 情形 . 

我 们 将 考察 二 维 空间 内 的 区 域 M, 它 可 以 被 理解 为 开 域 , 或 是 开 域 而 附加 人 它 的 
周 界 £ 的 一 部 或 全 部 (在 最 后 的 情形 , 就 成 为 团 域 ). 

在 这 情形 下 要 推广 C*( 当 n > 1 时 ) 类 的 函数 的 定义 , 我 们 碰 到 了 特殊 的 困难 . 
这 由 于 在 域 界 C 上 的 点 ， hh 类 型 的 偏 导 数 可 能 是 根本 无 法 定义 的 . 例如 , 者 
区 域 M 是 闭 圆 x? 十 wy 过 1 则 在 点 (0, 土 1) 就 不 能 说 及 关于 z 的 偏 导 数 , 因为 在 
y 二 土 1 时 ,对 x=0 的 值 已 不 能 加 上 任何 增 量 ， 以 免 立 刻 越 出 也 数 的 定义 域 的 范围 : 
类 似 于 此 , 在 点 ( 土 1,0) 关于 y 的 偏 导 数 也 无 意义 . 

当 说 及 (有 一 定 的 阶 , 有 一 定 类 型 的 ) 偏 导数 在 区 域 M 内 为 连续 时 , 我 们 约定 ， 
在 区 域 的 界 点 J 能 理解 为 在 内 点 M 算出 的 同名 导数 当 1 趋向 于 110 
管 它 在 事实 上 是 否 导 数 . 


@ 在 这 时 仍 保持 它 的 通常 的 记 法 . 
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在 以 后 进 一 层 的 叙述 ， 将 次 明 上 述 的 极限 ， 
值 一 一 对 于 很 广泛 的 一 类 区 域 来 说 


同时 也 就 是 。%[ 2 
真正 的 导数 , 只 要 点 Mo 关于 区 域 的 位 置 允许 我 们 ”|-- 
得 以 说 及 被 考察 的 类 型 的 导数 就 成 ， 并 且 , 对 于 最 AAA 
简单 的 矩形 区 域 的 情形 , 我 们 立刻 就 将 证 明 这 事实 . 二 国生 

因此 , 设 函 数 f(z,y) 本 身 以 及 到 nm > 人 阶 “上 xo xoth 
为 止 的 一 切 导 数 在 某 一 矩形 AM 中 都 为 连续 , 又 点 
Mo(xo, yo) 位 于 直线 y = yo 的 某 一 线段 上 , 这 线段 
是 M 的 周 界 (图 165) 并 且 属 于 MM. 
从 导数 及 开始 , 对 于 它 问题 较为 简单 . 按照 拉 格 表 日 公式 [112], 增 量 的 比 式 
1 (oot k=) 
上 
当 & 一 0 时 恰 趋 于 极限 值 (xo,yo), 这 桂 ， 它 显 然 就 是 通常 意义 下 的 导数 33)[ 比 较 
113]. 至 若 关 于 导数 儿 , 则 与 它 对 应 的 增 量 的 比 式 本 喘 可 以 看 成 是 个 极限 
nol Yo) (Lye) = 和 foot /od b= (0 Vk) 
h 加 大 一 0 h 
但 末 一 表达 式 又 可 按照 拉 格 关 日 公式 变换 成 为 
Fo ho k= (oy 
h 


图 165 


二 


= f(zo+Oh,yot+k) (0<0<1). 
在 一 0,k 一 0 时 它 趋 于 极限 值 人 (zo,yo). 又 按照 168 的 定理 , 由 于 在 k 一 0 时 的 
单 重 极限 存在 , 这 二 重 极 限 同时 也 就 是 累 次 极限 : 


f (zo +h,vyot k)— f(xo, yo 十 天) 
/ 
A Ee lim lim 一 一 一 一 一 一 


一 0 大 一 0 h 
二 f (zo + h, yo) 一 f(z0,y0) 
h—0 h 


于 是 在 这 里 上 太 (zo,yo) 原来 只 是 被 定义 为 导数 的 极限 值 的 , 也 束 成 为 真正 的 导数 . 上 
述 的 话 可 以 逐步 移 用 于 高 阶 寻 数 , 

因此 , 上 面 总 结 出 来 的 条 件 允许 我 们 现在 说 及 在 任何 区 域 M 中 的 连续 导数 , 而 
不 论 属于 这 区 域 的 界 点 关于 这 区 域 是 怎样 分 布 的 . 效 称 函数 f(x,y) 在 二 维 区 域 M 
中 届 于 C7?(n > 1) 类 , 如 果 它 在 A 中 为 连续 , 且 有 一 切 类 型 的 直至 n 阶 为 止 的 各 阶 
连续 导数 . 今 设 区 域 M 并 不 包括 全 平面 ; 寿 在 与 M 有 重 克 部 分 的 任何 区 域 M* 中 
有 也 属于 C* 类 的 函数 f* 存在 , 它 在 M 与 Af* 的 公共 部 分 中 与 f 全 等 , 则 我 们 束 
说 , 它 把 函数 了 保持 着 类 而 扩充 至 AM*. 在 这 里 自然 会 提出 问题 : 这 样 扩充 至 更 广 的 
区 域 , 特别 是 全 平面 , 是 否 恒 为 可 能 ? 我 们 将 指出 , 对 于 闭 域 M 这 问题 的 答案 是 肯 
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定 的 , 仅 需 它 的 周 界 满足 某 种 简单 条 件 就 成 . 而 且 . 为 了 叙述 的 简化 . 我 们 将 永远 假 
定 区 域 M 是 有 界 的 . 虽然 最 后 的 命题 对 于 无 界 区 域 也 成 立 . 
上 述 的 结果 基本 上 属于 惠 德 纳 (H.Whitnev! 及 赫 金 斯 (M.R.Hestenes). 


259. 辅助 命题 ”为 了 简化 基本 定理 的 证 明 , 我 们 将 先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 1 假设 wp(u.v) 是 在 区 域 PP 中 属于 C"(n > 1) 类 的 通 数 , 刀 由 不 等 式 @ 
ao<u<b, Ov<A 
确定 , 则 必 有 品 数 p* 存在 , 它 把 函数 o 保持 着 类 而 扩充 至 全 算 形 
P* = (a,b; ~A, A). 


我 们 将 由 下 面 n 十 1 个 线性 方程 的 方程 组 : 
大 大 
(a (下 A [一 从 大 二， 玉兰 用 (3) 
A a a 这 是 可 以 做 到 的 , 因为 方程 组 的 行列 式 就 是 对 
于 互 不 相等 的 数字 -1, ee -一 一 的 范 德 蒙 德行 列 式 , 大 家 知道 它 异 于 0 
今 在 P* 中 如 此 确定 图 数 o :wu 人 E20 (Ui 全 
时 令 
O (UV) = Al mV) 十 Mp (a -0 十 …… 十 AnT10O @ -i . (4) 
在 uo 是 久 在 (a,b) 之 内 的 任意 值 , 则 根据 条 件 (3) 中 对 应 于 上 = 0 的 第 一 式 , 首先 
有 
lim p (uv) = (Ai 十 和 2 + nr)p (Wo,0) = p(wuo, 0). 


UUO 
v——0 


由 此 得 证 晒 数 yp* 在 和 矩形 P* 中 位 于 直线 v 二 0 上 的 那些 点 的 连续 ; 它 在 P* 中 其 余 
各 点 之 为 连续 是 很 明显 的 . 现在 转 而 讨论 晴 数 w* 的 导数 在 P* 中 的 存在 与 连续 的 
问题 ; 在 这 里 也 只 需 考察 直线 v = 0 上 的 诸 点 . 对 于 一 切 导 数 


曲直 0 (& v) 
< < 
有 辐 
我 们 先 证 明 极 限 等 式 
0 (u,v) 亲本 OU 0) 
OuiOvk Dibw . 
v—>—0 


开 区 间 (a,b) 也 可 以 是 无 穷 区 间 ; 完全 同样 地 , 正 数 A 也 可 以 为 +oo. 
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成 立 . 为 此 目的 , 只 和 需 对 w 微分 等 式 (4)i 次 , 再 对 v(v < 0) 微分 次 , 得 : 
OM) i O(n 
BuiBvk FU OuiOvu® 
] \k Bitkoy (一 把) 
CC 2 
1 ~\* De (wu 一 二 1 

(- ) Ey OuiOu* 
在 之 一 uo 而 “一 -0 时 取 极 限 . 由 于 等 式 (3), 结果 我 们 也 束 得 到 (6). 

因此 . 不 论 从 v > 0 一 侧 或 从 < 0 的 一 侧 对 于 任何 导数 (5) 都 保证 存在 唯一 
的 极限 值 . 此 外 , 如 果 取 它 这 个 极限 值 作为 直线 v = 0 的 点 上 导数 (5) 的 值 , 则 得 到 
在 整个 P* 上 连续 的 函数 . 但 点 (wo,0) 是 P* 的 内 点 , 因而 这 里 应 当 是 真正 意义 的 导 
数 . 关于 这 方面 我 们 可 以 根据 前 段 证 明 过 的 话 : 所 说 的 极限 值 同 时 也 是 平 第 的 导数 . 

汤 数 ws* 也 就 是 函数 p 在 P* 上 所 求 的 扩充 . 


引 理 2 设 函 数 f(z,y) 在 某 一 有 界 开 域 MO 中 属于 C” 类 . 若 对 这 区 域 的 周 
界 £ 上 的 每 一 点 可 以 作 一 领域 , 使 函数 了 在 这 和 邻 域内 可 以 有 保持 着 类 的 扩充 , 则 这 
种 扩充 也 可 能 及 于 全 平面 5. 


对 于 闭 域 M = 人 At 上 +ZC 3 中 的 任 一 点 M, 或 则 能 找 出 一 邻 域 , 男 数 上 在 它 里 面 
是 有 定义 的 而 且 属 于 C* 类, 或 则 能 找 出 一 邻 域 , 使 在 其 中 f 可 以 保持 着 类 而 被 扩 
充 @, 这 邻 域 可 以 取 作 , 例如 , 中 心 在 M 而 半径 为 3r 的 开 网 了 = (M37). 这 样 , 全 
部 闭 域 M 不 仅 能 用 这 些 圆 5 所 组 成 的 系 互 来 覆盖 住 , 而 且 能 用 半径 为 其 三 分 之 一 
的 圆 o = (Mr) 所 组 成 的 系 习 来 覆盖 住 . 
因为 区 域 At. 因 之 M 都 是 有 界 的 , 故 可 以 应 用 博 雷 尔 引 理 [175] , 用 从 》 中 
取出 的 有 限 系 
Di 二 {01,02,** rs ge 
来 履 产 AM. 在 这 里 
Gs = (Mi) CE J 
同时 我 们 还 要 考察 加 . 
gO 2 CV 3 
很 容易 作出 在 £ 中 属于 C" 类 的 函数 hi(M) = hi(z,2), 使 


在 ci 中 有 hi(M)=0， 而 在 6-ol 中 有 PM)=1 (= 1,2,… ,m). 


我们 甚至 并 未 假定 这 区 域 是 联通 域 , 而 且 现 在 也 未 说 及 它 的 周 界 的 形状 . 
@ 视 M 是 属于 开 域 M 还 是 属于 它 的 周 界 £ 而 定 . 


34) 这 里 的 加 号 意味 着 两 个 集 的 并 . 
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例如 , 可 以 这 样 定义 一 一 用 257 的 方法 一” 在 全 区 间 ~oo <t < oo PA 
类 的 因数 h(t), 使 


在 t&1 时 h(t)=0， 调 在 tg<2 时 有 h(t) = 


而 后 再 令 


Rat EY (二 
i ee 
百 助 于 函数 h; 再 作出 函数 
Hi=H(M)=1- hi. 
Hs 互让 = 有 hho Rss1(l 一 hi ) | < m); 
它们 同样 是 在 & 中 属于 C7 类 的 函数 . 显然 ， 
在 wm 中 (对 于 一切 j > 有 ;==0， 17) 
三 吉 =o; 中 Hi =， (8) 


因为 在 o; 中 因子 h; 等 于 零 . 而 在 £ - ol 中 因子 (1 -及 ) 等 于 0. 今 


Ho i 


故 在 O71 中 
H:— H+:…-+H;=1, (9) 
因为 在 那里 因子 h; 等 于 零 . 
现在 设 w; 在 o/ 中 与 图 数 f 或 与 上 述 的 f 的 扩充 为 全 等 , 而 在 人 


A 的 诸 点 令 pi; = f, 在 其 他 庄 点 今 2 = 0. 函数 piHi 人 在 6 一 ol 内 等 于 零 [参阅 (8 由 
而 且 显 然 , 在 全 平面 5 上 属于 C" 类 . 最 后 , 令 在 6 中 的 一 切 点 


一 2. 
j=1 
清 数 f* 已 由 这 等 式 定 义 于 全 平面 内 ., 且 同 时 显然 是 属于 C7 类 的 函数 . 
在 M 内 取出 任 一 点 M, 它 必 属于 某 一 圆 o;. 因为 全 部 p;(M) = f(M), 此 外 ， 
在 这 点 [由 于 (9) 及 (7)] 
Hi+Hs+:.:+H;=1, 而 在 了 >i 时 8; =0， 


故 产 (M) = f(M). 这 样 , f* 确 是 所 求 的 函数 ， 
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260. 关于 扩充 的 基本 定理 ”现在 我 们 已 经 有 条 件 可 以 证 明 在 二 元 函数 的 情形 
关于 扩充 的 定理 , 但 须 对 区 域 的 周 界 加 以 限制 . 
我 们 约定 由 方程 
r= wt) y= v(t) (10) 


表达 而 无 重点 及 奇异 点 的 曲线 , 称 为 C*(n > 1) 类 的 平滑 曲线 , 式 中 在 某 一 区 间 了 
内 变动 , 而 函数 yp,vy 在 这 区 间 内 属于 C* 类 . 


定理 1 若 函 数 f(z,y) 在 有 界 闭 域 M 中 属于 C"(n 之 1) 类, AM 的 周 界 C 也 由 
属于 C" 类 的 一 条 或 几 条 ( 互 不 相交 的 ) 平滑 曲线 所 组 成 , 则 这 函数 可 以 保持 着 类 而 
扩充 至 于 全 平面 £. 

设 Mo(zo,yo) 是 周 界 C 上 的 任意 点 ; 为 简单 起 见 , 就 认为 zo = yo = 0. 这 点 必 
位 于 构成 £ 的 某 一 条 曲线 上 , 而 且 是 它 的 普通 点 . 在 这 种 情形 , 不 失 普 遍 性 , 可 以 假 
设 在 点 Mo 的 邻 域内 , 曲线 可 用 显 式 方程 y = g(x) 来 表示 , 式 中 的 9 也 属于 C” 类 ， 
并 且 区 域 M 位 于 曲线 的 上 侧 , 即 (在 Mo 的 邻近 ) 由 不 等 式 y > 9(z) 来 确定 (图 
166a). 

施行 变 元 的 变换 , 令 


这 时 函数 f(zx,y) 就 变 成 函数 


plu,v) 三 9 + »), 


它 在 点 w = wv = 0 的 邻近 , 就 是 在 v > 0 时 (图 1666) 是 属于 C7 类 . 于 是 , 按照 引 理 
1, 图 数 2 就 可 以 保持 看 类 而 扩充 至 于 数值 v < 0( 常 以 充分 接近 于 原点 的 部 分 为 限 ). 
右 这 一 扩充 由 项 数 yp*(w,v) 实现 , 那么 , 还 原 成 旧 变 元 , 容易 看 出 ,也 数 

f° (x,Yy) = V(r,Yy— 9(7)) 


就 给 出 项 数 f 在 点 Mo 的 某 一 邻 域内 的 扩充 . 


图 166 


根据 引 理 2, 我 们 现在 可 以 下 绪论 说 , 沁 数 f 确实 可 以 保持 着 类 而 扩充 至 于 全 
平面 €. 
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261. 推广 到 一 般 情况 锯 
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定理 2 若 区 域 A 的 周 异 人 L 系 由 一 条 红 几 条 
曲线 所 组 成 , 定理 1 的 结论 仍 保 持 有 效 . 


我 们 已 经 知道 在 周 界 C 上 的 任 一 点 (不 是 角 点 ) 总 可 以 作 一 邻 域 . 在 这 和 邻 熙 庆 
为数 f 可 以 有 保持 着 类 的 扩充 . 现在 将 证 明 对 于 角 点 Mo(zo, yo) 也 是 如 此 . 

在 这 里 仍 取 zo = yo = 0; 不 失 普 遍 性 , 也 可 以 假定 ， 
在 原点 相 接 的 两 弧 在 这 点 各 有 切线 , 其 一 条 切线 重合 于 
x 轴 的 正 向 部 分 , 为 一 条 切线 与 zx 轴 组 成 一 个 角度 (图 
167). 在 这 种 情形 , 在 原点 的 充分 近 处 这 两 弧 分 别 由 方 
程 


y+g(z) 及 z= h(y) 


来 表达 , 而 且 9%(0) = 0; 函数 g 及 h 部 属于 C" 类 . 图 167 
运用 换 元 法 , 令 
t=u+h(v), 2 三 9 人 (十 4 (11) 


因为 这 些 饵 数 的 雅 可 比 式 
=1—g (uh (vy) 


在 点 w =v ==0 等 于 1, 故 方程 组 (11) 在 一 切 变 元 的 零 值 的 邻 域内 可 以 有 单 值 的 解 
A) B70) (12) 


而 且 函 数 和 ,4 也 属于 C" 类 [209). 

在 v= 二 0 及 义 >0 时 ,由 (11) 得 y= g(xz) 及 zx >0, 因 此 对 应 于 第 一 段 弧 的 是 4 
轴 的 正 向 部 分 ; 同样 可 以 证 实 对 应 于 第 二 段 弧 的 是 v 轴 的 正 向 部 分 . 

显然 , 在 这 种 变换 之 下 , 由 这 些 弧 在 zy 平面 上 划分 原点 的 邻 域 而 成 的 二 角 状 区 
域 , 各 对 应 于 % 轴 及 v 轴 的 正 向 部 分 在 ww 平面 上 划分 原点 的 邻 域 而 成 的 二 个 一 一 
“四 的 ”及 “ 凸 的 ”一 一 直角 状 区 域 (图 168, a 太 6). 

把 表达 式 (11) 代 和 函数 f, 得 到 变换 后 的 消 数 


p(w v) = fut h(v), 9(u) + 9), 


在 上 述 的 两 直角 状 区 域 的 某 一 个 内 ( 哪 一 个 则 视 情形 而 定 ), 有 定义 而 且 属 于 C" 类 . 
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吞 讲 到 “ 凸 的 ”直角 状 区 域 (图 168,a) , 则 按照 引 理 1. 言 先 可 以 把 因数 yp 扩充 
到 第 IV 象限 , 以 后 再 把 所 得 函数 (把 及 vv 对 调 ) 扩充 到 第 II 及 III 象限 , 即 扩充 
到 原点 的 全 邻 域 

藻 讲 到 “ 凹 的 ”直角 状 区 域 (图 168,6), 情况 较为 复杂 . 这 时 首先 , 根据 引 理 1( 但 
变换 的 符号 ), 把 芳 数 wo 从 左 半 平面 扩充 到 右 半 平面 . 这 洋 就 得 到 函数 wo 
在 原点 的 全 邻 域内 . 以 后 再 在 下 半 平 面 内 考察 贞 数 多 = wv 一 2 利用 证 明 引 理 2 时 
所 指出 的 方法 , 把 它 扩 充 到 上 半 平 面 , 这 就 给 出 函数 如 一 一 也 在 原点 的 全 邻 域内 . 
但 在 第 JI 象限 内 wi = 多 = ww 一 wp1 = 0, 那 时 , 依照 上 述 方法 的 特性 . 显 见 在 第 II 象 
限 内 也 有 wi = 0. 现在 奋 在 原点 的 邻 域内 令 yp* = 1 十 pi, 则 在 第 IT 及 III 象限 内 
有 如 =0 及 pi =% ,于 是 就 有 yp* = 2, 而 在 第 IV 象限 内 因 有 i ==yp-91, 故 
仍然 有 wor* = (po 一 p11) 十 wp1 = 2. 这 样 , 所作 的 图 数 六 已 把 2 扩充 至 于 原点 的 全 邻 
域 . 

用 逆 变 换 (12) 还 原 成 旧 变 元 , 则 得 函数 f 的 扩充 


(a) 


图 168 


(vy) (ML 
如 同 定 理 1, 根据 引 理 2, 证 明 就 此 完成 . 


262. 总 结 ”已 证 明 的 关于 函数 扩充 的 定理 有 多 种 多 样 的 应 用 我们 在 这 里 仅 
指出 , 由 于 它 的 帮助 , 使 一 系列 在 分 析 上 有 局 部 性 的 ( 即 有 关于 定点 的 邻 域 的 ) 公式 
及 定理 可 以 推广 到 被 考察 区 域 周 界 上 的 点 , 而 不 是 如 通常 一 样 只 限于 区 域 的 内 点 . 

例如 , 设 在 (上 面 所 考察 那 种 类 型 的 ) 有 周 界 C 的 财 域 人 中 定义 着 吨 数 z = 
f(z,), 它 连同 它 的 导数 帮 及 f/ 都 为 连续 . 则 当 点 (zo,yo) 位 于 AM 内 部 时 ,成立 熟 
知 的 [178] 也 数 的 全 增 量 公式 : 


Az = f(xo + Az, yo + Ay) — f(zo, yo) 


= fs(z0, yo) AT+ f(zo, yo)AY + oAz + BAY, (13) 


， 吕 始终 仅 以 原点 的 邻近 为 限 . 
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式 中 及 6 随同 sz 吧 Ay 当 点 (xo, yo) 位 于 周 界 C 上 时 , 证 明 这 公式 时 
所 引用 的 论断 一 投 忆 不 能 应用 只 需 限 制 Az 及 Ay, 使 点 (zo 十 Az,yo 十 Ay) 不 
超出 AM 的 限界 , 则 这 公式 仍 为 正 续 .要 证 明 这 事 现 在 是 很 容易 了 , 我 们 只 要 首先 写 
出 对 于 曲 数 广 的 公式 . f* 就 是 把 推广 至 全 平面 所 得 的 函数 , 而 以 后 一 一 像 所 指 
出 的 , 限于 区 域 Ad 中 的 点 一 一 各 还 原 成 原来 的 图 数 了 就 成 . 

在 一 切 情形 之 下 . 者 其 结论 系 以 公式 (13) 为 根据 , 我 们 现在 就 可 对 原来 的 结果 
作出 重要 的 补充 . 

如 此 , 在 前 述 关 于 限 效 f 的 假定 之 下 . f 显 出 不 仅 是 在 区 域 M 的 内 点 为 可 微分 
函数 [179]. 而 和 芝 区 坊 的 界 皮 也 如 此 . 因此 对 于 由 方程 z = f(x,y) 表达 的 曲面 ， 
其 至 在 它 的 周 界 上 的 点 . 我 们 也 得 有 说 及 它 的 切 平面 [180] 的 可 能 . 

我 们 知道 , 复合 函数 的 微分 法 则 [181] 也 以 公式 (13) 为 基础 , 若 函 数 

z= Me wt 和 (14) 
有 导数 , 且 点 (w(t), w(t)) 全 位 于 区 域 M 的 内 部 . 则 对 于 复合 闷 数 : = f(y(t)， 
山区 5 我们 已 有 公 六 
zt = fTe + ) 
现在 它 就 可 以 扩充 到 当 “ 曲 线 ”(14) 接触 到 区 域 AM 的 周 界 时 的 情形 . 还 有 诸如 此 的 
人 天 
不 拟 评 细 阐述 , 但 再 举 出 一 个 重要 的 例子 . 设 有 咀 数 组 
T= pu,v), Y= Yu,v), (15) 


它们 连同 其 导数 在 ww 平面 上 某 一 以 为 周 界 的 闭 域 P 中 都 为 连续 ; 并 设 在 这 区 域 
的 某 一 (wo, V0), 雅 可 | 


~ Dl(u,») 
异 于 0, 车 点 (wo,vo) 位 于 的 内 部 , 则 按照 208 的 定理 4, 函数 组 (15) 可 以 有 逆转 , 于 
是 在 点 (zo,yo) 的 邻 域内 , 其 中 


0 一 Of(2U0,U0)， 20 一 ww (uo, vo), 


可 以 用 变 元 z,y 的 单 值 消 数 来 表达 4 及 vi 


Cs (15”) 
它们 连同 自己 的 导数 在 上 述 邻 域内 都 为 连续 . 这 样 ， 以 充分 接近 于 wo, wo, zo0,vyo 的 
wv,2,y 的 数值 为 限 , 就 可 以 说 . 关系 式 (15) 与 (15*) 是 完全 等 价 的 . 这 些 结论 , 如 
在 证 明 下 一 命题 是 有 用 的 : 曲面 


T= plu,v), 2 = Wu, v2), 2 = X(u,v), 
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其 中 (wv) 在 区 域 P 中 变动 ] 在 它 的 普通 点 Mo( 对 应 于 w= wo,v = vo) 的 邻近 可 以 
用 显 式 方程 来 表达 [228]. 但 对 于 曲面 的 周 界 上 的 点 , 我 们 的 结论 已 不 能 应 用 , 因为 
在 wv 平面 上 , 点 (wo,wvo) 不 能 位 于 区 域 忆 的 周 界 K 上 . 

但 是 现在 , 利用 函数 p 及 的 扩充 or* 及 yw*, 我们 可 以 把 关于 图 数组 逆转 的 结 
打 打 到 到 周 界 上 的 点 (wo,v0). 与 区 域 PP 中 邻接 于 点 (wo,v0) 的 一 部 分 相对 应 , 在 
zy 平面 上 就 有 某 一 邻接 于 点 (zo,yo) 的 区 域 , 在 它 的 范围 内 总 可 以 有 逆转 . 

土 述 的 几何 结果 也 可 以 由 对 应 的 方式 而 补充 . 

以 上 所 举 的 例题 已 足够 使 读者 明了 这 些 定理 的 重要 性 . 不 论 对 于 数学 分 析 本 身 
或 是 对 于 其 应 用 都 是 一 样 . 关于 应 用 哨 数 扩充 定理 的 其 他 例题 , 将 见于 第 二 、 三 卷 . 
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FF. M. 非 赫 金 哥 尔 深 《 微 积分 学 教程 一 书 , 在 我 国 20 世纪 50 年 代 以 来 的 数 
学 教育 中 曾 产生 过 巨大 的 影响 . 大 体 说 来 , 现在 50 岁 以 上 的 数学 工作 者 , 鲜 有 不 知 
此 书 的 , 鲜 有 未 读 过 (参考 过 ) 此 书 的 . 它 内 容 丰富 而 论述 深刻 (虽然 从 今天 看 来 , 处 
理 方法 是 经 典 的 ), 使 许多 学 习 过 数学 类 各 专业 的 人 受益 民 多 . 

本 书 最 早 的 中 译本 是 根据 俄 文 1951 年 第 4 版 (一 、 二 卷 ) 和 1949 年 版 (第 三 卷 ) 
译 出 的 , 于 1954 一 1956 年 先后 由 简 务 印 书馆 和 高 等 教育 出 版 社 出 版 、 印 行 ，1959 
年 又 根据 俄 文 1958 年 版 对 其 中 第 一 卷 作 过 修订 . 中 译本 是 由 多 所 高 等 学 校 的 多 位 
数学 老师 分 别 翻译 , 高 等 教育 出 版 社 多 位 编辑 经 手 的 . z 

这 次 高 等 教育 出 版 社 在 国家 自然 科学 基金 委员 会 天 元 数学 基金 的 支持 下 , 根据 
2003 年 印行 的 俄 文 版 进行 修订 . 由 于 本 书 的 各 位 译 者 大 多 年 事 已 高 (有 的 已 经 谢世 )， 
高 等 教育 出 版 社 在 得 到 主要 译 者 的 首肯 后 ,让 我 来 担任 全 书 的 校订 工作 , 这 既 使 我 
感到 荣幸 , 又 感到 诚 怕 诚 丸 , 如 履 薄 冰 . 在 校订 过 程 中 , 原 书 各 位 译 者 认真 仔细 的 工 
作 作 风 和 高 质量 的 翻译 , 让 我 深 感 敬 便 , 并 得 到 很 多 教 益 . 从 2003 年 印行 的 俄 文 版 
中 , 我 们 看 到 , 担任 本 书 俄 文 版 的 校订 、 编 辑 工 作 的 圣彼得堡 大 学 的 A. A. 弗 洛 连 斯 
基教 授 除 改正 原先 各 版 中 一 些 印刷 错误 外 ,又 从 读者 的 角度 出 发 , 对 书 中 可 能 产生 
不 便 的 地 方 增加 了 122 个 注释 . 他 们 这 种 为 使 经 典 名 著 至 于 完善 的 、 认 真 细 致 的 作 
风 值 得 我 们 借鉴 . 

对 本 书 的 校订 工作 主要 在 两 个 方面 : 一 方面 是 在 新 版 中 (应 是 1959 年 以 前 ) 作 
者 作 了 不 少 的 修订 与 增删 , 尤其 是 第 二 卷 与 第 三 卷 中 改动 较 多 . 而 由 于 历史 的 原因 . 
在 20 世纪 60 年 代 以 后 , 高 等 教育 出 版 社 与 各 位 译 者 一 直 没 有 机 会 按 新 版 修订 译本 . 
因而 这 次 需要 作 不 少 补 译 的 工作 . 还 有 就 是 翻译 122 个 编者 注 的 工作 . 另 一 方面 是 . 
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涉及 数学 名 词 、 外 国 数学 家 的 中 译名 的 规范 问题 . 由 于 在 1993 年 , 全 国 自 然 科 学 名 
词 委 员 会 ( 现 改 称 全 国 科 学 技术 名 词 委 员 会 ) 已 颁布 了 《数学 名 词 》, 所 以 校订 中 首 
先 以 此 为 准 , 对 数学 名 词 、 外 国 数学 家 中 译名 作 了 统一 性 的 订正 . 在 此 范围 之 外 的 则 
以 《中 国 大 百科 全 书 . 数学 卷 》 人 《数学 百科 全 书 》( 五 卷 本 ) 以 及 张 鸿 林 、 葛 显 良 先 
生 编 订 的 《英汉 数学 词汇 》 为 准 . 此 外 还 参考 了 齐 玉 霞 、 林 凤 沪 、 刘 远 图 先生 合 编 的 
《新 俄 汉 数学 词汇 》. 还 有 个 别 的 在 上 述 范围 之 外 的 名 词 以 及 其 他 一 些 难 于 处 理 的 
问题 , 则 是 由 张 小 萍 、 沈 海 玉 、 郭 思 旭 三 人 经 商讨 后 定 下 来 的 . 

还 应 当 说 明 的 是 , 书 中 有 关 物 理 、 力 学 方面 的 量 和 单位 , 有 少数 地 方 与 我 国 现在 
执行 的 国家 标准 不 一 致 . 但 是 . 改动 它们 会 导致 计算 过 程 和 结果 中 数据 的 改变 , 作为 
译本 , 恐怕 反而 不 受 当 , 宜 保 留 原作 的 用 法 为 好 . 还 有 个 别 数学 符号 也 与 我 国 目 前 适 
用 的 不 一 致 , 也 未 作 改 动 

本 书 的 校订 过 程 , 充分 体现 为 一 种 集体 的 力量 和 成 果 . 首先 是 本 书 的 策划 张 小 
萍 编审 , 她 为 本 书 的 修订 .出 版 工作 作 了 周到 细致 的 安排 , 并 负责 一 至 三 卷 的 终审 工 
作 , 作 了 十 分 仔细 的 审阅 并 提出 很 多 重要 意见 ; 沈 海 玉 先生 对 一 、 三 卷 作 了 认真 的 通 
读 加 工 和 校 阅 , 提出 了 许多 很 好 的 意见 ; 李 植 教授 和 邵 常 虹 老 师 为 本 书 翻译 了 俄 文 版 
《编者 的 话 》. 在 补 译 过 程 中 . 我 经 常 得 到 外 语 分 社 田 文 琪 编审 在 俄 译 中 表达 方面 而 
心 而 宝贵 的 指教 . 对 以 上 各 位 的 指导 、 合 作 与 帮助 , 表示 由 圳 的 感谢 ! 

由 于 个 人 的 水 平 所 限 , 昌 经 努力 . 但 在 新 加 内 容 的 补 译 工作 方面 、 在 个 别 译名 的 
确定 方面 等 , 错误 和 扑 漏 狼 难 于 刘 免 . 还 请 读者 不 音 指正 . 


郭 思 旭 
2005 年 8 月 
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第 微分 方程 J 
奇异 摄 动 方程 解 的 渐 近 展开 
随机 过 程 论 A. 

* 经 典 力学 中 的 数学 方法 (第 4 版 ) B. 
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